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Borrede 


Unmittelbar nach Erfindimg der Infinitefimal-Rechnung, gegen 
Ende des fiebzehnten Jahrhunderts, bemächtigten ſich die dama⸗ 
ligen Heroen der mathematifchen Wiffenichaft mit gerechtem Eifer 
dieſer fo außerordentlich werthvollen Entvedung, weil durch 
fie. plöglih die Möglichkeit erfchloffen war, die Stetigkeit, 
in den krummen Linien und Flächen nicht allein, fondern auch 
in dem ganzen Walten der Natur, überall durch Rechnung zu 
verfolgen. Durch ſie allein wurde eine Mechanik des Himmels 
moͤglich; auf ihr allein konnten alle die wichtigen mathematiſch⸗ 
phyſikaliſchen Arbeiten der Neuzeit, — welche nicht, wie die frü- 
heren blos die Erſcheinungen, fondern welche vorzugsweiſe bie 
Urſachen diefer Erfheinungen d. 5. die fogenannten Kräfte be- 
trachten und aus ihnen die Erfcheinungen felbft ald nothwendige 


Folgen ableiten, — feſte Wurzel fafien; ein unberechenbarer Fort 


ſchritt in dem Streben nach tieferer Erkenntniß der Natur. 
Gleichzeitig aber erkannle man bald und immer eindring⸗ 
licher, daß zwiſchen dieſer neuen Rechnung und den vorher ge⸗ 
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triebenen Elementen, eine große und weite Kluft vorhanden fel, 


welche jedoch. bei Gelegenheit des Kortfchreitend in der neuen 
Rechnung, oft mittel berjelben, von den großen Mathema- 
tifern bald‘ mit mehr, bald mit minberem Dewußtfein nach und 
‚nah verengert wurde, bis endlich der, die ganze Wiffenfchaft, 


- 
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fo weit ed zu feiner Zeit möglich war, ftetd mit Haren Bewußts 
ſein umfafende und in großartigem Reuſchaffen unfterbliche 
Euler in feiner Introductio in analysin infinitorum die ges 
dachte Kluft foftematifch auszufüllen begann und in ber That 
den größeren Theil derfelben ausfüllte. 

So viel aber, Euler auch geleiftet hatte, und fo wichtig 
feine Arbeiten befonderd auch dadurch Mind, daß er feinen Nach⸗ 
folgern die Bahnen eröffnete, auf denen fle weiter. fortfchreiten 
fonnten, fo blieb doch den Legteren noch Vieles zu thun übrig, 
und wiepiel? — wird man am beften ermeflen können, wenn 
man die vorliegende „Analyſis des Endlichen“ mit dem obigen 
wichtigen Werke Euler’s vergleicht. Euler hatte z. B. bereits 
bie unendlich vielen Werthe der Logarithmen gefunden; er hatte 
bereits auf die Unvollſtändigkeit folcher Gleichungen, wie 3. B. 

log(a!)—2loga, .log(a?) = Wlog(—e), 
aufmerffam gemacht, und daß man z.B. aus ben vorftcehenben. 
Gleichungen nicht folgern fönne daß 
2loga=2log(—a), alſo log(—a) = doga 
fei; er hat aber fo wenig wie feine Nachſolger bemerft, daß 
auch ſchon die Gleichungen 
ax.aꝰ — gitz und aa? * = gi-z , ' 
bie. fo- mendlich oft in Anwendung gebracht werben, ebenſo uns 
vollſtaͤndige find, und bet allgemeinen Rechnungen, ja ſelbſt 
fhon, wern gebrochene Erponenten vorkommen, einer Correk⸗ 
tion bebärfen, wenn: man wicht durch fie in ähnliche irrige Ne 
fultate, wie das von Euler gerügte, verfallen will. Aehnliches, 
An materieller Beziehung angefehen, wird man noch mehreres 
finden. — In formeller Beziehung blieb aber am meiſten zu 
wuͤnſchen übrig. Wenn z. B. Euler die Exponential⸗Funktion 


c= fo häufig durch bie Potenz (14 2) erfegt, in welcher m 
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unenblich groß gedacht werben maß, um eine Form zu haben, | 
auf welcher er den binomifihen Lehrfag und überhaupt die in 
ver gemeinen BuchftabensRechentunft eingeübten Formeln und 
Eigenfhaften der Potenzen zur weiteren Umformung und gu neuen 
Entwidelungen in Anwendung bringen fonnte, — fo muß man 
das fich Bahn brechende Genie bewundern, zugleich aber auch ſich 
geftehen, 'vaß die dadurch gewonnenen Refultate hoͤchſtens nut 
für reelle Weihe von z, nothwendige Gültigkeit haben 
können. — Aehnliche Bemerkungen Iaffen ſich noch viele machen. 
— Euler bat 3.3. an eihem "anderen Orte den binomifchen 
Lebrfag für den Fall erwiefen, daß ber Erponent jede beliebige 
reelle Zahl if; es entſteht daher mit Recht die Frage, ob der: 
felbe auch für einen imaginären Srponenten mit Sicherheit ans 
gemanbt werben fünne? — Euler bat an mehreren Stellen die 
Möglichkeit der Zerlegung einer reellen ganzen Funktion in . 
‚lamter veelle Doppel-Saktoren ſtillſchweigend voraudgefegt, in 
bem oben gedachten Werfe aber für eine ſolche ganze Funktion 
vom vierten Grade wirklich durchgefuͤhrt; feine Nachfolger, dats 
unter Gauß, Cauchy, v. Staudt, x. ıc. haben dieſe Mög- 
uchkeit allgemein und- für ale Fälle erwiefen. Wir haben in 
ber ‚gegertwärtigen Auflage (im $..229.) den ſchoͤnen Beweis des 
Profeffor. Ullherr zu Rürnberg, mitgetheilt, an Stelle des, in 
ber zweiten Auflage befindlichen, den Cauchy zuerft gegeben 
hat; wir halten den erfleren für ben‘ elementarſten und anſchau⸗ 
lichſten. 

Eine große Bereicherung hat die Analyſis des Endlichen 
durch die, von Hindenburg zu Leipzig, gegen das Ende des 
vorigen Fahchunene erfundene „combinatorifche Analyſis“ er: 
fahren. Wenn fie in Frankreich faft gar nicht, und in Deutſch⸗ 
land nur wenig Eingang gefunden hat, fo müffen wir dies mehr 
‚anderen Urſachen als ihrem Inhalte zufchreiben. Beſonders 
wichtig ift die von Rothe zu Erlangen erfundene „Theorie ber 
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combinatoriſchen Aggregate” (von ihrem Erfinder „combinatoriſche 


Imtegrale“ genannt); durch fie machen ſich z. B. viele Entwicke- 


— 


lungen, welche in den Schriften des Euler, des Lagrange, 
des Laplace und Anderer, ziemlich verwickelt erſcheinen, oft wie 
von ſelbſt. Wir haben daher auchin dieſer dritten Auflage des 
vorliegenden Bandes, aus der combinatorifchen Anafyfi das 
Wichtigfte abermals aufnehmen zu müffen geglaubt. 

Das intereffantefte Werk über Analpfis des Endlichen (nach 
Euler) ift der im Jahre 1821 zu. Paris erfchienene Cours 
d’analyse von Cauchy; es iſt beſonders intereſſant wegen der 
Offenheit und des Scharfſinnes, mit welchem das bis dahin von 


den Analyften, beobachtete Verfahren vielfältig und meift mit Recht, 


gerügt wird; Cauchy ift aber darin weniger glüdlich gewefen; 
folhe neue Anfichten aufzuftellen, welche fich mit Conſequenʒ 
durchführen ließen; auch iſt der, auf dem Titel verſprochene, 
zweite Theil diefed Werkes, fo viel wir wiſſen, nie erfchienen. 
Selbſt in materieler Beziehung lafien Cauchy's Arbeiten, denen 
man übrigens nic Geiſt abfprechen kann, manches zu wuͤnſchen 
übrig. So 3. B. giebt er unter Anderem eine Formel, melde 
alle Werthe von Arc tg.9 auöhrüden fol; fie enthält aber, nur 
eine Hälfte derjelben und giebt flatt der anderen Hälfte, ganz 
fremde Werthe. — Cauchy bat, fich Durch feinen Geift auch in 
Deutſchland viele Anhänger verfhafft und fo fieht man ſeitdem 
felbft feine materiellen Irrthümer auch in befieren deutſchen 
Schriften verbreitet. In der gegenwärtigen neuen Auflage des 
vorliegegden Werkes find wir bemüht gewefen, diefer Verbreitung 
von materiellen Srrthümern ebenfalls entgegen zu arbeiten, wie 


folden Anfichten, welche wir für formelle Srethümer:. halten 


muͤſſen. Dahin gehört namentlich bie. übergroße Aengftlichkeit, 
mit welcher die neuern Analyften fich feheuen, mit unendlichen 
Reihen zu rechnen, wenn fie nicht vorher ale fonvergente nach⸗ 
gewiefen werden; es giebt. eine Menge Bälle, wo mit allger Ä 
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meinen unendlichen Reihen gerechnet werden muß und wo, 
eben weil fie allgemein find, die Frage nach ihrer Con⸗ 
vergenz einen Widerfpruch in adjecto einfchliegen würde. Man 
muß alfo firenge nachweifen, wie lange mit allgemeinen unend⸗ 
lichen Reihen‘ mit Sicherheit gerechnet werben Tann und — wo fols 
ches aufhört; — jede Nibertriebene, unnuͤtze unb zwedlofe Aengfts 
lichkeit Dagegen fahren lafien. 

Die wichtigfien Begriffe der gefammten Analyfis find die 


bed „Rechnens“ und der „Öleihung." Wir haben.alled „Rech⸗ 


nen" dahin definirt, daß es fei: die fortgejehte Umformung von 
Formen, die etwas ausdruͤcken und die deshalb Ausprüde ge- 
nannt werben, in neue Formen, mit dem Bewußtfein, daß 
das Ausgedrüdte Stets unverändert ein und daſſelbe 
bleibe. — Je zwei ſolche Formen find einander gleich und 
hierin Liegt der Begriff der „Gleichung.“ — Daraus folgt aber 
von felbft, daß, wenn die eine Seite der Gleichung mehrfoͤrmig 
(mehrdeutig) iſt, dann die andere Seite genau eben ſo viele, 
und jene genau erſetzende Formen haben muͤſſe, und daß nament⸗ 
lich diejenigen Gleichungen, welche zum allgemeinen Rechnen ver; 


wandt werben, unbedingt dieſe Eigenfchaft haben müffen. In 


befonderen Unterfuchungen koͤnnen natürlich, jedem befonderen 
alle angemefjene Ausnahmen gemacht werden, aber eben dazu 
ift es wieder unbedingt nothivendig, daß ber Rechner von jeder 
feier anzuwendenden Gleichungen mit vollem Bewußtfein erfenne, 
ob folche eine allgemeingültige ift, oder unter welcher Vor: 


ausfekung fie gilt, d. h. mit welcher Vorficht und mit welcher 


Einſchraͤnkung fie zum Rechnen verwandt werben darf. 


Auf diefen wichtigen Umftand ift bisher in den Lehrbüchern 


der mathematifchen Analyſis gar nicht ober doch faft gar nicht 
Rüdficht genommen worden und wir glauben durch unfere durch⸗ 


gängige Berüdfichtigung deſſelben, diefer Wiſſenſchaft einen wes 


fentlichen Dienft geleiftet zu haben. 
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Se z. 2. haben wir nathgewieſen, daß die Formeln 
} hr . a x ' 


log ver = log(ab); loga-logb = lg; 





log ya = 1 m loga; u. dgl. mehr, 


allgemeingültige Ko, — daß daſſelbe aber z. B. mit den dormeln | 


g“ẽR . ge — aztz; ar — gi-3 
. j a” 
Ä (’=ar, . bogla)=xloga 
u. dgl. mehr, nicht der Fan ift, und daß alle diefe letzteren, fo 
wie namentlich auch die Formeln, nad denen gewöhnlich mit 
Arcus*) gerechnet wird, einer Correftion bedürfen, wenn fie bei 
allgemeinen Rechnungen mit Sicherheit gebraucht werben follen. 
Was jede Seite einer Gleichung ausdruͤckt, könnte hier ganz 
„unberüdfichtigt bleiben; drüct die eine Seite, wie man früher 
allgemein, geglaubt hat, eine ober mehrere Größen aus, fo muß 
die andere Seite der Gleichung genau diefelbe ‚Größe oder genau 
biefelben Größen ausdruͤcken; — brüdt aber bie eine Geite (mie 
wir dies ſowohl in dem vorhergehenden als auch im vorliegenden 
Theile dieſes Werkes überall auf dad Anfchaulichite nachgewiefen 
haben) eine Folge von Gedankenverbindungen aus, welche 
an ein beſtimmtes Ziel führen, ſo muß die andere Seite der 
Gleichung, obgleich ſie eine andere Folge von Gedanfenverbin- 
dungen ausdrüdt, genau an baffelbe Ziel führen, — und wenn 
der erftere Ausdruck mehrere folder Gedanfen-Reihen vorftelt, 
welche zu eben fo vielen verfchiedenen Zielen führen, fo muß 
der andere, ihm gleiche Ausbrud eben fo viele neue Gedanfen- 


f] 
*) Anfänger werden aber wohl thun, wenn fie bei dem erflen Studiren 


biefes Bandes, die weitläufigeren Unterfuchungen über die Arcus uberſchlagen, 


und erſt beim zweiten Durchleſen darauf eingehen. 
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‚Reigen enthalten, welche genau zu denſelben Zielen führen, — 
wenn bie Gleichung als eine. allgemein brauchbare unerkannt 


werden fol. Diefe Verſchiedenheit der Grundanficht hat dagegen 
auf das praftifche Rechnen einen weiteren Einfluß. Will man 


aber ‚nie theoretifchen Widerfprüche vermeiden, welche ſich in fo. 


großer Anzahl bei dem Bortfchreiten des Lernenden Ihm in 
ven Weg legen, fo muß man vom Anfange an die Anficht fahren 


laſſen, daß man mit Größen „rechnen Fönne. Sie führt noth⸗ 
wendig zu der unglüdlichen Annahme: der Eriftenz der negativen 


Größen und zu dennoch unglüdlichern imaginären Grö- 


ßen und erſtickt jede freiere, geiftigere Behandlung der Sache in 
Ihrem Keime. Der gefammte Kalkul hat aber eine ganz andere 


Aufgabe zu loͤſen, als mit der Größe (quantitas; benannte 
Zahl) zu rechnen. Er bat die Aufgabe „dad Verhalten der 
7 Operationen (Adtiren, Subtrahiren, Multipliciren, Dividiren, 
Botenziven, Radiziren, Logarithmiren) zu einander 2 die Gegen; 
fäße und Beziehungen derfelben, im Allgemeinen und mit allen 
aus der Natur dieſer Operationen fih won ſelbſt und nothwendig 
ergebenden Modifitationen, feſtzuſtellen“ und nur ale End reſul⸗ 
tate zur „Vergleihung der Größen" zu-verwenben. Dies lehtere 
ift ver Zwed, — der erflere das Mittel dazu. Die zu Ende 
des erften Theiles d. W. befindliche „Allgemeine Groͤßenlehre“ 


enthält vollſtaͤndig alles, was von den „Groͤßen“ und von ber 


Art, wie das Mittel zu Erreihung des Zwedes verwandt 
wird, zu wiſſen nöthig if. 

Die (im Kalkul vorkommenden) Operationen ſelber (als bloße 
Verſtandes⸗Thaͤtigkeiten) werden von der unbenannten Zahl ab⸗ 
ſtrahirt, welche letztere abermals ein abſtrakter Begriff iſt. — 
Dieſem nach iſt alles, was im Kalkul vorkommt, entweder eine 
unbenannte ganze Zahl, oder eine gedachte (angezeigte) Zus 
fammenfeßung aus zwei oder mehr folchen (unbenannten ganzen) 


Zahlen durch eine oder mehrere. der Operationen (Verſtandes 
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6.12%. Erflärung ber Fakultät mi 

6.13. Rolgerungen daraus. 

6.14. Erflärung bes Zeichens x. 
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m!n! = (mn); 2) ma — m 3) m =m=1; 


4) m, =0, wenn n>m; 6) x =1; 7) xK,=x. 
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Zweite Abtheilung. Bon. ven figurirten Zahlen. ($6. 16.19.) 


$. 16. Erklärung ber figuristen Reihen. 
66. 17.—19. Säpe der figurirten Reihen. 


xvi I Inhalt. 
Zweites Kapitel. 

Die Fombinatorifche Analyfis in ihren erfien Elementen. ($S. 
20.41.) 

Erfte Abtheilung Bon den Permutationen, rombinatoriſchen 
Variationen und Kombinationen. (5688. 20. - 35.) 

Erflärung der Verbindungen mit und ohne Wiederholungen. 
Erflärung der Permutationen. oo. 
Erklärung der Tombinatorifchen Variationen. 
Bariationen mit Wieberholungen zu entwisteln. 

Diefelben ohne Wiederholungen. | 

Erflärung der Kombinationen. — 

Kombinationen mit und ohne Wiederholungen zw entwideln. 
Beftimmung der Anzahl der Verbindungen in 6 LTehrjägen. 

- Wiederholungs-Erponenten. 
Erflärung der Barlationen und Kombinationen zur beflimmten Summe. 
Wie beide auseinander abgeleitet werben können. j 
Entwickelung der nten Klaſſe der Variationen jur Summe m. 
Diefelbe aus andern Elementen. ' 

Ableitungen diefer Entwidelungen auseinander. 
Entwidelung der nten Klaffe der Kombinationen zur Summe m. 

6. 35. Diefelbe aus andern Elementen. , 

Zweite Abtheilung Anwendung der vorhergehenden Lehren 
zur Auflöfung einiger unbeflimmten Aufgaben der Zahlen- 
lebre. ($$. 86.—41.) 

8.36. Auflöfung der Gleihung a+ß+y+ + +u=m. 

8.37. Auflöfung der Gleichung 1-P4+2-y+43-.d+ ++ +neu p. 

5.38. Beide vorftehende Gleichungen zufammen aufzulöfen. " 

86.39. Auflöfung der Gleichungen a+sty+ + =g, utrtnte=g. 

6. AO. abc? ... m" ftellt die nte Klaffe der Kombinationen aus ben Ele- 
menten a, b, c, «m, vor, wenn a+d4y+ + tu=n if. 

$. 41. (ax®)*.(bx')?.(cx2)? es (mx?)* ſtellt von der „ten Fombinations- 
Klaffe bloß die mit xP multiplicirten Glieder vor, wenn 
e+p4y+ + +u=v und 1-ß+2y43.d+ +. +nu = p iſt. 


Drittes Kapitel. 


Fortſetzung der kombinatoriſchen Analyſis. Von den fombinn- 
torifhen Aggregaten. ($$. 42.—60.) 


8.42. Erflärung ber durchlaufenden und ſtehenden Werte ber deut» 
fhen Buchſtaben. 


»» 
SRS 


BEER 


2eee0seenenenee 
> 0 82 DD 
FERESSHN 


Inhalt. xvn 


5. 43. Erklaͤrung bes kombinatoriſchen Aggregate. 

5. 44. Es hängt ab vom allgesmeinen Sliede und von ben befchräntenden 
Gleichungen. 

S. 45. Letztere Tonnen abgeändert werben, wenn die neuen nur baffelbe Teiften. 


6. 46. Es if ein Aggregat A, = A + A. v 
= a=2+1' 


$. 47. Man kann auch ſogleich 2a, * a, und dann 2a41 ſtatt a ſehen. 

©. 48. Eben ſo iſt ein Aggregat A einer Summe breier Aggregate: gleich, 
die aus A hervorgehen, wenn In, 3441, 3442 flait a gefebt wird. 

5. 49. Auch if A einer Summe zweier andern Aggregate gleich, die and A 
hervorgehen, wenn man zuerſt O, dann a+1 flatt a fet. 

Umgelehrter Satz. 


EA = A + A 
rHt=mu sul 


Gilt noch, wenn ſelbſt einen deutſchen Buchſtaben vorftellt. 

Zwei kombinatorifhe Aggregate zu. abbiren und zu fubtrabtren. 

Bemerkungen über bie Anwendung biefer Säge. 

Ein Aggregat mit M zu multipliciren. 

Umgekehrter Sap. _ 

Zwei Tombinatorifche Aggregate mit einander zu unnftiplicren, 

Umgelehrter Satz. 

6.59. Waenn in dem allgemeinen Gliede eines contw mniden maovegals 
felber wjeber ein Aggregat vorkommi. 

6. 60. Umgehkehrier Sap. 
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Viertes Kapitel. » 


Bon dem binomiſchen und polynomiſchen Lehrfap für Potenzen 
und Saltoriellen mit ganzen Erponenien. Bon ben Bino- 
mial-Probuften. (66. 61.—72.) 

Erfte Abiheilung Der binomifdhe und polynomiſche Lehrſab. 
Es. 61.70) 

. 61. Der binomiſche Lehrſat für (a+b)”. 

6. 62. Andere Formen beffelben. 

S. 624, Die recurrente Form beffelben. 

S. 63. Derfelbe Say für (a-b)”. Anmerkung 2. (atb)” für die 
ſten 9 Zahlen, fatt m gefebt. 

5.64. Der trinomiſche Lehrfag. 

6. 65. Der quatrinomifihe und der polynomiſche Lehrſaß. 

6. 66. Des binomiſche Lehrſaß für Salteriellen. 

6.67. Bür (axsb)"?. | 

II. | b 
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6.68. Der trinomiſche, quatrinomiſche und polynomiſche Lehrſatß für Falto⸗ 
riellen. 
cs 69,70 Der binomifche und polynomiſche Lehrfap für Binomial- Koeffi- 
zienten. 
Zweite Abteilung. Bon ben Binomial- Produkten. 65. 71. 72.) 
66. 71.72. Lebrfab über Binomial-Provule. 
Anwendung auf bie Entwidelung ber Baltorielle (x+b)"'. 


Sünftes Kapitel. 


Bon den ganzen Funktionen eines einzigen Beränverlihen. 
(88. 73.- 100.) 


Erſte Abtheilung. Allgemeine Eigenſchaften vieler ganzen 
Funktionen von x. ($$. 73.88.) 


6.73. Erklaͤrung ber ganzen Funktion vom mien Grade, bes Beränbertigen 

und bes Koeffizienten. 

$.74. Sie kann durch ein Fombinatorifches Aggregat vorgeftellt werben. 
6.75. Zwei folche ganze Funktionen zu abbiren, zu fubtrahiren, und mit 
einander zu multipliciren. 

$. 76. Das Produkt zweier ganzen Funktionen, bezüglich vom mie und vom 
nien Grade, iſt eine ganze Funktion vom (mAn)ten Grabe; der Quotient 
berfelben dagegen eine ganze Funktion vom (m—n)ten Grabe, 
Zwei ganze Funktionen durch einander zu bivibiren. 

8.77. Zwei ganze Funktionen von x find nur dann einander gleich, wenn 
ihre einzelnen Koeffizienten einander gleich find. 

6. 78. Andere Auflöfung der Divifion zweier ganzen Funktionen, durch die 
Methode der unbeſtimmten Koeffizienten. 

8.79. Erflärung des Theilers, der Theilbarkeit ar. 2c. ber ganzen 
Funktion. 


§. 80. Gebrochene Funktion 3, wenn A durch B nicht theilbar iſt. 

6.81. Reſultat der Diviſion von F, durch x-a. ' 

6.82. Säpe der Theilbarkeit der ganzen Funktionen. 

5.83. Erklärung der Derivationen ober Ableitungen einer ganıen 
Bunftion F,. 

e g. 84. Entwihelung son’ F,,n5 Umformung son F,. 

6$. 85. 86. Folgerungen. 

6.87. Grund-Eigenfihaften der Derivationen. 


6.88. Abfonderung ber gleichen Faltoren „einer gegebenen ganzen Funktion 
von x. 
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Zweite Abthetlung Bon den Ziffernwertben ber ganzen 
Sunftionen. Bon ihren größten und Fleinften Werthen. 
($$. 89.100.) ' | 

55.89.90. Die Summe ver Reihe A+xt+x?+x°+ «- +z” zu finden; auch 

wenn fie noch mit P multiplicirt fl. 

$. 91. Das erfte Glied A Tann größer werben als bie Summe aller übrigen N 

Blieder. 
6:92. Das erfie Glied Ax” kann ebenfalls immer größer werben als bie 
Summe aller übrigen Glieder. 

593. Folgerungen barans. 

69. Erklärung der ſtetigen Aenderung. 

6.95. Eine reelle ganze Funktion von x ändert fich fletig. 


5.9. Sie wächſt mit x zugleich, fo lange Flpoſitiv, ‚fe nimmt ab, 
wenn Fi negativ if. 

697. Sie hat ihren größten Werth, ober ihren Heinften, wenn F =0 

mb Fr nicht Null if. 

8. W. Iſt m ungerade, fo giebt es allemal wenigſtens einen reellen Werth 
von x, welcher F, =0 macht, wenn F, vom mtr Grabe iR. 

$6.99.-S m eine gerade Zahl und das Glied ohne x negativ, fo gibt es 
wenigſtens 2 reelle Werthe von x, welche F, zu Null machen. 

6.100. Wenn F, für x=« pofitio, für x = 8 dagegen negativ wird, ſo 


liegt zwiſchen a und 4 wenigſtens ein reeller Werth von x, welcher F, 
zu Null mad. 


Sechſtes Kapitel. - . 
Bon den unendlichen Reihen. (88. 101.—135.) 
Erſte Abtheilung. Von den unendlichen Reihen im Allgemeinen. 
($$. 101.125.) 
5.101. Erflärung bes unenblichen Reihe und ihrer Konvergenz. 
6.102. Sie.enihält die enbliche Reihe in fich. ‘ 
6.103. Es güt für fie im Allgemeinen und, in fo fern fie konvergent if, 
auch im Beſondern, was für endliche Ausdrücke. 
6.1084. Namentlich die Säbe der ganzen Funktionen von x, welche von der 
Gliederzahl derſelben Unabhängiges enthalten. 
8.105. Erklärung ver En twickelung eines Ausdrucks F, nad x. 
5.106. Das erſte Glied ik allemal =F..- 
8.107. Addiren und Subtrahiren zweier unenplichen Reiben. 
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$$. 108. 109. Die Multiplifation zweier unendlichen Reigen, ; 


"6,110. Divifion zweier unenblien Reihen. 


8.111. St nicht immer möglich. 


u $. 112. Anwendung auf den Fall der rekurrenten Reiben. 


6. 113., Erklärung derfelben. 

$$. 114.— 116. Praktiſche Vorfchriften bafür. 

68. 117.—121. Eine unendliche Reihe zur (ganzen) mien Potenz zu erheben. 
5.122. Diefelbe Reihe zur (ganzen) (—m)ter Potenz erhoben. 

$$. 123.124. Umkehrung der Reihen. 


- 6.125. F,,n nad h zu entwideln, wenn F, eine unendliche Reihe if. 


"Zweite Abtheilung Bon den numeriſchen unendlichen Reihen 


und ihrer Konvergenz. ($$. 126.—135.) 
6.126. Konvergenz ber geometrifchen Reihe A+z+z’+ «+ für z<1. 


$.127. Eine Reihe Q if fonvergent, wenn fie von einem mien Gliede ab- 


olsiche oder Heinere Glieder hat, als eine fonvergente Reihe F. 

$. 128. Folgerungen für die Konvergenz. 

6.129. In p+pz+p2?+ + iſt für z<$, p größer als die Summe aller 
folgenden Glieder der unendlichen Reihe. 

6.130. Zolgerungen daraus. : 

6.131. Der Werth einer unenblichen Reihe F . geht zwifchen <= und 
x=ß ſtetig fort, ſo lange die Koeffizienten "bee Gutwidelung von F,, 
zwifhen x=a und x=ß lonsergen find. 

6.132. Gang ber reellen Werthe von F 

6.133. Sf bie unendliche Reihe F, vofiti für x=a, negativ für x=ß, 
fo ift fie wenigftens einmal — O zwifgen x=« und x=£, fo oft fie von 
der Art ift, daß fie dazwiſchen nur ftelig ſich ändert. 

88. 134. 135. Lehrfäge der Konvergenz ber Reihen. 
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Siebented Rapitel. 


Fortſetzung der Lehre der unendlichen Reiben. Der binomi- 
ſche Tehrfag für Differenz-Potenzen . Potenz-Reiben. ss 
136.—141.) 


66. 136. 137. Der binomifche gehrfap für Differenz-Potenzen. 


6.138. Eine allgemeina Reihe F, fo zu finden, daß F,-F,=F, +y Pirb. 
$ 139. Man Firtbet für Ba c, I Fox Fey > Fers+n? 
I. F,, „er cy =Fuay; 1 . (Fa)" * F mx » wenn m eine ganze 


pofitige ober negative Zahl; u. won m. 
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| ift allemal konvergent. 


8. 141. Sf — e,. fo iſt auch —3) =e*, fo oft x poſitiv ober 


negativ ganz if. 


Achtes Kapitel. 


Bon ben natürlihen Potenzen und ben daraus hervorgehenden 
(trigonometrifhen) Funktionen. — Bon den natürligen 
Logarithmen. '($S$. 142.198.) > 


Erfe Abtheilung. Bon ben natürlichen Potenzen. ($$. 142. 
bis 144.) 0 - . 


‘6.142. Begriff der natürlichen Potenz et. 


$. 143. Formeln für diefe Potenzen. | 
I. Le /-H. 1 ee). IM (ex)m ee, wenn nur 
m eine Differenz ganzer Zahlen if; u. f. f. h 
8.144. Gang ber reellen Werthe ber natürlichen Potenz. 
Uebergang zu neuen unendlichen Reihen. 


Zweite Abtheilung. Bon den allgemeinen Sinus, Rofinus, 
Tangenten unb Kotangenten. ($$. 145.—171.) 

8.145. Erklaͤrung von Sinx und Cosx. 
IH. und IV, E OosxticSinx. 

6.146. Sin(-x)=-Sinz; Cos(-x) = Cosx. 

6.147. Die Haupt-Eigenfcpaften von Sin und Cos. 

5.148. Die Sinus und Koſinus der halben oder boppelien Werthe von x 
in Sinx und Cosx ausgebrüdt. \ 

5.149. Wie Sinus und Koſinus der vielfachen x, in Sinx und Cosx aus- 
gebrüdt werben Tünnen. 

88. 150.151. Diefelben und analoge Fragen unmittelbar aus ben Sormehn . 
fitr die Potenzen beantwortet. 

$. 152. Erklärung von. Tgx, Cotgx, Secx und Cosecx. 

$. 153. Formeln für diefe neuen Funktionen. 

6.154. Wie von den ſechs trigonometriſchen Funktionen je könfe in bie 
ſechſte auögebrüdt werben. 

5.155. Sin(x+b) und Cos(x+h) in unenbliche Reihen verwandelt, die 
nach Potenzen von h fortlaufen. 

5.186. Die Werthe von Siax und Cosx Anbent ſich wit ; x uoleid fletig: 
— Größte und kleinſte Werthe berfelben.. 
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88. 157. 158: Erflärung der Zabl Aa, — Erklarung bes VWortes Quadrant 
im hieſigen Sinne. 

g. 160. Formeln für Sin und Cos von O, in,n,$n,2n, in. . 

$. 160. Ausrechnung der Werthe von Sinx und Cosx, für alle reellen 
Werthe von x. 

6.161. Weber Sabellen-Birehnung. - — Nuswerihung der Sinus und Ko⸗ 
ſinus von gr, In, In, ⁊c. ⁊c. 

6.162. Ausrechnung von Sinx und Cosx für imaginäre Werthe von x. 

$. 163. Beſtimmung der Werthe von x, zu gegebenen reellen Werthen von . 
Sinx und Cosx. 

8.164. Bon den Werthen von x, bie zu gegebenen imaginären Werihen 
von Sinx und Cosx gehören. 


8.165. Ausrechnung von Tgx und Cotgx für alle reellen Wertbe von x. 
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8.166. Beftimmung aller Werthe von x, welche eine gegebene reelle Tan⸗ 
gente oder Kotangente haben. 

6.167. Ausrechnung von Tgx und Cotgx für jeden imaginären Werth 
vonx \\ 

8. 167618. Betrachtung der Werthe von x, melde zu einem gegebenen ima⸗ 
ginaͤren Werth von Tgx oder Cotgx gehören. 


—x , 
$.168. Betrachtung ber Funktionen K, = — oder Cos(x-i), 


oder —irSin(x-i). — Eigenſchaften berfelben. 


—< 


et —e 


und S, = —— 


8. 169. Gang ihrer reellen Werthe. 


Anmerkung. Ausgereiinete Formen für Sin, Cos, Tg und Cotg von 
ptqei. 

6.170. Nmformung ver Summe p+g-i in bas Produkt re, 

8.171. Ausrechnung ber Werthe eines Probuftes, eines Duotienten, einer 
Potenz und einer allgemeinen Quadrai⸗, einer allgemeinen Kubik⸗ und einer 
allgemeinen vierten Wurzel. 

Anmerkung 2. Anwenbung auf bie Cardani'ſqe Formel. 


Dritte Abtheilung. Bon ben natürlichen Logarithbmen. (88. 172. 
bis 184.) 


$. 172. Erflärung des Neper’fchen Logariihmen. 


g. 173. Rehnmgsformeln für folde. — Werth ber Bafis e 


$. 174... Erklärung des (unendlich vieldentigen) natürlich en Logarithmen. 

8.175. Auffindung aller Werthe des natürlichen Logariihmen dog (p+g-i). 

8.176. loga, dog(-a), Jogi, Ldog(-1) ausgewerthet. 

$. 177. Alle Werthe bes natürlichen Logarithmen erhält man, wenn zu allen 
Werihen von Zogi ein einziger ber erſtern abbist wird. 
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8. 178. Ausſcheidung und Bezeichnung bes einfachſen Vertheo⸗ von 
dog (pq-i) burg L(ptani). N 
$.179. Zog(ab) = logatlogb Ä 
bog (a:b) = loga-Iogb - 
find allgemeingültige Gleichungen. \ 
$. 180. Eben fo find allgemeingültig bie Gleichungen 


. 8 
log(ya) = Yloga;, log(ya)= Sloga, x. 


fobald die Ya allgemein, d. h. zweiförmig, eben fo die ya allgemein, . 
d.h. dreiförmig u. f. w. gebacht wir. 

88. 181. 182. Auffindung ber logarithmifchen Reihe und zuſammengeſetzterer 
Reihen für allgemeine Logarithmen. 
$. 183. Umformung dieſer Reiben für Neper’ ſche Lesarithmen 

§. 184. Naherungsreſultate. 


Bierte Abtheilung. Bon denjenigen logarithmiſchen Funk⸗ 


tionen, welche Argumente und Arcus genannt werden. 
($$. 185.—198.) 
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$. 185, re ber Argumente MU an 775 *. — 


1 2 
$. 186. da «.(-z) = R- u°8, 2. ı. r 


5.187. Ausrechnung der Werthe vo 





und ee), 


6.188. fo wie auch ber Werthe von —* und z R 


8. 189. Die beiden vorhergehenden Aufgaben in den —8 dallen be⸗ 
trachter, wo pAq. ĩ reell, alſo q=0 if. 

$. 190. Erflärung ver Arcus Arc sin. x, Arccos.x, Arcty.x, Arc cotg. x. 
Sormeln zwifchen den Argumenten und Arcus. = 

6.191. Gleichungen zwiſchen dem (eindeutigen) Arcus. ” 

6.192. Diefelden zwifchen den (unendlich vieldeutigen) Argumenten. 

66. 193.—1%. Verwandlung ber Summe und der Differenz zweier Argu- 
mente ober zweier Arcus, in ein Argument, oder in einen Arcus. 

6.197. Reihen für 5* und Arcig.x. 

6.198. Berechnung ber Zahl m. 


Neuntes Kapitel. 
Von den geometriſchen Sinus und Koſinus. (SE. 199.—208.) 
6.199. Begriff des geometriſchen Sinus und Kofinus eines fpien Winkels. 
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56. 200. 201. Eigenſchaften derſelben. 

88. 202. - 204. Auffindung unendlicher Reihen, ‚welche biefelben Enten 
haben; es findet fi sinx= Sinx und cosx=Üosx. ' 

6.205. Definition ber geometrifchen Sinus und Koſinus aller: Winkel. 

8.206. Rektifikation des Kreiſes. 


8.207. Geometrifche Berfinnlihung einer imaginären Zahl. — Erklärung des 


„Repräfentanten” einer imaginären Zahl p+gri. 


6. 208. Solgerungen daraus. 


Zehntes Kapitel an 


Bon ben künſtlichen Potenzen und den künſtlichen Logarith— 
men. Von den allgemeinen Potenzen, Wurzeln und Toga- 
sithmen. ($$. 209.228.) . 


6.209. Erflärung ber Fünftlichen Potenz: - 


6.210. Formeln für dieſe Potenzen. 
$.211. Erklärung ber Fünftlihen, Logarithmen. 
6.212. Formeln für die tabellarifchen Logarithmen. 


x 


6.213. Ueberſetzung ber Formeln für die natürlichen Logarithmen, "in ſolche 


für künſtliche Logarithmen. 
6. 214. Bon den Brigg'ſchen Logarithmen. 


$.215. Anwendung auf das Ziffernrechnen. 


8.216. : Exflärung ber allgemeinen Potenz. 

6.217. Ausrechnung berfelben im Allgemeinen 

8.218. und wenn ber Erponent reell ift. 

6.219. Begriff ber gebrochenen (und irrationalen) Potenz. 

6.220. A. Erflärung und Bezeichnung des „ein fachſten Wertbes” ber 
- allgemeinen Potenz. Ausrechnung ber gehrochenen Polens, IV. V. 


B. vI. a = [a ].1*. 


6.221. Die Formeln ala! at”, ala! are und (a) a 


bebürfen einer Korrektion. 
6.222. Formeln, nach denen mit allgemeinen (und daher auch mit ge- 


; , 1 \m 
brochenen) Potenzen gerechnet. werben muß; (‚=) =a. 
6.223. Erflärung der allgemeinen Wurzel. 
5.274. Formeln, nach denen mit ſolchen Wurzeln gerechnet werben Muß. 
CKorrektionen ber früher gebräuchlichen). 
§. 225. Noch einiges über gebrochene Potenzen. — 


Eigenfchaften der yı und vi. 
6.226. Beweis des binomifchen Lehrfages für. allgemeine Potenzen. 
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6.227. Der twrinomiſche und polpnomiſche Lehrſatz für allgemeine Potenzen. 
8.228. Allgemeinfte Logariibmen und allgemeinfe. Wurzeln. 


Eilftes Kapitel. 

Bon den (algebraifhen) höhern Gleihungen. (SS. 229.- 287.) 

Erfte Abtheilung. Fundamental-Sätze. ($$. 229.—233.) 

$:229. Die allgemeine Möglichkeit der Zerlegung einer ganzen Funklion von 
x in Faktoren. Der Ullherr'ſche Beweis dafür. 

6.230. Definition der Wurzelwerthe einer höheren Gleichung. 

8.231. Die Koeffizienten einer höheren Gleihung find fpmmetrifche Funk⸗ 
tionen ber Wurzelwerthe berfelben; nebft einigen Bolgerungen daraus. 

6.232. Die imaginären Wurzelwerthe einer höberen Gleichung mit reellen 
Koeffizienten, find allemal paarweife vorhanden. 

6.233. Eine höhere Gleichung zu finden, deren Wurzelwerthe das bfache, 
ober ber bie Theil der Wurzelmerthe, ober die um b vermehren Wurzel- 
werthe der gegebenen Gleichung find. Reducirte höhere Gleichung. 


Zweite Abtheilung Wie aus einer gegebenen. höhern Glei- 
Hung, neue höhere Gleichungen gebildet werben Fünnen, 
deren Wurzelwerthe durch eine beliebig gegebene rationale 
Sunftion je zweier, je dreier, n.f. w., ber Wurzelwertbe 
der gegebenen Sleihung ausgebrüdt find. — Die dazu nd 
ihigen Lehrfäge der ſymmetriſchen Funktionen; fo wie ber 
Newton’fhe Lehrfag der Potenz-Summen der Wurzel- 
werthe. ($$. 234.—242.) 

5.234. GCinleitungs-Aufgabe. 

6.235. Der Newton'ſche Lehrfag der Potenz-Sunmen. _ 

6$. 236.— 240. Wie fymmetrifche Funktionen ber Wurzelwerthe, in bie Koef⸗ 
fizienten ver Gleichung ausgedrückt werben. 

65. 241. 242. Haupt-Aufgabe. Befondere Fälle. | 

Dritte Abtheilung. Vom Auflöfen der allgemeinen böbern 
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Bon ben artihbmetifhen Progreffionen; von ben Faktoriellen 
und Fakultäten. 


$. 1. Erklärung. 
Fine Reihe von Ausprüden von der Form 
a, a4d, a42d, at+3d, a+Ad, ıc x., 


wo a und d beliebige Ausdrüde find, nennt man eine ariths 


metifche Reihe (oder arithbmetifche Progreffion), die 
aus Gliedern befteht; die Zahl d heißt der Unterfchied der 
Glieder, und die Reihe felbft heißt fteigend, wenn d pofltiv, 
fallend dagegen, wenn d negativ if. — Uebrigens kann d 
nicht nur eine pofitive oder negative Zahl fein, fondern felbft 
Null oder imaginär, d. h. allgemein. 

Iſt d negativ und d’ das Glied diefer negativen Zahl (alfo 
d=—d), fo hat die arithmetifche Reihe diefe Form: 

a, ad‘, a—2d‘, a—dd‘, a—Ad‘, x. ⁊x., 

wo d’ eine abjolute Zahl bebeutet. 


8.2. Lehrfäge 
Iſt das nt? Glied durch u bezeichnet, die Summe aller n 
Glieder aber durch s (wo dann dad n" Glied u auch das legte 
Glied genannt wird), fo hat man allemal: 
II. | 1 


2 Bon den arithmetifchen u Kap. J. S 3. 
I. u=a+4(n-I)d; | 
1. 5= +7. 
Beweis. Die Formel I. fällt in bie Augen. 


Die Gleichung II. dagegen kann auf folgende Art erwiefen werben. Es 
it naͤmlich 





8 = at{a+d)+(a+2d)+ .. +(ua-2d)Hu-d)+u 
und 8 = u+-n-d)+(u-2d)+ ++ +a+2d)+(a+d)+a; 
folglich, wenn man abbirt: - 
25 = (atu)-Hatu)Haru)+ «-- +atn)Hatu)+(ate), 


ober = (a +u)n ; 
alfo auch 3 Grein = (du) a 
| 8. 3. | 
Daraus folgt: j 


1) Sind von ben vier, in jeber diefer Gleichungen yorfom- 
menden Buchftaben dreie gegeben, fo gibt die Gleichuns jedesmal 
den Werth des vierten. _ 

2) In beiden ©leichungen I. und 11.) fommen fünf verfchie- 
dene Buchflaben a, n, d, u und s vor, von denen drei gemein- 
fchaftlich find, nämlid a, n. und u. liminirt man daher jeden 
dieſer drei Buchftaben, einen nach dem andern, fo erhält man 
wiederum folgende Gleichungen: 


in. s= [2u—(n-1)d]- 5 
IV. s= —S——— ; 


Vv. s=[2a+n-1)d]- 5 


Diefe fünf Gleichungen ‚find deshalb alle von einander wes 
fentlich verfchieden, weil jede nur vier der fünf Buchftaben, alfo 
den fünften nicht enthält, diefer fünfte aber in jeder Gleichung 
ein anderer if. Diefe Gleichungen geben unmittelbar den Aten 
und 5ten diefer 5 Buchflaben in drei gegebene ausgebrüdt. 
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Anmerkung 1. Alle bis hierher entwidelten Gleichungen 
find folhe, die aus den Gleichungen I. und IE.) abgeleitet find. 
Da nun diefe beiden Gleichungen felber wieder hervorgehen, wenn 
man in ihnen flatt:_ u,a, d, 
bezüglich 2a,u,—d fett, fo Tann 
man durch dieſelben Subftitutionen die vorliegenden Gleichungen 
zum Theil auch auseinander ableiten. 


Anmerlung 2. Unter den Gleichungen, welche aus I.) 
und 11.) fich. ergeben, find quabratifche, und biefe geben daher 
- zwei Auflöfungen. Welcher von beiden Wertben aber jedesmal 
der brauchbare ift, muß immer erft durch die befondern Bedin- 
gungen der Aufgabe entfchieben werben, welche zu dieſen qua- 
dratiſchen Gleichungen geführt haben. 


8. A. Getlärung 
Das Produkt 
a(a+)(a+2d(a+-3d) + [a--(n—1)d], 
befien Faktoren n auf einander folgende Glieder einer arithmeti- 
fchen Reihe find, bezeichnet man durch das Zeichen 


gr jd 


und nennt dieſes Zeichen eine Saftorielle, deren Baſis a, 
Erponent n, und Differenz oder Unterſchied d if. 


Anmerfung. Diefer Definition zu Yolge, muß der Erpo- 
nent n immer eine abfolute ganze Zahl und >1 fein, wenn die 
Faktorielle and eine Bedeutung haben fol. — Auch wird die 
Zaftoriele der Null gleich, jobald einer der Faktoren der Null 
gleich wird. — Endlich geht die Taktorielle in eine Potenz über, 
wenn die Differenz d in Null übergeht. 


8.5. 
Die Lehrſaͤtze, nach denen mit Faktoriellen getechnet wird, 


ſind folgende: 
1 * 
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1) aid = [a+(n-I)d]-2; 
2) gm+nfd — gmid, .(a-1-md)2ld — — gnld, a-Lndjpis; 


| 3) gu—nld — EEE. . 
[a-+(m—n)d [rd i 
mjd 
4) rn = (a+-nd)m nie; 


mid 


5) hm.amid — (haymiid oder amid — hm, (7} 
welche hier noch näher erörtert werden mögen. 


Lehrfag 1. ine Faftoriele amld wird in eine andere mit 
entgegengefegter Differenz verwandelt, wenn man den um - 
1 verminderten Erponenten, alfo n—1, mit der Differenz 
d multipliziert, folches Produkt zu der Baſis a abbirt, 
den Erponenten n ald folchen beibehält, die Differenz da⸗ 
gegen mit dem entgegengefepten Zeichen verfteht; d. h. 
es ift 
and — [a-+(n—1)djri-4. 
Beifpiele. So iſt z. B. 
2214 _ 124(3-1)4 ?!-t = 10°); 
die erftere Baktorielle bedeutet nämlich bag Produkt 2-.6-10, bie letztere da⸗ 
gegen das Probuft 10.6.2. — Eben fo ift: 


tg, 
weil die erfiere Saftorielle das Produkt 2.3.3.1.3, Die andere bagegen das 
Probult 3.1.8.3.2 vorſtellt. — Ferner iſt 
-_ 8.11.14.17.20.23 
(213 = [-245(-3)]? = (-p)R = = 


Auch a1 41-4123 4=-4. — 
Und 221-5 - (877 -238=-48 — U.f.wf. 
Beweis. Denn bie zweite Faltorielle [a+(n-1)aj|" bedeutet ge- 


mau baffelde Probukt, als die erſte arld, vie Faktoren nur in umgekehrter 
Ordnung gelefen. 


Lehrfag 2. Zwei Faktoriellen (a+md)rid und amid, welche 
fih an einander anfchliegen, [d. h. welche eine gemein- 
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ſchaftliche Differenz d haben, und von welcher die Baſis, 
als erſter Faktor der einen, ebenfalls um d größer *) iſt 
als der legte Faktor der andern **)], geben, wenn ſie mit 
einander multipliziert werden, eine Faktorielle au+nia mit 
der Bafid a der andern, derfelben Differenz d, und ber 
Summe m-+n ber Erponenten ald Erponent; ober: 

Eine Faltorielle amtnid, deren Erponent m+n als eine 
Summe angefehen wird, laͤßt fih in ein Produkt zwei 
Taktoriellen verwandeln, von denen die eine amid das 
Produkt der erfteren m Faktoren, die andere (at-md)rid 
das Produkt der nun noch übrigen n Faktoren ausdrüdt ; 
d. h. es ift 

am vnld ⸗ amld.(a-I-md)nid — an'd.(a--nd)mid, 


Beifpiele. Dan findet danach leicht 


Fi _ 21,521, 251-4 _ 931-4,1214, 

731-2, 1321-2 — 1381-2, 731-2 — 1381-2, 21 _ all, bl, 
88-1 821,681, | „ri! _ n®i-1,(a_m)"mi-1; 
yall _ Pl 4 4m)P-ml, 5312 44412 — 5712, 


gel? _ g-2(_4)i-2,; u. ſ. w. ſ. 


Lehrſatz 3. Eine Faktorielle an-ala, deren Erponent als eine 
Differenz m—n gedacht wird, kann in einen Quotienten 
zweier Faktoriellen amid und [a+(m—n)dpid, verwan⸗ 
delt werden, wenn man den Diviſor ſo nimmt, daß er 


*) Wenn hier und in der Folge oft noch vorkommt, daß a4d um d 
größer fei, ald a (oder a+7d um d größer als a+bd), fo ver- 
Rebe man darunter, daß gu bem lehtern noch d addirt wirb, wenn bag erflere 
berausfommen fol. Wäre d allemal pofitiv und a reell, fo wäre in ber 
That ard>a, af7d>a46d, u. ſ. w.; aber weil d allgemein, mithin 
pofitiv, negativ, imaginär fein kann, fo it a+d nicht nothwendig größer 
als a, im Sinne bes 1.Th.$.45. ” 

=) Dies ift allemal der Fall, fo oft die Bafis ver einen hervorgeht, wenn 
man von ber andern ben Erponenten mit ber Diferenz multiplizirt und das 
Produkt zu ihrer Baſis abbirt. 
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fidy an die gegebene Faktorielle amd anfchließt, und mit 
ihr multipligiet, ‚ven Dividenden gibt, d. h. es ift 


mjd 
gu-nld —_ a 


 Taetm-n)dpie,' 
Beiſpiele. So findet fi 





1 7-1 
u _4T 1-ı _ET 
= 65? 3 u 2 5j—1 ? 
ae, me I. 
(-63)°1=? (-33)?1-8 


Es iſt nãmlich 

79179 = 7.(-1).(-9).(-17).(-25).(-33)-(-41)-(-49) 
und (-33)1-8 = (-33).(-41).(-49), 
fo wie 79-9 7CA)LILANA-B); 


und ba fällt die Richtigkeit des Beifpiels fogleich in bie Augen. 


Beweis fällt aus Lehrfatz 2.) unmittelbar in die Augen. 

Oder auch: man .bisibire bie Jormel 2.) links und rechts durch 
(Amd)ela, nachdem man (vorher ober nachher) mn ſtatt m gefeht hat, 
was allemal erlaubt ift, fo lange unter m—n noch immer, wie in 2.) unter 


m, jebe beliebige pofitive ganze Zahl gebacht werben Kann. 





Lehrſatz A. Zwei Faktoriellen amid und anld, welche eine ges 
meinfchaftliche Baſis a und auch eine gemeinfchaftliche 
Differenz d haben, werden durch einander bividirt, wenn 
man die Erponenten m und n von einander fubtrahirt, 
die Differenz d beibehält, dagegen die neue Baſis da⸗ 
durch findet, daß man in dem Divifor arld, den Erpo- 
nenten n mit der Differenz d multipligiet und zur Baſis 
a addirt; d. “ ift 


er —= (a+nd)m-nig, 
Betfpiele. Hiernad iſt 
981-2 _ 46-1 u 
30-3 7 a 2 ” 31-4, 
qmil m-njl m®l—ı m-nj-1 
alt = (in) 3 at = (m-n) 3 u. ſ. w. f. 
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Es iſt nämlich 3? = FIA-AHA-HA-5)A-NA-9)(-11), 
und 397 =. 3.1-(-1),(-3).(5) und (917 = (-).«-9).(-11); 
und fo fällt die Richtigkeit bes erſten Beifpiels in Die Augen. 

Beweis. Multiplizirt man ben Ausbrud rechts (atnd)" "ld, mit 
dem Divifor a”ld, fo kommt (mad; Lehrfap 2.) a@ld, pH. der Dividend 
heraus. Alſo iſt die Formel 4.) richtig. 

Oder auch: man dividire bie 2.) rechto und links durch aid md 


feße nachgehends m—n flat m, was fo lange erlaubt ift, als man fi 
unter m—n, ie in 2.) unter m, jebe beliebige ganze Zahl gefebt denkt. 


Lehrfag 5. Eine Faktorielle amla, wird mit einer Potenz he, 

welche mit ihr einerlei Erponenten m bat, multipligiet, 
wenn man die Bafld a und die Differenz d, mit dem 
Dignanden h multipliziert, den gemeinfchaftlichen Erponen; 
ten m bagegen ımverändert beibehält. 

Oder auch: 
Aus einer beliebigen Faktorielle (haymind fann eine Potenz 
h, welche mit ihr denfelben Erponenten m hat, als 
Faktor heraudgerüdt werden, wenn man fowohl Bafts ha, 
als auch die Differenz hd, durch den beliebig genommenen 
Dignanden h dividirt, den Erponenten m dagegen unver 
ändert läßt; d.h. es iſt 


m 
a 
mid — hm. — 
er} 
Beifpiele. So iſt z. 2. 
ed tt, 
at ee 
( 8,211 _ (-4)°. zal, 731-5 _ 22.7 y3i-%; u. ſ. w. f. 
Beweis. Denn es ii | . 
amld — aula+d)-(at24) «++ +++ [aHfm-1)d]; 
und hÜ-hk he hercece h ; 
alfo, wenn man linls und rechts mulliplizirt: 
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hP „mid _ = (mo) (ha+ha)-(ha+ hd) ++. [hat(m—1)hd], 
d . 


d. h. Bald (paymid oder m. (*) = amd, 











wenn bezüglich T und 2 flatt a und d gefeht werben. 


Anmerkung. Diefed letztern Lehrfaged bedient man fich 
befonderd auch dann, wenn eine Faktorielle mit negativer Baſis 
erfcheint, 3. B. (-Ta)wla, um fie in eine andere mit pofttiver 
Baſis zu verwandeln. Danämlid (1) = (-1)(—1”=1 
iſt, ſo itt ad ⸗ (-I)v. () ·¶ ayla = (—1)mami4, 

Und dieſe Faktorielle, welche eine negative Differenz —d hat, 
fann man wieder (nah Nr. 1. 8. 340.) in eine andere mit poſi⸗ 
tiver Differenz verwandeln, und man erhält dann 


(Tayala = (1a +d—md)@i?, 


$. 6. 

Auch Tann man in einer Faftorielle amd bald den erften 
Faktor abfondern, bald den legten, jo daß man hat: 
I) amld = a.(a4-d)m-114; oder  a(a--d)rid = antiid; 
2) amld — gm-Ud.fa--(m—1)d]; oder anld. rd = = gu+ild, 

Beifpiele. So zeigt ſich 

1_ 2. zal _ — gell, 6; gti—ı, 9 gö-1, 
—* = 81.4 - 8il-1,; 2 ef 

"Anmerkung Was alld, gold, a-3d u. dgl. bedeutet, iſt 
in der Definition des $. A. nicht enthalten. WII man aber, 
wie man früher von der ganzen Potenz zur Differenz ‘Potenz 
übergegangen ift 88. 67—70. d. J. Th.), jeßt auch von der gan- 
zen Faktorielle zur Differenz» Faltorielle übergehen, fo kann man 
fih dazu wieder der Formel 3.) des 8. 5.), nämlich 

guld 

bedienen, wenn man nur, nachdem die Definition der Differenz- 


gu-nld — 
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Faltorielle feſtgeſtellt if, unterfucht, 1) ob diefelbe allemal auch 
wirklich eine Bedeutung, 2) ob fie allemal nur eine einzige, be- 
immte Bedeutung babe, und 3) ob die Formeln ded $.5.), 
nad) welchen kuͤnftighin mit Faktoriellen operirt wird, auch noch 
für diefe (allgemeinem) Differenz-Faftoriellen gelten. 


$.7. Erflärung. 

Das Zeichen amla, in welchem m eine Differenz —A zweier 
ganzen Zahlen « und 4 bedeutet (welche Differenz einer pofitiven 
oder einer negativen ganzen Zahl ober der Rul gleich fein kann), 
heiße von nun an DifferenzsBaftorielle, und bedeute den 
Dustienten 

° geld 
[e+Hepa]?ıE ° 

Mas $. 4. ald Faktorielle definirt worben iſt, mag von num 

. amganze Faktorielle genannt werben. 


Anmerkung 1. Es erhellet fogleih, dag (wenn a>ß) 
bie Differenz⸗Faktorielle zu gleicher Zeit eine ganze Faktorielle 
jein faın, daß aber dann auch die Bedeutung der Differenz-Fal- 
torielle, (nach $.5. Nr. 3.), mit der Bedeutung der ganzen Yal- 
torielle zufammenfällt. 

Anmerkung 2. Weil, wenn m die Differenz; a—ß vor: 
ftellt, man flatt m auch die gleichen Differenzen (a+y)—($-+y) 
und (a-y)—(d—y) nehmen kann, fo bedeutet, der vorliegen- 
ben Erklärung zufolge, die Differenz-Faktorielle amid einmal den 
Duotienten 

geld 
laHa-p)d]°ıd ’ 
ae+yld 

ein andermal den Quotienten Taha -Hapri ı 

ar yid 
. La+(a—p)d 9 71d 
und es fragt ſich daher, ob dieſe drei Bedeutungen jedesmal 

J 


und dann wiederum den Quotienten 
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in eine und dieſelbe fallen, oder von einander verſchieden ſein 
können? — 

Es iſt aber, weil @, ß, aty,; B4y, ay um By, 
durchaus als abſoiute (pofitive) ganze Zahlen angeſehen werden 
muͤſſen (nach 8. 5. Nr. 2.): 

1) artyidm geld. «atad)rie, 

2) [aHa-p)d]e+r1E = [a Ha P)dPPl.(a-Had)rie; 
und (nad) $. 5. Nr. 3.): 

3) ar-rid = arldsfaHadprt, 

4) [a+(a-P)dj?->ii = [Ha -Bapt[a-Hoapıı; 
und dividirt man hier die 1.) durch die 2.), fo wie die 3.) durch 
die A.), fo erhellet, daß rechts die gemeinfchaftlichen Faktoren 
oder die gemeinfchaftlichen Diviforen fich wegdividiren, daß alfo 
alle drei obigen Bedeutungen von aid einander gleich find. 

Es hat alfo die Differenz -Faktorielle allemal wirklich eine 
Bedeutung und zugleih auch allemal nur eine einzige, völlig bes 
ftimmte; d. h. fie ift allemal nur eindeutig. - 








6. 8. 
WIN man aber nun die Bedeutung von 
ad N und ala 


wiffen, fo bemerfe man, daß 


1=(c+1)—e, 
0 =.0—dG, 
und —P = a—(a+-Pf) 


ift, unter @ und 4 abfolute ganze Zahlen gedacht; und daß alſo 
(nah $.7.): 


, geld , 
ad den Quotienten alas 


alld den Quotienten 
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ajd 
und ala den Quotienten apa 


vorſtellt. — Weil aber (nach $. 6.) — 
atiid — a(a--d)eld, . 
und (nad) $. 5. Rr. 2.) 
 (aBd)yerPid — (a ABdyeld.geld iſt, fo findet fich 
demnach 1) alld=a; 
2) ed 1; 
3) a-Pli— 1 = 1 
wenn man zugleich die Formel ($. 5. Nr. 1.) in Anwendung 
bringt. 
8. 9. 
Berallgemeinerung ber Lehrfähe bes $. 5. 


Man muß nun unterfuchen, ob vie Lehrfäbe des (8. 5 
Rr. 1-5.) auch noch gelten werden, wenn die dortigen Fakto⸗ 
riellen folche allgemeinere Differenz-Faktoriellen find, 


d. h. wenn m bie Differenz aß, 


und n die Differenz y-6, 
alſo m--n die Differenz (a+Y)—(B-F0), 
und m—n bie Differenz (a+6)—(#-+y) 


bedeuten, und dabei a, ß, y, dô pofitive ganze Zahlen find, 
während diefe Differenzen felbft pofttiven oder negativen ganzen 
Zahlen oder der Null gleich fein Eönnen. 
Es bedeutet aber dann (nach $. 7.) 
aald 
la+He-Pdpit 
—_R__ aj—d 
ſ[a-(m- ) d Inl-a den Quotienten ee 
und die Zormel 9.5. Rr. 1.) ift offenbar noch jetzt richtig, wenn 
beide letztern Qustienten einander ‚gleich find. Weil aber die in 


amia den Quotienten 
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diefen Quotienten vorkommenden Baftoriellen ganze find, für 
welche die Formeln des 8.5.) bereitd gelten, fo fann man in 
dem lestern Quotienten 

[a+@-8-1)d]!- 

(a—d)?!d | 

bie Faktoriellen mit der Differenz —d, in andere mit der Diffe- 
renz —(—d), d. bh. A oder d verwandeln (nad 8.5. Nr. 1.), 
und man erhält ftatt feiner dann Diefen andern: 


(a—Pd)eid 

(a—Pay?ta ’ 
und daß dieſer jetzige Quotient dem erſtern gleich iſt, d. h. daß 
wirklich (a—Ad)“ if, 


Tefla Pape — (a-paer 
ſieht man augenblidlih ein, fobald man bemerkt, daß die Kreuz: 
Produkte 

(a -Ad)ꝰio r geld 
und (a-Pd)eld.[a+(e—P)d]?1R, 
alle beide (nach $. 5. Nr. 2.) 

= (a-Pd)etPla, 
alfo auch beide einander gleich find. 
Es gilt alfo die Formel 8. 5. Nr. 1.) auch noch, 

wenn die Faktoriellen beliebig pofitive oder nega— 


tive ganze Zahlen oder auh Null zum Erponenten 
haben 


Was $. 5. Nr. 2.) betrifft, fo bedeutet jet 


am+nld den Duotienten Tatlaty_B-Idjp+ie ' 


währen 

geld 
| and ben Quotienten [ao A)djer 
" —— 
a-(a— 
(a--md)r!d den Duotienten TaHo+y_8-Hapis 
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bedeutet; und die Gleichung 8.5. Nr. 2.) ift offenbar noch jetzt 
richtig, fobald die beiden letztern dieſer Quotienten, mit einander 
multiplizirt, den erftern geben; welche Tihatfache jedoch fogleich 
in die Augen fällt, wenn man Zähler und Nenner des zweiten 


Duotienten ap mit (at+ad)?!d multiplizirt, weil 


dann der Zähler deffelben (nach $. 5. Nr. 2.) in artrld, ber 
Renner aber in 


[Ha Md]%+>%, d. h. in [aHa-MdPI-[aHa-+r—p)d]P" 
übergeht, welcher fich gegen den Zähler des dritten Quotienten 
[a+(e—M)d]7!4 | 
[a Ha +79 Hap" 
aufbebt, wenn in legterem Zähler und Renner zugleich mit 
[a+(&+y—P)d]?!d multiplizirt wird: 
Alfo gilt auch die Gleichung 8.5. Nr. 2) noch eür 


biefe Callgemeinern) Differenz-Faktoriellen. 
Weil ferner 


"aajd 
mid N . — — 
a den Quotienten fafle-Adpie’ 
h® den Quotienten 12 , 
alhd 
und _(hayeikd den Quotienten (ha) 


[ha +(a—P)hd JSmo 
bedeutet, ſo wird auch 8.5. Ne. 5.) für Differenz⸗Fakto⸗ 
riellen noch gelten, weil offenbar die beiden erftern Quotien⸗ 
ten mit einander multipligiet den letztern geben, ſobald biefelbe 
Ar. 5. des 8. 5.), welche für ganze Faktoriellen dort fchon erwie- 
jen ift, bier bei dem Multipligiren der Zähler und Nenner zu 
Hilfe genommen wird. 

Und weil für Differenz - Faltotiellen, der Satz Nr. 2. ded 


$5), — nämlich daß 


gu+nid — gnld, (a-tma)pia 


it, — bereits als wahr anerkannt worden, fo erhält man auch 
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mittelbar ans ber Definition des 5. 4), indem das Probult von 2m ober 
2m+1, ober 3m oder I3m+i oder Im+2 Fakltoren, in zwei ober drei Pro- 
dukte zerlegt wird, aus den geraden ober ungeraden, ober and jedem britten 
Faktor zuſammengeſetzt. 

Und if m einer Differenz aß zweier ganzen Zahlen gleich, ober einer 
negativen ganzen Zahl —y, fo ergeben fich biefe Säbe, wenn man genau 
nach 6.9.) verfährt, und dann noch etwas leichter, wenn man —y flatt «—B 
fegt und 8.8.0.3.) in Anwendung bringt, dabei aber nicht vergißt, Daß 
diefelben Formeln für ganze pofitive Erponenten bereits gelten, alfo für folde 
angewandt werben bürfen. 

Auch diefe Beweife durchzuführen, mag als eine Anzahl von Nebungs- 
beifpielen angefehen, und baher dem Anfänger überlaffen werben. 


$. 12. Erflärung. 


Die Faktoriele Tell oder mei, wo m eine Differenz 
o—ß ganzer Zahlen, alfo pofttiv oder negativ ganz, oder Null 
ift, nennen wir indbefondere die mt Fakultät, und ed wird 
folche fürzer dur m! bezeichnet. 

Beiſpiele. Daber ift 
0!=1; 1!=1; 2!=2; 31=63 
41-24; 5!=120; 61= 720; u. ſ. w. f., 

(N Ms AM 33 u. ſ. w. f. 

So oft man daher mit m! operirt, fo oft muß m ſelbſt O oder eine 

ganze pofitive Zahl fein (nach $. 36. bes 1. Th.). 


$. 13. 


Ferner folgt noch (aus 88. 5. und 9. Nr. 4 8. und A., und 
8. 10. Nr. 1. und 2.) 


9 MEM! _ (mnyaI-t = (nen; 


und 


nl 
(mn)! —— 
2) Mn m — 53 





Kap. L 8. 14. Don den Faktoriellen ıc. 17 


Anmerkung. Auch diefe Formeln betrachte man bloß als 
Uebungsbeiſpiele über Die Verwandlung der Ausbrüde, welche 
Saktoriellen enthalten. Um eine einzige davon näher zu rüden, 
nehmen wir daß erfte dieſer Beifpiele und bemerken, daß (mn)! 
ftatt der Faktorielle 1m+r1l oder (m+n)m+Bl—1, fo wie n!. 
ftatt der Faktorielle Iell oder nm! fteht, fo daß alfo 

! m+n,l m+n|j—1 
te! _ nn ‚ober auch — u nahe iſt. 


m+nil 
Der erftere Quotient 1 m gibt (nad 8. 5. Nr. A.) 
fogleiy (1+n)"l1; und diefes (nach $. 5. Nr. 1.) wiederum 
(m+n)mI-1; welches Iegtere jedoch auch erhalten worden wäre, 


—— die 


Formel des 8. 5. Ar. 3.) in Anwendung gebracht hätte. 











wenn man auf obigen zweiten Quotienten 


8. 14. Erklärung. 
Den in der Folge fehr oft vorkommenden Duotienten 


ni—1 u 
— bezeichnen wir durch x, 





wo x jeden Ausdruck, n aber jede Differenz ganzer Zahlen vor: 

ftellt, alfo jede pofitive oder negative ganze Zahl oder Null. 
Sn der Folge wird alfo jedes folche Zeichen, wie 3.3. m., 

in diefer Bedeutung genommen, fo daß. man fich den Quotienten 


mal! darunter vorgeftellt denkt; fo oft nämlich nicht ausbrüd, 





n! 
lich das Gegentheil feftgefegt wird. 
Beil piele. Es bebeutet alfo: 


a—1 «De | 
7 7.6.5 oder 35; 














7, ben Quotienten 31 oder 1.33 
zel-1 7.6.54 
7. .. 11 ober 1334 ober 35; 





21: 
u 2 


_412]— a 
(-9, den Quotient. 3 oder le ober 2; 
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(-5), den Quotienten 


ober 5,7, 
| elle 
1! 
01-1 
0! 


51 ben Quotienten 





9, ben Quotienten 
uf. w. f. 





— 


8!. 


d. h. 


dbh. 


—X 
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— oder 495: 
oder 55 


oder 13 


Auch kann man ſich leicht für die Werihe von ma, je nachdem ſtatten 
und ſtatt m nach und nah 0,1,2,3,4,5,6,7,8, ꝛc. ꝛc. geſetzt wird, 


folgende Zafel bilden: 


Für die Werbe | m.,m,, m,, 
von m, =1 1, 1, 0, 


2| 1,23, 4 
311,353 
4| 1,4 6, 
5| 1,510, 
61 1,68, 
- 71, 7, 21, 
811,88, 
9] 41, 9, 36, 
10) 1,10, 85, 
1) 1,11, 55, 
12| 1,12, 66, 


13| 1,13, 78, 


z 


Merthe ver Ausdrücke. 


35, 
56, 
84, 
120, 
165, 


220, 
286, 


Mu, Ms, 
0, 0 
0, 0, 
0 0 
1, 0, 
5,4 

15,6, 
35, 2, 
70, 56, 

126, 126, 

210, 252, 

330, 462 

195, 792, 

715, 1887, 


De, Mr, Me, X. 
0, 0, 0, ⁊c. 
0, 0, 0, ⁊c 
0, 0, 0, x 
0, 0, 0, x 
O, 0, 0, x 
t, 0, 0, x 
T, 1, 0, ıc. 

28, 8, 1, 28. 

84, 36, g,x 


210, 120, 45, x. 


‚462, 330, 165, ıc. 


924, 792, 495, ıc. 
1716, 1716, 1287, 2. 


14 | 1,14, 91, 364, 1001, 2002, 3003, 3432, 3003, :r. 


15 | 1, 15, 105, 455, 1365, 3003, 5005, 6485, 6435, ı. 
1, 16, 120, 560, 1820, 4368, 8008, 11440, 12870, :c. 


Und man bemerft dabei, daß in biefen Reiben von Zahlen, eine jede 
derfelben die Summe if, aus ber zunächft über Ihr, und ber biefer letzten 
am näcften zur Linken fiehenden Zahl. 


Auch übe man fih noch an folgenden Beifpielen: 


q 1:2:.3.4.5. 


( P ) _ PP-DEP—2DP ID PtI 


q’ 


(-p)s = „Peter Iet) _ 
P)s.= 2.3.4. 


-(p+4);; 


m 


= 
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(= I ,; 


(2) =- —** = —(n+2),; 
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(Math); (m; - (146),3 u. ſ. w. 
3. 15. 
Aus der Definition des 8. 14. in Verbindung mit $. 153. 
folgt aber: 
Sind m und n Null oder pofitive ganze Zahlen, ſo hat man: 
(mn)! 
1) mIn! 7 (mn). = (mn); | 
2) Mn = Mm-n)} 
3) Mn =m=1; 


) m =0, fooft n>m if. 


5) 0»  =0, fo lange m nicht Rull, aber pofitiv ganz ift. 
ft aber x ganz allgemein gedacht, fo ift doch allemal 


6) X, = 1; 
7) x, =x alſo auch 1,=1. 
Beifpiele So tft: 


7, 27.; %=%; 14, =14,; 
921-1 98 
Es iR nämlich 9, = En =75” 36, dagegen 





u. f. w. 


Ferner iſt 
9, 81 | 
eg az Meg 
es ift nämlich 
101-1 10.9.8 
10, = 37.7733 Dagegen 


q* 
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Reihen im Schema, eine Reihe lauter 1, in welcher TI wie— 
berum dad nie Glied (alfo 1), und S, die Summe von n Glie⸗ 


dern (alfo n felbft) bezeichnet, fo ‚gelten dieſe legten Formeln 
ah noch fü n=1 und für m1. 


78. 18. Lehrfätze. 
Man hat allemal: 


n n nl. u 
1) = r = 
| n na 
2) 8 = T, = 57° vo. 

n | 2 n?il . - 
3) S, = T, = m’ j 

u. ſ. w. f. 
und allgemein. 
na+lll 


OVE-Tanı> arm! 


Beweife. Die Formel 1.) folgt unmittelbar aus $. 2.) 


In Bezug auf die übrigen Formeln verfuche man zuerſt, ob folche zu- 
tveffen, wenn man für n, bie erftern Zahlen 2, 3, 4, 5, u. ſ. w. ſetzt. Man 
findet aber aus 2.): 


2-12, 
gun 93-20 
— 


u. ſ. w. f.j d. h. die Summen der 2, 3, 4, 5 erſten Glieder der zweiten 
Ordnung (ober das 2te, Zte, Ate, Ste Glied der dritten Ordnung) finden 
fih nach der zu ermweifenden Formel 2.) bezüglich = 4, 10, 20, 35; und ver- - 
gleicht man dies mit dem Schema des $.16.), fo findet man, daß dieſe Re- 
fultate zutseffen, für dieſe erftern Werihe von n. 


BE — — — — 
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Aber eben fo findet ſich (aus 3.): 
9: _T? - Al 2.3.45 





ner 
gi gan B 
s: : 156755; 
s: 


u. ſ. w. f5 db. h. die Summen ber 2, 3, 4, 5 erſten Glieder ber dritten 
Ordnung (ober das 2te, Ite, Ate, 5te Glied ber vierten Ordnung) finden ſich 
nad der zu erweifenden Formel, bezüglich 5, 15, 35, 70, welches wiederum 
mit dem Schema bes $. 16.) zufammentrifft. 

Auf diefelbe Weife wirb man finden, daß auch bie folgenden ſpeziellen 
Formeln zutreffen, wenn flatt n bie erftern Zahlen 2, 3, 4, 5 ıc. gefebt 
werden. 

Dan ſieht daher, wie es bloß darauf anfommt, nachzuweiſen, daß bie- 
ſelben Formeln auch noch zutreffen müffen, wenn man für n (und zuleht auch 
für m) nach ver Reihe, alle ganzen (pofitiven) Zahlen feptz alſo nachzu- 
weifen, daß, fo oft biefe Formeln zutreffen, wenn eine (einzige) beftimmte 
ganze Zahl I ftatt m gefept wird, ſolche auch allemal zutreffen müffen, fo 
oft man flatt n die nächfifolgenbe ganze Zahl h+1 nimmt. 

Geſetzt alfo, man wüßte, daß für einen einzigen Werth h von n, wirl- 
lich zugetroffen hätte, die Gleichung 2.), d. h. 

h h2ll 4 
5, =T= 7, 
d. b. daß virich die Summe von h erflen Gliedern der zweiten Ordnung 
(ober das hie Glied ber Zten Ordnung) ſich gefunden hätte aus der Formel 


„al 
2.), nämlich aus zu fo wollen wir nun daraus das nachſtehende Glied 


rt oder sr + finden. — Es iſt aber 


3 
Hl ob .b+l ho .b+l 

5 = S,+T, = S.+8, 

und aus 1.) folgt, weil folche ſchon erwielen if: 


+ (h+1)28 u 
s” = —— und 8* 37 fon ebenfalld zuge- 


isofen haben; alfo iſt auch 


hr1 „31 „a, 
S, "at 3 
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welches, wenn man beide Brüche dadurch auf gleiche Benennung bringt, baß 
man Zähler und Nenner des 2ten mit 3 multiplizirt; und wenn man bei 
dem Addiren der Zähler ben gemeinfchaftlichen Baltor (h+1)! beraus- 
ſeßt, ſogleich 

_ _(h +1)? 1 
a 3! — 
giebt; d. h. man findet dann s ebenfalls aus der Formel 2.), wenn 
h+1 flatt n geſetzt wird. 

Man bat fi alfo überzeugt, daß wenn bie Formel 2.) zutrifft, fo oft 
irgend eine (einzige) Zahl h flatt n gefebt wird, fo trifft fie auch ferner zu, 
wenn man bie nächftfolgende ganze Zahl h+1 flatt m nimmt. Und da fie 
zugetroffen hat, für n=5, fo trifft fie alfo notwendig zu, wenn n=6, 
aber eben deshalb wieder, wenn n=]7, und dann auch aus bemfelben 
Grunde, wenn n=8, u. f. w.; überhaupt wenn flatt n nach und nad 
alle auf einander folgenden ganzen ‚Zahlen geſetzt werben. 

Sp wie nun bie Formel 2.) ganz allgemein erwiefen ift, gerabe eben fo 
beweift man bie Formel 3.). Geſetzt nämlich, es hätte ſich ausgemiittelt, daß 
(nicht für jeden Werth von n, fondern) für einen einzigen Werth h von n, 
ſich wirflich gefunden hätte 


st 


fo hätte man 
+ pell (h+1)911 


h+l1 + 
= tg 
11 
weil sr _ T aus der fo eben bewiefenen Formel 2.) bervor- 


gebt. Bringt inan aber bie beiden letztern Brüche unter einerlei Benennung, 
und fondert man in ben Zählern bie gemeinfchaftlichen Faktoren ab, fo erhält 
man hieraus: 

gar _ Hy. „ 7. (h+4) _ u 


s ũ 


Alſo findet ſich für 8 genanu daſſelbe, was bie Formel 3.) auch gibt, 


wenn h+i flatt n geſetzt wird. Alſo gilt die Formel 3.) für jede nächſt⸗ 
folgende Zahl h+1 flatt n, fo oft fie für n=h zugetroffen hat. Und 
weil fie für n=5 zugetroffen bat, fo gilt fie alfo für n=6, und des⸗ 
balb wieder für n=]7, u.f.f. für alle ganzen Zahlen, welche ber Reihe 
nach ſtatt n geſetzt werben. 

Eben ſo wird nun die Formel 4.) allgemein erwieſen; u. ſ. w. f. 
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Aber eben wenn nun biefe frühern Formeln 1.4.) allgemein für jebes 
pofitive ganze n erwiefen finb, fo trifft bie allgemeine Formel (O wieder zu, 
fo oft 1, 2, 3, & flatt m gefept wird, weil fie dann in bie Formeln 1.4.) 
übergeht, deren allgemeine Biltigleit bereits anerkannt ifl. Um baber zu 
zeigen, daß die Formel (C) für alle ganzen Zahlen von n und m richtig fein 
müſſe, zeige man nur wieder, daß fie allemal richtige Refultate liefert, wenn 
die nächſtfolgende Zahl k+i flatt m gefept wird, fo oft fie für eine (einzige) 
gewiſſe Zahl k flatt m gefeht, in ein als richtig befanntes Refultat übergeht. 

Geſetzt aljo, man hätte bereits gefunden, daß nicht für jeben Werth 
von m, fondern nur für einen (einzigen) beſtimmten Werth k son m, bie 
Formel (C) wirklich zutreffe, fo daß man hat 

. h piHlll 
rm 
gefebt ferner, daß nicht für jeden Werth von n, fonbern für einen einzigen 
Werih h von n, bie Kormel für die KHite Ordnung ebenfalls zutreffe, alfo 
baß richtig fei 
h pk+2l1 
6) Sr = (k+2)! ⸗ 
fo hat man ſogleich, genau wie vorher verfahrend (nach 8. 17. Nr. 3.) 
a4 HI cn srl 
+ Sit 
nach den hier gemachten Vorausfegungen «. und 4.) | 

Wenn man nun bes zweiten Duotienten Zähler und Nenner mit k+2 
multiplizirt, um beide Quotienten auf einerlei Benennung zu bringen, und 
wenn man ferner von bem Dividenden bes erſtern Quotienten ben erfien 
Saltor h abfondert, fo giebt die letztere Gleichung 


h+l h 
Ser = Serı 





» ar = TE TR 
Weil aber diefe Formel auch ans ber zu erweifenden (C) hervorgeht, fo trifft 
demnach dieſe Formel (C) allemal zu für bie Summe von h+1 Gliedern in 
ber k+l Ordnung, fo oft fie fir die Summe von h Gliedern in berfelben 
Ordnung zutrifft, und dabei für bie vorhergehende kte Ordnung bereits als 
allgemein wahr anerkannt if. Da fie nun für n=h=2 Hefert 

3 2 k+2|1 ! 

Sr = Tas ji = an =k43; 
biefed aber nach ber Anficht bes Schema des $. 16.) ein richtiges Refultat 
iR, fo gilt dieſelbe Formel alfo auch noch für n=3, und dann aud für 
n=4, fo wie für alle ganze Zahlen, welche nach und nach flati n gefebt 
werben. 
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Es liefert alfo bie Formel (() für * ein völlig richtiges Reſultat, 


ſo oft ſie für Ss, ein ſolches liefert. Da fie nun für 5, 83 richtige 
Reſultate liefert, wie ſolches bereits erwieſen iſt, fo’liefert fie alſo allemal 
richtige Reſultate, wenn nach und nach alle ganze gehlen rat m gefebt 
werben. 


Anmerkung Nah 8.17. gilt bie Formel C) auch noch, 
wenn n=1, fo wie auch noch, wenn m= 0. 
| 8. 19.0 
Bringt man ‚hiermit die frühen Formeln der Baftoriellen 
und Fakultäten in Verbindung, fo laffen ſich diefe Formeln des 
vorhergehenden Lehrfages auch fo fchreiben: 


01 
n M n!! ni na-1—1 
2 === ot 
Yn—111l 
—  (a—1)! 
n n ajl 1 2 ni 
3) T=8 = * = IT - = (n+1), = (n--1)n—ı 


(n-H ya _ 9n—ıj 
- Ta-d "an! 


ytm-g-0 - IT - = (n}2), = (n}2),_ı 
_ adj At 

a-NI a1)! 3 

y me NT = 


(n+-3)2-1-1 An-1ll , 
- Taf) a!’ 








und allgemein: 
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O) TS — mn” —— — (n+m—I)a 
— _ (nHm—1)y2-11-1 — (m-+H1)r-111 
= (n+m—1),-1 = aD! : = a . 
Schluß⸗Anmerkung. 


Es ſind aber die hier eben betrachteten figurirten Reihen, 
ſpezielle Falle nur, der ſogenannten arithmetiſchen Reihen der 
böhern Ordnungen, welche im Sten Theil diefed Werkes näher _ 
betrachtet find. Jene Betwachtungen, eben weil fie von einem 
allgemeinern Standpunkte ausgehen, werfen dann auf das hier 
Vorgetragene in jo ferne noch das nöthige Licht, ald man den 
Zufammenhang der verfchiedenen Betrachtungen gehörig in das 
Auge faffen und den erfindenden analytifchen, von dem hier bes 


| ſfolgten begründenden ſynthetiſchen Gange immer mehr unterſchei⸗ 


den lernen kann. 
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$. 22. Erflärung. 
Iſt eine Anzahl 3.38. m von Elementen 

a,b,c,d,e, x. ı. 
gegeben, und benft man ſich diefe Elemente erfl paarweife, dann 
zu breien, au vieren u. f. w. auf alle mögliche Weife und in 
jever möglichen Anordnung der Elemente mit einander verbunden, 
fo erhält man durch Aufzählung aller diefer Verbindungen bie ' 
fombinatorifhen Bariationen aus dieſen Elementen, 
und zwar die zweite, dritte, vierte, ıc. ıc. n® Klaffe 
derſelben, je nachdem die Berbindungen aus 2, 3, A, ıc. x. ober 
n Elementen beftehen.- 

Die Variationen find mit oder ohne Wiederholungen, 
je nachdem die Verbindungen zu der erflern oder zu der andern 
Art gehören. 

Die Variationen bezeichnet man mit dem Buchftaben V Des 
größern lateiniſchen Alphabets mit ımtergefegtem Zeiger, und, 
wenn eine beftimmte Klaſſe ausgedrückt werden fol, mit übers 
gefhriebener Klaſſenzahl. 

Dabei bezeichnet daſſelbe V mit einem Strich, nämlidy V', 
Bariationen mit Wiederholungen, dagegen das bloße V, ohne 
Strich, allemal Variationen ohne Wiederholungen. | 

Diefem nad) wir die Bedeutung der Zeichen 


v' und V 
(a,b,c, ) (1,2,3,4, ++ m) 
unmittelbar erfannt. 
Man kann fi) auch eine erfte Klaffe denken. 


6. 23. Aufgabe. 
Aus gegebenen Elementen a, b, c, »++ die Variationen mit 
Wiederholungen zu entwideln. 
Auflöfung 1) Man fchreibe die gegebenen Elemente, 
durch Kommata getrennt, hin, fo hat man vie erfte Klaffe. 
2) Jedem dieſer Elemente fege man jedes Element vor, fo 
hat man die zweite Klafle. 
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3) Jeder Verbindung biefer zweiten Klaffe ſetze man jedes 
Element, vor, fo gibt dies die dritte Klaſſe. 

4) So fahre man fort, einer jeden Verbindung irgend einer 
Kaſſe jedes Element vorzufeben, und allemal erhält man bie 
naͤchſtfolgende Klaffe; und zwar in's Unendliche fort. 


$. 24. 


Durch dafielbe Verfahren erhält man auch die Varlationen 
ohne Wiederholungen, wenn bei dem jebedmaligen Borfegen 
der einzelnen Elemente, jede Verbindung übergangen wird, welche 
diefed Element ſchon enthält. Hier erhält man aber nur fo 
viele Klaſſen, als Elemente gegeben find, und bie letzte Klaffe 
muß allemal eine reine Permutations-Klaſſe fein. 








Beifpiele. 
1 » 
V V 
(a, b, c) a, b, c (a, b, c) a, b, c 
v' aa, ab, ac ” v ab, ac 
(a, b,c) ba, bb, bc (a, b, c) ba, be 
ca, ch, cc ca, cb 
v' aaa, aab, aac * abc, ach 
(a, b, c) aba, abb, abc (a, b, e) bac, bca 
aca, ach, acc cab, cha 





— — — 


baa, bab, bac mm 
bba, bbb, bbe 

bca, bcb, bee »- ' 
caa, cab, cac 

cba, chb, cbc 

cca, ccb, cec 








V aana, aaab, anacı 
(a,b,c) aaba, 2. er. 
2c. . 28. 


8. 25. Erflärung. 


Da die Variationen alle möglichen Verbindungen mit allen 
möglichen Anorbnungen der Elemente enthalten, fo muß in ihnen 
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101 = 1.2.3. 4.5. 6. 7. 8.9. 10, und 
31 =1:2.35 fo wie 712 1.2.3.4. 5.6. 7. 
Dann hat man 





55 
5, = 51 *5 513 Dagegen. 
3 3.21.01) _ 5 
s= 57 7 1e2edekeh u 


Endlich ift noch 








| qgh gal g@ 5 
P\ _ n, 
9) (-), (—1) q? n ‚> 
fo wie früher ſchon » 





10) CP = 1 I = (-1Pp+n-1). 
gefunden ‘worden war, wenn nur n eine beliebige ganze pofitine 
Zahl oder Null ift, während p und q ganz allgemein fein fünnen. 


Beifpiele. So findet fh: 
(2), _ La CR, “ 
N — — 


(). — MH ante 


Zweite Abtheilung. 
Bon den figurirten Zahlen. 
8. 16. Erklärung. 
Nimmt man die arithmetifche Reihe 
1, 2, 3, A, 5, +++. 


und bildet man daraus neue Reihen, ſo daß ihr erſtes Glied 
immer 1, und jedes nie Glied einer neuen Reihe, gleich iſt der 
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Summe der erften n Glieder der nächflvorhergehenden Reihe, fo 
erhält man unbegrenzt viele neue Zahlen-Reihen, die man Reihen 
der figurirten Zahlen, oder auch figurirte Reihen nennt, 
und zwar bezüglih figurtirte Reihen der zweiten, drit- 
ten, vierten, x. ıc. mten Ordnung. Die erfte angenom- 
mene Reihe 1, 2, 3, 4, 5, 6, x. ıc., aus welcher alle abges 
leitet find, nennt man dann auch eine figurirte Reihe der 
eriten Ordnung, fo wie fie auch die Reihe der natür- 
lihen Zahlen genannt wird. 


Die Reiben felbft find in nachflehendem Schema enthalten: 
1. 1, 2, 3, 4, ö, 6, T, 8, ... 


1. 1,3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, +... 

II. 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, 120, +... 

IV. 1, 5, 15, 35, 70, 126, 210, 330, .... 

V. 1,6, 21, 56, 126, 252, 462, 792, .... 

VI. 1,7, 28, 84, 210, 462, 924, 1716, ...⸗ 

v1. 1, 8, 36, 120, 330, 792, 1716, 3432, «+» » 
u. f. w. f. M 

j 8. 17. 

Bezeichnet man durch 
Sn 


die Summe von n erften Gliedern der figurirten Reihe der mi 
Ordnung, fo wie das n!* Glied derſelben Reihe durch 


73, 

ſo folgt aus dieſer Definition, wenn n>1, unmittelbar: 
1) 7 =, mw m>1, 

und babei 2) n=-57; 

alfo auch 3) Sa = = te. 


Bezeichnet man durch S, das erfte Glied ber Reihe der 
mr Ordnung allein; denkt man fich ferner noch oberhalb ber 
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Reihen im Schema, eine Reihe lauter 1, in welcher T, wie 


derum dad nie Glied (alfo 1), und SZ die Summe von n Glie- 
dern (alfo n felbft) bezeichnet, fo gelten diefe letzter Formeln 
auch noch fr n=1 und für mel. u 0 


.. ”v 8,18 Lehrſätze. 
‚ Man bat allemal: 


nal 
) S=-TM- I 
zı1 
2) S, = T, = ar \ 
41 
3) S=-N= Tr 
u. ſ. w. f | 
und allgemein 
n in na+ill 
Ba = Ta = (ment 


Bemweife. Die Formel 1.) folgt unmittelbar aus $. 2.) 


In Bezug auf die übrigen Formeln verfude man zuerſt, ob folche zu- 
treffen, wenn man für n, bie erftern Zahlen 2, 3, A, 5, u. f. w. ſetzt. Man 
findet aber aus 2.): 


811 
83- 73—2 


a mat 

3] .4.5 
‚== 37 7535103 
im Al 456 
= T,= 37 =793=20 


BE Er Te 777; Ban Ä 
— [5 f h. die Summen ver 2,3, %&, 5 erſten Glieder der zweiten 
a — er das 2te, Ste, äte, Ste Glied der dritten Ordnung) finden 
nn zu erweiſenden Formel 2.) bezüglich = A, 10, 20, 35; und ver- - 
g an dies mil dem Schema pes $.16.), ſo ſindel man, daß biefe Re- 
ſultate zutreffen, für diefe erftern Werihe von n. 


⸗ 
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Aber eben fo findet ſich (aus 3.): 
_T? yaı 2 3.4.5 


— 3 


gi 3.4.5.6 
Sonst sss_ 
a_me_AMil 4567 _0.. 
ST 853 
s_m_5 5.6.7. 8. 
5: = Ts, = 133170 


uf.mw.f.; d. 5. die Summen ber 2, 3, 4, 5 erſten Glieder ber britten 
Ordnung (oder das 2te, Zte, Ate, Ste Glied ber vierten Orbnung) finden ſich 
nad) der zu exweiſenden Formel, bezüglich 5, 15, 35, 70, welches wiederum 
mit dem Schema bes $. 16.) zuſammentrifft. 

Auf dieſelbe Weife wird man finden, daß auch bie folgenden fpeziellen 
Formeln zutreffen, wenn ſtatt n bie erſtern Zahlen 2, 3, 4, 5 ıc. gefeßt 
werben. 

Dan fieht daher, wie es bloß baranf ankommt, naczumeifen, daß bie- 
felben Formeln auch noch zutreffen müffen, wenn man für n (und zulept auch 
für m) nach der Reihe, alle ganzen (pofitisen) Zahlen ſetzt; alfo nachzu- 
weifen, daß, fo oft biefe Formeln zutreffen, wenn eine (einzige) beftimmte 
ganze Zahl h flatt m gefept wird, ſolche auch allemal zutreffen müffen, fo 
oft man ſtatt n bie nächfolgenbe ganze Zahl h+l nimmt. 

Geſetzt alfo, man wüßte, daß für einen einzigen Werth h von n, wirk⸗ 
lich zugetroffen hätte, die Gleihung 2.), d. h. 

no poll 
,-h=7, 
d. b. daß wimich die Summe von h erflen Gliedern ber zweiten Ordnung 
(over das hie Glied der Zten Ordnung) ſich gefunden hätte aus der Formel 


1 ⸗ 
2.), namlich aus h fo wollen wir nun daraus bas nachfichenbe Glied 


8] 
3)’ 


1 
+ oder sr finden. — Es iſt aber 


T 
3 
h+1 bh„b+l h,.h+l 

Ss, =8,+T, =8,+8, 

und ans 1.).folgt, weil folche ſchon erwieſen if: 


ir _ (br)? oh 
= —— und 8.* 37 fol ebenfalls zuge- 


troffen Haben; alſo if and. 


14 hl 0, 
S, SH ; 
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welches, wenn man beide Brüche dadurch auf gleihe Benennung bringt, daß 
man Zähler und Nenner des 2ten mit 3 multiplizirt; und wenn man bei 
dem Addiren ber Zähler ben gemeinfchaftlichen Faktor (h+1)? berans- 
fept, ſogleich 
gr 
3 ö 

giebt; d. h. man findet dann s.+ ebenfalls aus ber. Formel 2.), wenn 
h+1 fait n gefebt wird. 

Man hat fi alfo überzengt, daß wenn bie Formel 2.) zutrifft, fo oft 
irgend eine (einzige) Zahl h flatt n gefebt wird, fo trifft fie auch ferner zu, 
wenn man bie nächfifolgende ganze Zahl 141 flatt nm nimmt. ind da fie 
zugetroffen hat, für n=5, fo trifft fie alfo nothwendig zu, wenn n=6, 
aber eben deshalb wieder, wenn n=7, und bann auch aus bemfelben 
Grunde, wenn n=8, u. f. w.; überhaupt wenn ſtatt n nach und nach 
alle auf einander folgenden ganzen ‚Zahlen geſetzt werben. 

Sp wie nun die Formel 2.) ganz allgemein erwiefen if, gerade eben ſo 
beweift man bie Formel 3.). Gefept nämlich, es hätte ſich ausgemittelt, daß 
(nit für jeden Werth von n, fondern) für einen einzigen Werth h von n, 
ſich wirflich gefunden hätte 


41 
—F q> _ h 


⸗ 77 
fo hätte man ‚an a 
St=8 — Sage Be LU 2 
11 
weil — — a ans ber fo eben bewiefenen Formel 2.) bervor- 


gebt. Bringt man aber bie beiden Ieptern Brüche unter einerlei Benennung, 
und fondert man in den Zählern die gemeinfchaftlichen Faktoren ab, fo erhält 
man bieraus: 

gtl_h TH _ HH) _ yT 


3 41 


Alſo findet ſich für ai genau baffelbe, was bie Formel 3.) auch gibt, 
wenn h+1 flatt n gefept wird. Alſo gilt die Formel 3.) für jeve nächſt⸗ 
folgende Zahl b+l fatt n, fo oft fie für n=h zugetroffen bat. Und 
weil fie für n=5 qugetroffen bat, fo gilt fie alfo für n=6, und bes- 
balb wieder für n=]7, u.f.f. für alle ganzen Zahlen, welche der Reihe 
nad) flott n gefept werben. 

Eben fo wird nun die Formel 4.) allgemein erwieſen; u. ſ. w. f. 
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Aber eben wenn nun dieſe frühern Sormeln 1.—4.) allgemein für jebes 
pofitive ganze m erwieſen finb, fo trifft bie allgemeine Formel (O wieder zu, 
fo oft 41, 2, 3, & ftatt m gefegt wird, weil fie dann in bie Formeln 1.4.) 
übergeht, deren allgemeine Giltigkeit bereits anerkannt if. Um baber zu 
zeigen, daß die Formel (C) für alle ganzen Zahlen von n und m richtig fein 
müffe, zeige man nur wieber, daß fie allemal richtige Refultate liefert, wenn 
bie nächfifolgende Zahl k+L flatt m gefeht wird, fo oft fie für eine (einzige) 
gewiſſe Zahl k flatt m gefeht, in ein als richtig bekanntes Refultat übergeht. 

Gefept alfo, man hätte bereits gefunden, daß nicht für jeden Werth 
son m, fondern nur für einen (einzigen) beftimmten Werth k von m, bie 
dormel (C) wirflich zutreffe, fo daß man hat 

perHlll ® 
(H)® 
gefebt ferner, daß nicht für jeden Werth von n, fondern für einen einzigen 
Werih h von n, die Formel für bie krite Orbnung ebenfalls zutreffe, alfo 
daß richtig fei 


e) st = 


h pnx+2i1 
2 Sr = (k+2) Y’ 
fo bat man ſogleich, genau wie vorher verfahrend (nach 8. 17. Nr. 3.) 
gr yet 
+9, Sat nn 
(k+2) ! (k+1)! 
nah den bier gemachten Vorausſetzungen «. und £.) | 
Wenn man nun des zweiten Quotienten Zähler und Nenner mit k+2 
multiplizirt, um beide Quotienten auf einerlei Benennung zu bringen, und 
wenn man ferner von bem ‘Dividenden bes erfiern Quotienten ben erſten 
Faltor habfonbert, fo giebt die letztere Gleichung 





h-+1 h 
Ser = — 


) Sr = kF) 00T Ka. ° 
Weil aber dieſe Formel auch aus ber zu erweifenben .(C) hervorgeht, fo trifft 
demnach dieſe Sormel (C) allemal zu für bie Summe von h+1 Gliedern in 
der k41 Ordnung, fo oft fie für die Summe von h Gliedern in berfelben 
Ordnung zutrifft, und dabei für bie vorhergehende kte Orbnung bereits als 
allgemein wahr anerfannt if. Da fie nun für n=h=2 lefert 

3 2 k+21l ( 43)! 

ara = Tara a gi kt 
biefed aber nach der Anficht des Schema des 8. 16.) ein richtiges Refultat 
iR, fo gilt dieſelbe Formel alfo auch noch für n=3, und dann auch für 
n=4, fo wie für alle ganze Zahlen, welche nach und nach ſtatt n geſetzt 
werden, 
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Es liefert alſo die Formel (Q) für 8 ein völlig richtiges Reſultat, 


fo oft fie für S, ein ſolches liefert. Da fe nun für 83, 87 richtige 


WRefultate liefert, wie folches bereits erwieſen ift, ſo liefert Re alfo allemal 
richtige Refultate, wenn nah und nach alle ganze Zehlen #aıt m gefebt 
werden. 


Anmerkung Nah $. 17. gilt die Formel C) auch noch, 
wenn n=1, fo wie auch noch, wenn nm = 0. 
| 8. 19.o 
Bringt man ‚hiermit die frühen Formeln der Baktoriellen 
und Fafultäten in Verbindung, fo laffen ſich diefe Formeln des 
vorhergehenden Lehrfages auch fo fehreiben: 


01 
1) T, = 1 = 95 
n n ni gie nı-1i-1 
2 eh VMX 
Ya—ıj1 
(n—1)! ’ 
n?l 2— 
»n-8-357- ET = 41, = a4). 
(n +Hyatmı _ In—ı 
"aD! a-ıT’ 
ai 
y nn IT 2), = ad 


ee u Tg 
a1)! a1)! l 
2 ma I NT = an 


_ (n--3)-11-1 Sa—ijı , 
a)! 7 a-I!’ 





und allgemein: 


\ 
| 


| 
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0) ne Tata 
— _ _ (n-m—1y-1l-1 (m-H1)r-111 
= (n--m 1)a-1 = aD: = ad . 
SchlußsAnmerkung. 


Es find aber die hier eben betrachteten figurirten Reihen, 
ipeziele Bälle nur, der fogenannten arlthmetifchen Reihen der 
böhern Ordnungen, welche im 8ten Theil diefed Werkes näher | 
betrachtet find. Jene Betrachtungen, eben weil fie von einem 
allgemeinern Standpunkte ausgehen, werfen dann auf daß hier 
Borgetragene in fo ferne noch das nöthige Licht, ald man den 
Zufammenhang der verfchiedenen Betrachtungen gehörig in das 
Auge fafien und den erfindenden analytifchen, von dem hier bes 


folgten begründenden fünthetifchen Gange immer mehr unterſchei⸗ 


den lernen kann. 





Zweites Kapitel. 


Die kombinatoriſche Analyfis in ihren erften Elementen. 


Erfte Abtheilung. 


Don den Permutationen, Fombinatorifhen Variationen und 
Kombinationen. 


$. 20. Erklärung. 


Fine [logifhe *] Verbindung mehrer, durch Buchftaben oder 
andere Zeichen repräfentirten Elemente, ift ohne Wiederho- 
lungen (3. B. abcd), wenn dafjelbe Element nicht zwei oder 
mehrere Male in ihr vorkommt; außerdem aber ift fie eine Ver⸗ 
bindung mit Wiederholungen (3.3. aab oder bab). — Die 
gegebenen Elemente in einer beftimmten Ordnung neben einander 
gefchrieben, bilden den Zeiger oder Inder, und eine Verbin- 
dung heißt wohlgeordnet, wenn in ihr fein im Zeiger fpäter 
folgendes Element einem frühern vorangeht; (4. B. adef ober 
addg, aber nicht daef, oder dadg, u. f. w.; wenn nämlich 
a,b, c,d,e,f,g x. der Zeiger ift). 


Anmerkung 1. Die Verbindungen gegebener Elemente zu 
bilden, gehört übrigens nicht der Mathematik, fondern der Logif 
zu. — Wohl aber ift es eine Anwendung der Zahlenlehre, bie 
Anzahl der Verbindungen a priori zu beftimmen, welche aus 


*) D. b. eine Verbindung von noch völlig unbeſtimmier Art, fo daß bie 
Elemente 3. B. noch eben fo gut addirt, ald auch mit einander multipligirt 
gedacht werben Fönnen. 
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gegebenen Elementen, die auf eine beftimmte Weife mit einander 
verbunden werben follen, hervorgehen. 

Anmerf. 2. Iſt ein Zeiger bemerkt, find dagegen die 
Elemente durch Buchftaben oder durch numerifche ganze Zahlen 
bargeftellt, fo fest man immer voraus, daß der Zeiger die Buchs 
ftaben in der Ordnung des Alphabets, die Zahlen dagegen in 
ihrer natürlichen Folge anzugeben hat. 

Anmerf. 3. Die Verbindungen felbit heißen auch bezüg- 
ih: Unionen, Binionen oder Amben, Ternionen ober 
Zernen, Quaternionen oder Duaternen, Quinternen 
oder Quinen u. f. w. f., je nachdem fie aus einem, zwei, drei, 
vier, fünf, oder mehr Elementen beftehen. 


$. 21. Erklärung. 

Eine gegebene Verbindung, 3. B. abe oder aabcced, heißt 
permutirt oder verfeht, wenn man biefelben Elemente in 
allen möglichen Anordnungen zu neuen Verbindungen vereinigt, 
bat. Das Schema aller folchen entftandenen Verbindungen heißt 
dann eine zweite, dritte, vierte ac. ıc. oder me Permuta- 
tiond-Klaffe, je nachdem die gegebene Verbindung aus 2, 3, 
4, oder m Elementen befteht. Eine folche Permutations⸗Klaſſe 
endlich wirt bezeichnet durch 

Plabe) oder P(aabocd); 
indem man über den Buchflaben P die Klaſſenzahl fchreibt, d. h. 
die Anzahl der Elemente, die permutirt werben follen. 

Beifpiele Man findet: 


3 8 4 

P (abc) P (aabbb) P (abcd) 
abc aabbb abed cabd 
ach ababb abdc cadb 
hac abbab achd cbad 
bca abbba acdb cbda 
cab baabb adbe cdab 
cba babab adcb cdba 
babba bacd dabr 
bbaab badce dach 

bbaba bead dbac j 
N bbbaa beda dbca 
bdac dcab 


bdca dcba. 
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fann. Dabei müßte aber für jede ber Auflöfungen der zweiten 
Sleihung der zugehörige Werth von a, aus der erften beftimmt 
werden, wie bei dem bloßen Anblick der Gleichungen in bie 
Augen fällt. 


Beifpiele. Es feien aegeben die baden Gleichungen 
atß+ y+ 9=5 
4-B+2.743.4=9, 
fo entwidle man zuerſt alle Slaffen der Kombinationen zur Summe 9 aus 
den Elementen 1, 2, 3, mit Uebergehung aller ver Klaffen, welche bie Ste 
überfleigen; und daraus die zufammengehörigen Wertbe, welche der zweiten 
Gleichung entfprechen. 


Man hat dann: 











B, y, d, 
333 0, 0, 3 
1233 1,1, 2 x 

223" 0, 3,1 

11133 3,0, 2 

11223 2,2,1 

‚ 12222 1,4, 0 

und hieraus die Auflöfungen 

| a, B8, y, d 
2,0,0,3 
1,1, 1,2 
1,0, 3,1 
0,3, 0, 2 
0,2, 2,1 
0, 1,4,0 


welche alle den beiden Gleichungen entiprechen, und zugleich alle möglichen 
- Auflöfungen find. 


$. 39. 
Haben zwei gegebene Gleihungen, . 
z. B. a4 + =d m pt eg, 
denen unter derfelben Vorausſetzung genügt werben. fol, gar fei- 
nen Unbekannten gemeinfchaftlih, fo erhält man ihre Auflöfun- 
gen alle, wenn man jebe einzelne Auflöfung der einen, mit jeder 
einzelnen Auflöfung der zweiten verbindet. 
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Es feien 3. B. gegeben bie beiden Gleichungen 
aAB=2 md utr=3, 
fo find die Auflöfungen 
ber erſten: ber zweiten: 
a0, 1, 2, u|0, 1,2, 3, 
8l2, 1, 0, e > 8, 2,1, 0, 
und bie Aufldfungen beiver Gleichungen: 
. a0, 0,0, 0,1 
42, 2, 2, 2,1, 1,1, 1,0, 
a0, 1, 2, 3, 0,1, 2, 3, 0, 
»\3, 2,1, 0,3, 2 
Beide Gleichungen in Verbindung haben daher 12 Auflöſungen. 
Man Tanz dies auch leicht für den Ball erweitern, wo drei und mehr 


folge Gleichungen gegeben wären, bie feinen ber Unbelannten gemeinfchaftlich 
baben. 


$ 40. Lehrſatz. er 
Der Ausdruck 
ae bP cr d’ .:.. m 
gibt die nte Klafie der Kombinationen mit Wiederholungen aus 


den Elementen a, b, c, d, «m, wenn man ftatt a, ß, Y «u, 
alle aus der Gleichung 


| e+p4yr + Tu=n 

(nad $. 36.) erhaltenen Werthe fegt, dabei aber, fo oft ein 
Wiederholungd-Erponent 3. B. 4 den Werth O hat, feinen zuges 
hörigen Buchftaben b ganz und gar wegläßt. 


Beweis ift fehr leicht zu. führen. 


Beifpiele. So gibt 
a»? 
o+H=m 
vie mie Klaſſe der Kombinationen mit Wiederholungen aus ben beiden Ele- 
mmien a und h. Die Sleichung 
a+ß =m 
gibt nämlich zu Auflöfungen (nach $. 36.) 
alm, m-1, m-2, + 2, 1,0, 
ßl 0, 1, 2, ... m—2, m-—1, m, 
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und daher bie Verbindungen ber bezeichneten Kombinations⸗Klaſſe 


am, am-1,, am-22, am⸗3p8 2ym-3 abm-1 pm, 


Eben fo gibt 


o — e00.,QA 


a“ HE 0 

etpty=% 
bie vierte Rlaffe ber Kombinationen mit Wieberholungen aus ben Elementen 
a,b,c. — Die Gleichung 

atpty = 
gibt nämlich zu Auflöfungen 


— 


a4, 3, 3, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 
810, 1,0, 2,1,0,3, 2, 10 4 3, 2,1, 0, 
y\0, 0,1,0,1,2,0,1,23,3,0,1,2,3, 4, 


und daher die fragliche Kombinationg-Slaffe 
a®, a®db, a’c, a?b?, a?bce, a?c?, ab?, 
ab?c, abc?, ac?, b*, b?c, b?c?, bc?, c*. 


41. Zufak. 
Der Ausdruck | 

(axꝰ Je(bx! JPe(cx?)Y ..· (mxt)e, 
wo a, 8, Y »*« u wiederum, wie vorher, Wiederholungd-Erpo- 
nenten find, gibt von der xien Kombinationd- Klaffe mit Wieder- 
bolungen aus den Elementen 

ax, bx!, cx?, dx?, · mx, 
d. h. a, bx, cx?, dx?, «+. mx, 
bloß diejenigen Verbindungen, in welchen die Summe der Expo⸗ 
nenten von x, gerabe der Zahl p gleich ift, wenn man ftatt der 
Wiederholungs-Erponenten a, P, 7 + u, alle Werthe ſetzt, welche 
ſich (nach 8. 38.) durch Aufloͤſung der beiden Gleichungen 

ö + u=r 

und 1-8+2°y-F +» mu =p 
ergeben, dabei aber im Falle der Wiederholungs- Erponent Null 
ift, dies für ein Zeichen nimmt, daß. das zugehörige Element gar 
nicht genommen werben darf. 
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Beifpiel. Sp gibt ber Ausdruck 
(ax? )*. (bz1)?. (cx?)?. (ax?)? 
eo+f+ y+d=6 
B+2y438 = 10 


von ber fechsten Klaffe der Kombinationen aus ben vier Elementen a, bx, 
cx?, ds?, nur diejenigen Verbindungen, in welchen bie Summe ber Erpo- 
nenten von x jebesmal gerade 10 if. 


IL | 4 


Drittes Kapitel. 


Fortſetzung der fombinatorifhen Analyſis. Bon bey kombina— 
torifhen Aggregaten ®). 


8. 42. Erklärung. 


Von nun an fol jeder Buchftabe ded Fleinen deutfhen 
Alphabet ohne Ausnahme Null oder eine ganze pofitive 
Zahl vorftellen. | 

Wenn ein folder deutfcher -Buchftabe eine völlig be- 
ſtimmte ganze Zahl vorftelt, joll er ein fieehender Werth 
genannt werden; fo oft er aber nach und nach jeden der Werthe 
0,1,2,3,4, 5, x. 20. erhalten fol, mag er ein durchlau⸗— 
fender heißen, und im legten Falle ift er wieder ein unbe- 
fhränft durchlaufender oder ein beſchränkt durchlau— 
fender, je nachdem für ihn nach und nach alle Werthe der 
in's Unendliche fortgehenden Reihe O0, 1, 2, 3, 4, 5 x. ⁊æc., 
oder nur alle diejenigen nach einander geſetzt werden follen, 
welche noch gegebenen (gewöhnlich in Gleichungen ausgebrüdten) 
Bedingungen entfprechen. 


Beifpiele. So ſtellt z. B. a°, wenn a ein burchlaufender Werth 
if, die Glieder vor: a", a!, a?, ad, at, a’, a, a’, ac. 2. in infin, 
Dagegen ftellt j 
ber Aushrud a" 
mit ber Beichränkung a+rb=4 


*) Diefe wichtige Erfindung des Profeſſors ©. A. Rothe zu Erlangen, 
ift in der Schrift: Theorie der comb. Integrale, Nürnberg 1820, zum 
erftenmale befannt gemacht: 
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bloß die fünf Glieder vor 


a°, a!, a?, a? und a*; 
weil nun, wegen ber Beichränfung a+b = 4, ber Buchflabe a Feinen Werth 
bekommen Tann, ber größer ald A wäre, in fo ferne außerbem b negativ 
werben würde, was gegen die eben gemachte Annahme ftreitet, daß jeber 
Heine deutſche Buchſtabe O oder eine poſitive ganze Zahl vorftellen fol. 
Ferner wirb ber Ausbrud 


at pn, 
wenn a und b burchlaufende Werthe find, u folgende Glieder vorſtellen: 
a®b®, a'h°, a?b°, a?b°, a*b®, x. in inf. 


a°b'!, a'b!, a?b?, a®b’, * 3. in inf. 

a°b?, a'b?, a?b?, aꝰ hꝰ, a®b?, sc. in inf. 

a°b?, a’b?, a?b®, a?b’, ac. 20. in inf. 

in inf. in inf., 
in fo ferne nicht bloß flatt b, die O und alle ganze Zahlen, fonbern, wäh- 
send b irgend einen Werth hat, auch zugleich flatt a wieberum O und alle 
ganzen Zahlen gejeht werben müflen. — Wollte man 
den Austnd a® p’ 
mit der Befchräntung ea+rb=c 
nehmen, fo mwürbe, if c ein durchlaufender Werth, erftlih c nach und nad 
Null und ale ganzen Zahlen⸗Werthe erhalten, während für jeben Werth 
von c, dem a und b wiederum Null und alle ganzen Zahlen⸗Werthe gegeben 
werben müllen, welche der Gleichung arb=c enifprechen, unb man be- 
Tame wieder biefelben unendlich mal unenblich vielen Sieber, wie eben vor- 
ber aud, nur anders georbnet, nämlich: 

a°b°, atb°, a®b!, a2b?, a’b!, a°b?, a?b°, a?b!, a'b?, a®b?, ab“, 
a®b!, a®b?, a!b?, ab, a’b®, atb! x. 30. ı€. 

Wäre dagegen c ein flehender Werth, etwa = n, fo würde 
ber Augbrud a® p? 
mit ber Beſchraänkung a+b=n 
bloß n+1 Glieder vorſtellen, nämlich bie Glieder 


a” p° , an—ipl an 2p?, an 3p8, 


So wird jedes Glied der arithmetiſchen Reihe 
a, a+d, a4k2d, atdd, d, «soo... in's Unendliche fort, durch 
den Ausdruck atad 
vorgeftelt, unter der Vorausſetzung, daß a ein burclaufender Werth if. 
Dagegen ftellt, unter berfelben Vorausſetzung, 
ber Ausdrud a+ad 
mit ber Beichränfung “+b = m-1, 


3,03, alpı-1, aOp®. 


ae 
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(wo auch b ein vurchlaufender Werth ift) bloß die m erſten Glieder 
‘a, atd, at2d, atdd, eo... atfm-I)d, 


vor, weil m-1 ber größte Werth jetzt ift, den a haben Tann, ohne daß 
b negatis wird. 
Eben fo fielen, wenn a ein durchlaufender Werth ift, die Ausdrüde 


(Hy! (a+1)? („+1)?1 (a+1)*! | 
0 a — —y — u. ſ. w. f. 
die figurirten Reihen bis in's Unendliche, bezüglich der 
1ten, 2ten, Zten, Aten, u. ſ. w. 
Ordnung vor, während der Ausdruck 
(amt 
m! 


alle Glieder der figurirten Reihe der mien Ordnung liefert, fo oft a als ein 
durchlaufender Werth angeſehen wird. [Solches folgt aus der Formel 


mil 
T - = bes $. 19. ]. — Zritt aber zu einem dieſer Ausbrüde 3. B. zu 


m 





(ty j 
„u 


die Beſchränkung a+b = n—1 hinzu, fo ftellt derſelbe Ausdruck, unter der 
Vorausſetzung, daß auch b ein durchlaufender Werth ift, nur noch die erften 
n Glieder derfelben Reihe (der figurirten Zahlen der Alen Ordnung) vor. — 
Wird flatt der Befchränfung arb =n-i Tieber diefe andere a-b=n 
oder a=n+b hinzugefügt, fo drückt derſelbe Ausdruck alle Glieder ber 
figurirten Reihe der Aten Orbnung aus, aber mit dem n+itn Gliede an- 
fangend, alfo die erſten n Glieder nicht mit begriffen, weil jet ber geringfte 
Werth von a, n felber ift, eben weil Fein kleiner beuticher Buch— 
ftabe je andere Werthe foll annehmen bürfen, als pofitive 
ganze Zahlen oder Null. — Und wirb zu biefer letzten Beſchränkung 
a-b=n, noch dieſe neue hinzugedacht b+c=p, wo b und c burdlan- 
fende Werthe fein follen, fo if der größte Werth, den b haben kann, p 
ſelbſt, alſo n+p ber größte Werth, den a haben Tann, und berfelbe 
Ausdruck 


HT 


mit den Beſchränkungen 54 ben u 


| b+c = 

gibt nun bie Glieder ber figurirlen Reihe der Alen Ordnung vom n+Iten 
anfangend bis zum n+p+1ten fortfchreitend, aber außer biefen p+1 Guedern, 
weder fruhere noch ſpätere Glieder derſelben Reihe. 
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Ferner folgt ans ($. 40.), daß 
der Ausbrud at pc a 
mit der Beſchränkung a+b+c+d = m 
die mie Klaſſe der Kombinationen aus ben A Elementen a, b, c, d mit Wie- 
derholungen liefert, während 
der Ausbrud a®«(bx)® -(cx?)*-(dxe)d oder ande. ter 
mit den Befchränfungen a+b+cHH=5 und b+2c+435=7, 
(dem $. 41. zu Bolge) von ber Sten Klaffe der Kombinationen mit Wieder: 
bolungen aus den vier Elementen a, bx, cx? und dx?, nur diejenigen Ber- 
bindungen liefert, welche, wenn man fie ald Produkie anfleht, die Potenz x? 
als Faktor enthalten; immer unter ber Vorausſetzung, daß a, b, c, d, durch⸗ 
laufende Werthe vorftellen. — Wollte man leptere Glieder alle entwideln, 
fo müßte man zuvor alle möglichen Werihe finden, welche a,b, c, d nad 
und nach annehmen Fönnen. Man hätte zu dem Ende (nad 6. 38.): 


a, b, c, d 

133 . und 2, 1,0, 2 

’C 223 2,0, 2, 1 
(1, 2, 8) 1123 1,2,1,1 
122 1,1, 3, 0 

11113 0,4,0,1 

11122 0, 3, 2,0 


und da nur diefe 6 zufammengehörige Werthe a, b, c, d, exiftiten, welche 
beiden gegebenen Befchtänfungen, nämlich daß 
arb+c+5=5 und b+2c+435=7 

fein fol, entiprechen, fo erhält man die 6 lieber: 

a?h!ctd?.x?, a?b’c?d!.x?, a!b?c'd!.x?, 

a!b!o’dd’.x?’, a'b!ctd!.x’, arb?c?d’.x?; 
und follten dieſe alle adbirt werben, fo gäbe dies den Ausdruck 

[a?bd?+a?c?d+ab?cd+abc’+b*d+b?c?].x”. 


$. 43. Erklärung. 


Die Summe aller Glieder, welche ein, folche deutſche Buch- 
ftaben enthaltender Ausdruck A liefert, wenn die deutfchen Bucdh- 
ſtaben unbefchränfte oder befchränfte durchlaufende Werthe find, 
bezeichne man durch ein dem Ausdruck vorgefegted S, nachdem 
letzterer ſelbſt in edige Klammern eingefchloffen ift, und die be- 
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die Summe vor 
a’+tatb-xt(a‘cta?b?).x?+Hfa?d+abc+ta?b?).x? 
+(a’bd+a?c?+a?b?c+ab*).xt 
+(a°cd+a?b?’d+a?bc?+ab?c+b°’).x° 
+(a?d?+a?bed+ab?d+a?c?-+ab?c?+b*c).x° 
- +Ha?bd?+a?c?d+ab?cd+b*d+abc?+b?c?).x’ 
+(a?cd?+ab?d?+abc?d+b°’cd+ac!+b?c?).x® 
 +(a?d’+abced?+b’d?+tac’d+b?c?d+bc*).x? 
.  +labd’-+ac?d?+b?cd?+be?d+c’z).x!® . 
+l(acd?-+b?d’+bc?d?+c*d).x!?-+(ad?+bed?+c?d?).x’? 
+(bd*+0?d?).x! 3 1cd!.x!44d5.x15; 
welche aus 56 Gliedern befteht, die hier in 16 Glieder zufammtengefaßt find. 
Man erhält aber dieſe Glieder alle, wenn man p nah und nah O und 
alle ganzen Zahlen vorftellen läßt, dann aber zu jedem Werth von p, alle 
möglichen Werthe von a, b, c, d, fucht, welche ven gegebenen Befchränfungen 
arb+c+5=5 und b+2c435 = p 
entfprechen, alle diefe zufammengehörigen Werthe in das allgemeine Glied 
bed Aggregats ſetzt, und zulegt die Summe aller ber dadurch hervorgehenden 
Glieder nimmt. Es Tann dabei offenbar p nicht größer ald 15 genommen 
werben, weil jeber größere Werth von p, für a, b, c, d Feine Auflöfungen 
mehr liefert. 


g. AA. 
Der Werth eined fombinatorifchen Aggregats hängt alfo ab: 


1) von defien allgemeinem Gliede, durch welches die Form der 
einzelnen Glieder beftimmt wird; aber befonders 


2) von den befchränfenden Gleichungen, welche die Menge (die 
Anzahl) der einzelnen Glieder bedingen, und welche fo bes 
ſchraͤnkend fein können, daß das Migregat unendlich viele 
Glieder, vielleicht aber auch nicht ein einziged Glied haben 
fann. [Man vergleiche die Beifpiele zu 8. 42.]. 


Anmerfung. Bon nun an foll in jedem Aggregat jeder 
deutſche Buchftabe ald ein durchlaufender angefehen werden, fo 
lange nicht ausdrüdlich gefagt wird, daß er ein ſtehender Werth 
geworben ift. 
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8.4 

Aus diefen Begriffen gehen fogleich nachftehende Folgerun⸗ 
gen hervor: 

1) In jedem fombinatorifchen Aggregat haben die durchlau⸗ 
fenden deutfchen Buchftaben feine beftimmte Bedeutung, fondern 
bloß eine von den befchränfenden Gleichungen abhängige. Alfo 
fann man ftatt eines jeden diefer Buchſtaben einen beliebigen 
neuen ſetzen, (d. h. aber überall, wo er vorkommt, fowohl in 
dem allgemeinen Gliede, ald auch in den befchränfenden Glei⸗ 
dungen). ’ 

So tft 3. 2. 
b al: e _b__e e__b_ „ef 

a KR a u rd ν. 

2) Da die befchränfenten Gleichungen bloß dazu dienen, den 
burchlaufenden deutſchen Buchſtaben nicht mehr und nicht weni- 
ger zufammengehörige Werthe zu geben und zu laflen, als fte 
gerade haben follen, fo fann man die Anzahl diefer Gleichungen 
nach Belieben vermehren oder vermindern, fo oft Dadurch den 
durchlaufenden deutfchen Buchftaben nicht mehr und nicht wenis 


ger, fondern genau biefelben zufammengehörigen Werthe gegeben 
werben. 


⸗ 


So kann man z. B. zu dem Aggregat 


s art 
a! e! 
hd, eh 


noch die bejchränfende Gleichung a+c=f hinzufügen, weil dadurch offen- 
bar dem a und c noch genau alle die Werthe zukommen, welche ben andern 
Beſchränkungen a+b=4 und c+5=5 enifprehen. Dann kann man 
aber auch jenes Refultat noch fo fchreiden: - 


xf 
8 al c « 
ah 4, Hm, 
a 


+H#=f 
Und da, wenn man von ben brei befchränfenden Gleichungen 
arb=4, c4d=5, ste=f, 
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Hat man z. 8. 


fo erhält man 

«{0, 0, 0, 0, 1,1, 1,2, 2, 3 
8\0, 1, 2, 3, 0,1, 2, 0,1, 0 

y\3, 2, 1, 0, 2,1, 0,1, 0,0 
fo daß je drei in einer und berfelben Bertifal-Reihe ſtehende Wertbe von 
a, ß, y, der gegebenen Gleichung genügen, während man babei zugleich alfe 
möglichen Auflöfungen bat. 

8. 37. Aufgabe. 

Alle möglichen zufammengehörigen Werthe der Unbekannten 
ß,y + u zu finden, welche Null oder abfolute ganze Zahlen find, 
und welche der Gleichung 

1.6+2.+3.d+ · nu=p 
ein Genüge leiften, unter der Vorausſetzung, daß p entweber 
Nu, oder eine abfolute ganze Zahl ift. 


Auflöfung. 1) Man bilde den Zeiger 


" 2, 3, + N 
ı Yı ö, „+. 1). 

2) Man entwidle alle Klaſſen der Kombinationen zur Summe 
p aus den Elementen 1, 2, 3 «+ n. (Ein höhere Element 
als n darf nicht vorfommen, weshalb man bei dem Entwideln 
diefer Kombinationen aus einem unbegrenzten Zeiger 1, 2, 3 ..., 
(nad) $. 34. und $. 35.) ſogleich diejenigen Verbindungen weg- 
laffen muß, welche Höhere Elemente als n enthalten. 

3) Die Zahl, die anzeigt, wie vielmal in einer jeben Ver⸗ 
bindung (einer jeden Klafje) ein jedes Element vorkommt, ift 
allemal ein Werth ded unter demfelben Element im Zeiger fte- 
henden Unbefannten, wenn man nur ftatt derjenigen Unbefannten, 
deren im Zeiger übergefegted Clement in der Verbindung gar 
nicht vorkommt, Null feht. 

Beifpiel. Es fei gegeben die Gleichung 

1.8+2-y+3.d4+4.=9. 
Der Zeiger ift bier: 
1,2, 3, 4 
B, Y 6 J. 


Kap. IL. S. 38. 


Die Kombinationen aus den Elementen 1, 2, 3, & ſtehen links, bie aus 
jeber Berbindung hervorgehenden zufammengebörigen Werthe ber Unbelannten 
aber rechts: 


in ihren eriten Elementen. 


11111112 
111111111 


. 0 0 2 oo. 0. 
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Se 4 in einer Reihe rechts ſtehende Zahlen, bezüglich flatt &, y, d, e 


geſetzt, thun der Sleihung 1-8+2-y43.d+H4.e=9 ein Genũge: und man 
hat zugleich alle möglichen Auflöſungen. 


Beweis faͤllt bald in die Augen. 


$. 38. 
Sollte den beiden Gleichungen 
+ ß+ yLr ++ u=m 
142,74 + mu=p3 
welche n+1 Unbefannte «, 8 + u enthalten, zugleich Genüge 
geleiftet werben, fo würde das Verfahren daffelbe bleiben, nur 


und 


müßte man, ftatt alle Klafien der Kombinationen zu entwideln, 
aus dem Zeiger 1, 2, 3, +++ n, diejenigen Klaſſen weglaffen, 


deren Klaſſen⸗Zahl größer ald m wäre, weil in ver Auflöfung des 
vorhergehenden $. 37.) die Klafienzahl der links ftehenden Koms _ 


binationds Verbindung allemal der Summe P+y-Fd+ +» u 
gleich kommt, diefe Summe aber hier nie größer als m werben 
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fann. Dabei müßte aber für jede ver Auflöfungen der zweiten 
Gleichung der zugehörige Werth von a, aus der erften beſtimmt 
werden, wie bei dem bloßen Anblid ter Gleichungen in die 
Augen fällt. 

Beifpiele. Es feien gegeben bie beiten Gleichungen 

grB+ y+ d=5 

fo entwidle man zuerk alle Klaffen der Kombinationen zur Summe 9 ang 
den Elementen 1, 2, 3, mit Uebergehung aller ter Klafien, welche bie Ste 
überfleigen; und daraus die zufammengehörigen Werthe, welche der zweiten 
Sleichung eniſprechen. 

Man hat dann: 


x 
88 
ge? 
I 
So 


. 


> 


11223 
12222 


und hieraus tie Auflöfungen 


aa — 
s 


> 
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[| 
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welde alle den beiben Gleichungen 
Auföfungen find. 


& 


en, und zugleich alle möglichen 


$. 39. 
Haben zwei gegebene Gleichungen, 
z. B. Apr. =d m ab4nt eg, 
denen unter verfelben Vorausſetzung genügt werten foll, gar kei⸗ 
nen Iinbefannten gemeinfchaftlich, fo erhält man ihre Auflöfun- 
gen alle, wenn man jebe einzelne Auflöfung der einen, mit jeder 
einzelnen Auflöfung der zweiten verbindet. 


Kap. I.8.40. in ihren erften Elementen. 47 


Es feien 3. B. gegeben bie beiden Gleichungen 
aAB=2 mb utr=3, 
fo find die Auflöfungen 
ber erſten: ber zweiten: 
e|0, 1, 2, u|0, 1, 2, 3, 
ßl2, 1, 0, PN “ »3,23,1,0, 
und die Auflöfungen beider Gleichungen: 
. [4 [4 „O, 1, 1,1, 1,2,2,2, 2, 
ß12, 2, 2, 2,1,1,1 
u0, 1, 2, 3, 0, 1,2, 3, 0, 1, 
»|3, 2, 1, 0, 3, 2, 1,0, 3, 2, 1,0. 
Beide Gleichungen in Verbindung haben daher 12 Auflöfungen. 


Man kann dies aud leicht für den Ball erweitern, wo brei und mehr 
ſolche Bleihungen gegeben wären, bie feinen ber Unbelannten gemeinfchaftlich 
haben. 








‚1 0, 0, 0, 0, 
2 


8. 40. Lehrfag. a 
Der Audbrud 

a b° cr d? »... m“ 
gibt die nie Klafie der Kombinationen mit Wiederholungen aus 
den Elementen a, b, c, d, +» m, wenn man ftatt ce, ß, y «1, 
alle aus der Gleichung 

etp4y+ + +u=n 

(nad $. 36.) erhaltenen Werthe ſetzt, dabei aber, fo oft ein 
Miederholungd-Erponent 3. B. 4 den Werth O hat, feinen zuge: 
hörigen Buchftaben b ganz und gar wegläßt. 


Beweis if fehr leicht zu. führen. 


Beifpiele So gibt 
a»? 
a+B=m 
die mie Klaſſe der Kombinationen mit Wiederholungen aus ben beiden Ele- 
menten a und b. Die Gleichung 
a4 =m 
gibt namlich zu Auflöfungen (nach $. 36.) 
alm, m-i, m-2, ... 2, 1, 0, 
ßl 0, 1, 2, .. m—2, m—1, m, 


J 
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und daher die Verbindungen ber bezeichneten Kombinations⸗Klaſſe 
am, am-i,, am-2p2, am-3,8 snusconce, a2pm-2 abm-1 pn, 
Eben fo gibt 
a pH cr 
etpty=% “ 
die vierte Rlaffe der Kombinationen mit Wieberholungen aus den Elementen 
a,b,c. — Die Gleichung 
ty = 
gibt nämlich zu Auflöfungen | 
al4, 3, 3, 2,2, 2,1, 1, 1,1, 0, 0, 0,0, 0, 
80, 1, 0, 2, 1,0, 3, 2,1, 0,4, 3, 2,1, 0, 
y/0, 0, 1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3, 4, 
und daher die fragliche Kombinationg-Klaffe 
a®, a?b, a’c, a?b?, a?bce, a?c?, ab?, 
ab?c, abc?, ac?, b*, b?c, b?c?, be? , c*. 


> 
S 
n 
. 


' 


$. 41. Zuſatz. | 
Der Ausdruck | 
(axP Je(bx! )Fe(ex?)Y o+- (mat), 
wo a, ß, Y »+« a wiederum, wie vorher, Wiederholungs⸗Expo⸗ 
nenten find, gibt von der „tr Kombinationd- Klaffe mit Wieder: 
holungen aus den Elementen 
ax0, bxt, cx?, dx?, · mx, 
d. h. a, bx, cx?, dx?, - mx, 
bloß diejenigen Verbindungen, in welchen die Summe der Expo⸗ 
nenten von x, gerade der Zahl p gleich iſt, wenn man ſtatt der 
Wiederholungs⸗Exponenten a, 68, y + u, alle Werthe ſetzt, welche | 
ſich (nach 8. 38.) durch Aufloͤſung der beiden Gleichungen | 
at yr tr u=r 
und „ .  Jer2yb ee mu=p 
ergeben, dabei aber im Falle der Wiederholungs⸗Exponent Null 
ift, dies für ein Zeichen nimmt, daß. das zugehörige Element gar | 
nicht genommen werben darf. | 


Kap. IL 8. 41. in ihren erften Elementen. 49 
Beiſpiel. So gibt der Ausdruck 
(ax)*. (bxt)9.(cx?)Y. (axꝰ)ꝰ 
a+ß+ y+d=6 
B+2y+3d = 10 


von ber fechsten Klaffe der Kombinationen aus ben vier Elementen a, bx, 
cx?, dx?, nur biejenigen Verbindungen, in welchen die Summe ber Erpo- 
nenten von x jebesmal gerade 10 If. 


IL. — 4 
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zweier anderen A, und A, gleich, welche aus A hervorgehen, 
wenn man zuerft O, dann a--1, ftatt a ſetzt. 


Beweis iſt überflüffig. 
Beiſpiel. So iſt, um das Beiſpiel des $. 47.) noch einmal anzuziehen: 


S (1 10 _S y® * 
— (b+1)(cH1) 
b+e =5 
+8 (1). xarldze 
(a+2)(b+1)(cH1) 1° 
arb+r = 4 


‘in fo ferne fih die Sleihung (ari)+b+ce = 5 auf atb+e = 4 rebuzirt. 


. $. 50. 
Umgefehrt ift aber dann wieder 
A,=A-A,, 


d. h. jedes Eombinatorifche Aggregat A, ift der Differenn A—A, 
zweier anderen A und A, gleich, von denen das erftere A aus 
dem gegebenen A, hervorgeht, wenn man daſelbſt a—1 ſtatt a 
fegt, während da® andere A, wieberum aus Ddiefem A erhalten 
wird, wenn man im legteren O ftatt a ſetzt *). 


$. 51. Lehrfag. 

Fügt man einem fombinatorifchen Aggregat A, in welchem 
der deutſche Buchftabe a, aber nicht E vorkommt, noch bie be- 
ſchraͤnkende Gleichung a+E= u hinzu, fo liefert dieſes neue 
Aggregat A, bloß diejenigen Glieder von A, in welden 4 
nicht größer ald u iſt, unter u eine ganze Zahl vorausgeſetzt. 
Fuͤgt man aber dem Aggregat A die befchränfende Gleichung 
s=E41+u hinzu, fo liefert diefes neue Aggregat A, offen- 
bar alle diejenigen Glieder von A, in welchen a größer als w 
if. — Alſo ift nothwendig 


*) Dieſes letztere A, wird offenbar auch direklt aus A, erhalten, wenn 
man daſelbſt —1 ſtatt a fehl. 


| tie 2. — 
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A= A, + A,, 
or A= + „rl. A] 


Anmerkung. Sept man bier au=0, fo gibt die ven 
Lehrſatz des 8. 49.) wieder. 


8. 52. 
Dieſer Lehrſatz gilt aber offenbar noch, wenn flatt ſelbſt 
wieder ein deutſcher in A vorkommender Buchſtabe, z. B. b ge⸗ 
ſegt werden ſollte, weil dann A, alle diejenigen Glieder von A 


enthaͤlt, in welchen a nie größer als der zugehörige Werth von - 


b wird, während A, alle die übrigen Glieder von A enthalten 
muß, in welchen a allemal größer ald die zugehörigen Werthe 
von b gefunden wid. 
Es ift alfo allemal 
A=A,+A,, 

win A, aus A dadurch erhalten iſt, daß man in leßterem 
(namlich in A) a+b fait b gefegt hat, und wenn A, aus A 
fh ergibt, indem a+b-1 flatt a geſetzt worten if; denn im 
erſtern Fall ift das, was für b gefeht worten ift, näͤmlich a+b, 
offenbar — oder Sa, alfo a = vier < als dieſes ftatt b ge 
ſette; und im andern Zall ift rad, was für a geſetzt worden, 
nämlih a+b-H1, offenbar größer als b. 


: Beifpiele. So ik, um das Aggregat bes 5.47.) noch einmal aufzu⸗ 


faflen: 
8 (1)'xty’z° —25 (sry 
(aH)bHI)CH) [|  |latlI(a+b+1)CcH1) 
HH Qt 5 
8 (ER nie Ge x 
(«+b+2)(b+1)(cHi) 
“+24 — 4 


$. 53. Lehrſatz. 
Zwei fombinatorifche Aggregate, welche diefelben befchrän- 
fenden Gleichungen haben, werben zu einander abdirt, oder von 


4 
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einander fubtrahirt, wenn man ihre allgemeinen Glieder addirt 
oder fubtrahirt, dabei aber biefelben gemeinfchaftlichen befchrän- 
fenden Gleichungen beibehält. — Damit jedoch viefelben be: 
fchräntenden Gleichungen zwifchen denfelben deutfchen Buchftaben 
in beiden Aggregaten wirklich flattfinden, ift es oft nöthig, (nach 
8.45. Nr. 1.), in dem einen berfelben flatt der vorkommenden 
deutichen Buchftaben neue zu feßen. 


Beifpiele So findet fih 3. 2. 


s[ To Its %H „| = S[r%+]; 

ab =n + = + 

und heil (nach ven SS. 14. 15.) für jeden einzelnen ſtehenden Werth von a, 
try = ala 

ift, fo erhalt man hieraus noch 


a] FREE 12] Perzai uud Das 
welche Gleichung lehrt, daß bie beiden Summen 
KotrıtXatRst er 0 UM KHK Hay 
(welche beide aus gleichvielen Gliebern beflehen) zu einander abbirt, bie 


Summe 
(+1) ,+(x+1).Hx+H1);+ ... +(x+1), + 
geben. 

Beweis. Addirt oder fubtrahirt man nämlich nach dieſem Lehrſatze, fo 
addirt oder fubtrahirt man, flatt die ganzen Summen zu nbbiren ober zu 
fubtrahiren, ihre gleichvielten Glieder, welches befanntlich daſſelbe Enpreful- 
tat gibt. 


s. 54. 
m diefen Lehrſatz anwenden zu fönnen, ift es zuweilen 
nöthig, Die Aggregate nach den frühern $$. zuvor umzuformen. — 
Geſetzt man hätte zu adbiren: 
s[ m: . at br] und S [9 ° an] 


a-+b a+b am 


fo verwanble man das erftere (nach $. 49.), indem b=0 und 
b-H1 ftatt b geſetzt wird, in bie Summe: 
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a m a+b = m—1 
wobei ber erſte Summand, weil a den einzigen Werth m hat, 
bloß aus dem einzigen Glide m.amt!, d.h. am+ı befteht, 
weil m, =1 if. Und verwandelt man das zweite oben ge- 
gebene Aggegrat (nach demfelben $. 49.), indem man a = 0 und 
s+1 ftatt a fest, fo erhält man für felbiges die Summe: 
bet S[m ab]. u 
Addirt man nun beide ‘gegebene Aggregate, fo ergibt fich 
aus unferm Lehrfahe die Summe: 


guHı bu+14-Sf(ms ch mar+ibt+] - 
ar) = m 
oder auch (weil mu4ı m. = (m-+1).rı iſt) die Summe: _ 
an pm+1 + S(m+1 )s ab] 
+ = m—1 


oder auch (wenn man $. 50.) in Anwendung bringt, und zuerft 
a—1 ſtatt a, febt, 


gu-+l 4 — ab] 


welches Refultat, wenn berfelbe Sat noch einmal angewandt 
wird, fo daß man zuaft b—1 ftatt b ſetzt, in _ 
8 Kar ·aa. „Pr 


“rHb= mr 


übergeht. 


Um dies noch näher zu belenchten, denke man ſich den ſpeziellen Fall 
dieſes Beiſpiels, in welhem m=6 if, fo waren zu addiren bie beiden 
Summen: 

a?’ +6,«a°h 6, aehꝰ 46.10hẽ 46a tb CHE sea2bt 46 ab 
und  asb+6,+a°b2+46,.a‘b346,.a®b*+6,+a2b*+6,.a b°+6,- b7. 
Beil aber hier die gleichnielten Glieder nicht bequem zufammenabbirt werben 
Könnten, fo mußte man von der erfien Summe bad erfte Glied abfondern, 
son der andern Summe bas lebte, und hatte dann außer a’+b? noch zu 
abbiren die Summen: 

6, +a°b+6,.a°b?-+6,-a'b?-+6,-a®b*+6,-a?b’-+6, .ab® 
und a°b+6,+a°’b?+62-a'b’+6,-a?b?+6,.a?b’+6,-ab®, 
I. ’ 5 a || 
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in welchen nun die gleichvielten Glieder bequem zuſammenaddirt werden konn⸗ 
ten, ſo daß man mit Anwendung des Satzes 

41 —B 
erhielt: 
7T ,a°b+7,+a°b?+7 ,.a°b?+7 ,+a°b*-+7 ,»a?b°’+7g-ab° ; 
zu welchem Refultat. vorn bin noch das obige a’, und hinten hin noch das 
obige b? hinzugefügt werben Fonnte, wenn man das ganze Enprefultat in 
der Ordnung haben wollte, wie folhe in dem Aggregat 


S[? „ap? | 


+ = 7 
ausgefprochen ift. 


8. 55. Lehrſatz. 
Sol ein Fonibinatorifches Aggregat A, mit einem Ausprud 
M multipligirt oder bivibirt werden, welcher von den durchlau- 
fenden Werthen der deutſchen Buchftaben unabhängig ift, alfo 
Immer denfelben Werth behält, jo darf man nur das allgemeine 
Glied von A, mit M multipliziven oder dividiren, alles übrige 
aber unverändert lafien. 


Beweis. Dem dadurch, daß das allgemeine Glied des Aggregats den 
Faktor M erhält, erhalten alle einzelnen Glieder der durch A vorgeſtellten 
Summe, ven Falior M; alfo iſt bie ganze Summe mit biefem M multiplizirt. 


Beiſpiele. So iſt z. B. 


x yb 1} 
m! iR: aibT | = are] 
a«rb =m + = m 


und a° Ri atb! |- sr ey | 
aub = 3 a+b = 3 


Das Produkt zur Linken ftelt nämlich vor: 
x? x’y  zy? 
(rt grt ar +7); 
und das Aggregat zur Rechten flellt vor die Summe: 


gta te arte 
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Umgefehrt, enthält dad allgemeine Glied eines Aggregats A, 
den Faktor M, welcher von den burchlaufenden Wertben ber 
beutfchen Buchftaben ımabhängig ift, fo kann man felbigen außer: 
halb des Summenzeichens ald Faktor hinſetzen. 


8. 57. Lehrſatz. 

Sollen aber zwei Aggregate A und B mit einander multi- 
plizirt werden, fo multiplizire man ihre allgemeinen Glieder mit 
einander, und gebe dem neuen Aggregat, alle die befchränfenden 
Gleichungen, welche A und B zufammen genommen haben; wenn 
man nur vorher (nach $. 45. Nr. 1.) in dem einen ber Aggre- 
gate flatt derjenigen deutfchen durchlaufenden Buchflaben, welche 
zu gleicher Zeit in dem andern vorfommen, neue, in ben gegebenen 
 Aggregaten noch nicht vorkommende deutſche Buchſtaben fept. 


Beifpiel. So findet fi: 


x° . „art 
EA EA 
aub = 4 + =5 a+b=4 + 


x 


Es bedeutet nämlich | a1 | bie Summe: 


urb = 4 
2 x’ z* 
1+x+ 57 t37 + a 
2° | 
und das andere Aggregat 8 1 
aub = 5 
bedeutet bie Summe: 
8, x x zt 5° 
IHagtztntsn 
Multiplizirt man nun biefe Summen mit qander, fo muß jebes Glie 
. 
der einen Summe, welche alle durch = vorgeßellt find, mit jebem Gliede 


! 
5 * 
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8. 59. Lehrſatz. 

In dem allgemeinen Glieve A eines Aggregats SLA], Tann 
felber wieder ein Aggregat S[B] vorkommen (mit eigenen beut- 
ſchen durchlaufenden Buchftaben), welches das allgemeine Glied 
B hat. — In diefem alle ift ſolches SLA] einem neuen Aggre- 
gate S[C] gleich, deſſen allgemeined Glied C fih von A nur 
dadurch unterfcheidet, daß wo in A das Aggregat S[B] vor- 
fommt, in C dafür bloß das allgemeine Glied B gefegt wird; — 
und deſſen befchränfende Gleichungen, die von ı S[A] und von 
S[B] zufammengenommen find. 


Beifpiell. So iſt z. 2. 


r, Buc,b pe,b 
else] es_ ser] 
b+e=ä If+H=a arb=3 IH+b =8 


Denn es flellt für jeden fiehenden Werth a, welcher O, 1, 2 oder 3 fein 
Tann, das Aggregat: 


xbyet xoyo 

SI dien | bald Hrn dal tan abo 
Hr a 

xy? x'y! x?y° "x xy? x?y! x’y° 

Ovar +arartaror Mb orartirar tar ır taror 

vor, je nachdem a=0, 1, 2 oder 3 if. Und das ganze Aggregat zur Lin- 

ten ſtellt je Summe aller biefer Summen vor, nachdem vorher bie erftere 





noch mit 2 ‚ bie andere mit En „ bie dritte mit IT und bie vierte 


mit or (d.h. mit 1, d. b. gar nit) mulitpliiri worden iſt. — Dagegen 
gibt das Aggregat zur Rechten, wegen b+c+d=3, für b, ce, d die 
Werther: 
b/10123012010 
3210210100 
0/0000111223 


und biefe Auflöfungen liefern genau biefelben Glieder. 
Beiſpiel & Geſetzt, man wüßte (was wirklich nach I. Th. $. 85. Lehr⸗ 


jap 1.) zutrifft, dag für jeden, zwifchen O und A incl. befindlichen ſtehenden 
Werth von a, 


* 
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(4y)' = ibn | 


b+: = a 





wäre, fo würbe in dem Aggregat 


[sr] 
arrm=4 


fatt (x+y)* Selber das ihm gleiche Aggregat gefeht werden Fünnen, und 
der Fall des Paragraphen wäre nun eingetreten. Dann erblelte man aber, 
nad diefem Lehrſatze, fogleich das einfache Aggregat 


a! 5 
— 0% y 
b! ec! 
ar = ba 
oder auch, weil fi bier a! wegbivibirt, und b+c flatt a gelebt werben 


kann, biefes andere: 
b! c! 
j bacad = 4 


Der Beweis fällt in die Augen, und beruht darauf, baß die beichrän- 
Senden Gleichungen von SB], mährend bie obigen beutfchen Buchflaben 
irgend Werthe haben, immer für ihre bentfchen Buchftaben dieſelben Werthe 
liefern, in dem einen Falle wie in bem andern, während bie Form ber ein- 
zelnen Glieder ebenfalls jedesmal links wie rechts biefelbe bleibt. 


als Refultat. 


$. 60. 


Sehr wichtig wird biefer Sag, wenn man ihn umkehrt. — 
Hat man nämlich ein Aggregat SIE], deſſen allgemeines Glied 
C aus B und noch andern Ausbrüden zufammengefegt ift, und 
befien bejchränfende Gleichungen vdergeftalt abgefondert werben 
fönnen, daß die eine Parthie a Dderfelben, die in B vorkommen⸗ 
ben deutſchen Buchftaben gar nicht enthält, während legtere in 
der andern Parthie b dieſer befchränfenden Gleichungen vorfom- 
men; fo ift folched Aggregat S[C] allemal einem andern SAT 
gleich, welches die Parthie a der befchränfenden Gleichungen, 
und ein allgemeines Glied A hat, dad aus S[B] mit den be- 
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in welchen nun bie gleichvielten Glieder bequem zufammenabbirt werben konn⸗ 
ten, fo daß man mit Anwendung des Sahes 

Ktrı = («+ ).+1 
erhielt: ; 
Tj>a°b+7,.a°b?+7,.a'b’+7..a?b*+7 ,-a?b’+7g.ab® ; 
zu welchem Refultet vorn hin noch das obige a’, und hinten bin noch das 
obige 5? Hinzugefügt werben Fonnte, wenn man bad ganze Enbrefultat in 
der Ordnung haben wollte, wie ſolche in dem Aggregat 


[7] 


ausgefprochen ift. 


$. 55. Lehrſatz. 
Sol ein Tonibinatorifches Aggregat A, mit einem Ausdruck 
M multipligirt oder dividirt werben, welcher von den durchlau⸗ 
fenden Werthen der beutfchen Buchflaben unabhängig ift, alfo 
immer denfelben Werth behält, fo darf man nur das allgemeine 
Glied von A, mit M multipliziven oder dividiren, alles übrige 
aber unverändert laflen. 


Beweis. Denn dadurch, daß das allgemeine Glied des Aggregats ben 
Faktor M erhält, erhalten alle einzelnen Glieder der durch A vorgeftellten 
Summe, den Faktor M; alfo ift bie ganze Summe mit biefem M multiplizirt. 


Beifpiele So iſt z. B. 


xeyb m! 
m! | a16! |- larger ‚ 
ab = m a+rHb = m 


gay —*R 
un es] A \-s[--| 
a+b = 3 a+b = 3 


Das Produkt zur Linken ftelt nämlich vor: 
x? 12 xy? y? j 
(jr + tert) 
und das Aggregat zur Rechten ftellt vor die Summe: 
y’ 


x? x?y xy? 
“tage tag tag 


— 
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8. 56. 


Umgekehrt, enthaͤlt das allgemeine Glied eines Aggregats A, 
den Faktor M, welcher von den durchlaufenden Werthen der 
deutſchen Buchſtaben unabhaͤngig iſt, ſo kann man ſelbigen außer⸗ 
halb des Summenzeichens als Faktor hinſetzen. 


8. 57. Lehrſatz. 

Sollen aber zwei Aggregate A und B mit einander multi⸗ 
plizirt werden, fo multiplizire man ihre allgemeinen Glieder mit 
einander, und gebe dem neuen Aggregat, alle die befchräntenden 
Gleichungen, welche A und B zufammen genommen haben; wenn 
man nur vorher (nach $. 45. Nr 1.) in dem einen der Aggre- 
gate ftatt derjenigen deutſchen durchlaufenden Buchſtaben, welche 
zu gleicher Zeit in dem andern vorfommen, neue, in den gegebenen 


Aggregaten noch nicht norfommende deutſche Buchſtaben fept. 


Beiſpiel. So findet fi: 


a x gart 
a+b = 4 bh —=5 “+4 Hm 
a 


Es bedeutet nämlich | 


| die Summe: 
“rd 


x? x’ x! 
1+x+ 21 +37 + 75 
x" 
und das andere Aggregat 8 =1 
(2 5) Be) 
bedeutet die Summe: 
x? 23 xt 5° 
Ifstartaytirtse 
Multipligirt man num biefe Summen mit Giander, fo muß jebes Glie 
f . 
ber einen Summe, welche alle durch = vorgeſtellt find, mit jedem Gliede 
5* 
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der andern Summe, welde alle durch z vorgefelt find, multiplizirt 


werben; alfe Felt ae eines biefer Produlie, und baum alle biefe 
Produlie vor, wenn, während bem a irgend ein Werth gegeben wirb, bem c 
noch jeder mögliche Werth gegeben werben Tann, welches legtere eben dadurch 
bezwedi wurde, daß man in bem zweiten Aggregat deniſche Buchlaben ein⸗ 
seführt Hat, welche dem erſtern Aggregat völlig fremb find. — Unierfucht 
man, welche Summe durch das obige Refultat zur Rechten: 


] jr | 
a! c! 
4-4 am 


vorgeſtelt if, fo muß man vor allem die Werihe ſuchen, welde a, b, c, d 
aus ten Gleihungn .a+b=4, -+9=5 erhalten, und da findet man, 
als Berthe von a und b, welde ber erſtern Gleichnug arb —& enifprechen, 
a101234 
—313334 
und als Werthe von c und d, welche ber Gleichng c4+o=5 euniſprechen: 
c012345 
15 432103 
felglich find tie zufammengebörigen Werihe von a, b, c und d, welche bei⸗ 
ben Bleichungen zugleich entſprechen: 
«al000000111111222222333333 444444 
v7 4444443333332 22222111 111000000 
c|012345012345012345012345012345 
»j543210543210543210543210543210 
unb das Aggregat feib Felt alfo die Summe vor, welche im Beiſpiel zu 
6. 45. Rr. 2) bereitd entwidelt ficht, obgleich bier bie Glieder in anderer 
Ansrkuung ſich ergeben, während dert dadurch, daß man nedh bie neue be- 
‚Gränfende Gleichung atc=t hinzugefügt, und nachgehends tem f bie 
Berthe 0, 1, 2, 3, x. gegeben hat, um bann bie jetesmaligen Meribe von 
a und c bazu zu finden, bie einzelnen Glieder der Eumme fegleich nach ben 
auf einander folgenden Potenzen von x, geerbuct erichienen find. 
Beweis fält in bie Ungen. 
Bemerkung. Bildete man aus: 


444 u 
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das neue Aggregat: 
, xa. ya 
| al al | 
aub = 4 


fo würde dies nicht das Produkt der beiden erſtern Summen 
fein, fonderın nur die Summe derjenigen Produkte vorftellen, 
welche man erhält, wenn die beiden gegebenen erftern Summen: 


MHebartartan | 
umd 1442, 454N 


ſo unter einander geſetzt werden, und dann nicht jedes Glied der 
einen mit jedem Gliede der andern, ſondern nur jedes Glied der 
einen mit Dem genau unter ibm ſtehenden Gliede der an- 
dern multipliziert wird. 





8. 58. 


Umgekehrt ift klar, daß wenn fich das allgemeine Glied eines 
Aggregats I, als ein Produkt zweier Baftoren A und B dar⸗ 
ftellen läßt, welche feinen der deutſchen durchlaufenden Buch⸗ 
ſtaben mit einander gemein haben, und wenn zu gleicher Zeit die 
beſchraͤnkenden Gleichungen in zwei Parthien ſich abſondern laſ— 
ſen, von denen die eine bloß die deutſchen durchlaufenden Buch⸗ 
Haben des einen Faktors, die andere Parthie aber bloß die des 
andern Faktors enthält, — daß dann dieſes Aggregat I in ein 
Produkt zweier Aggregate verwandelt werben kann, von denen 
jedes, einen der Faktoren A oder B zum ‚allgemeinen liebe, 
und von den befchränfennen Gleichungen nur diejenigen hat, 
welche gerade die deutſchen Buchftaben feines allgemeinen Glie— 
des enthalten. 


So iſt z. B. 
— ee .| = m xS| mr = “] 


\ 
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8. 59. Lehrſatz. 

In dem allgemeinen Gliede A eines Aggregate S[A], Tann 
felber wieder ein Aggregat S[B] vorkommen (mit eigenen deut- 
fchen durchlaufenden Buchftaben), welched Das allgemeine Glied 
B hat. — In diefem Salle ift folches SLA] einem neuen Aggre- 
gate 810] gleich, deſſen allgemeines Glied C ſich von A nur 
dadurch unterfcheidet, daß wo in A das Aggregat S[B] vor- 
fommt, in C dafür bloß das allgemeine Glied B gefett wird; — 
und deſſen befchränfende Gleichungen, die von S[A] und von 
S[B] zufammengenommen find. 


Beifpiell. So iſt z. B. 


d be dd b,eb 

2 xy xyz xyz 
8 A \-s Drei od! \-s DT ei d! 
Pia + =—a arm ++ = 3 


Denn es ſtellt für jeden ftehenden Werth a, welcher O, 1, 2 oder 3 fein 
kann, das Aggregat: 





bc 
x y xo yo x’y! x'y° 
sl Diet | bald zu Pa ritiron, db 
xy? x'y’ x? xy ‘x 0y3 x?y! x’y° 
orar tra taror eb artirar Sta 11 3707 
vor, je nachdem a=0, 1, 2 oder 3 if. Und das ganze Aggregat zur Lin⸗ 
ten ſtellt nr Summe aller biefer Summen vor, nachdem vorher bie erftere 


noch mit 2 ‚ bie andere mit # ‚ bie dritte mit T und bie vierte 


mit 2 (d. h. mit 1, d. h. gar nicht) multipligiet worden iſt. — Dagegen 
gibt das Aggregat zur Rechten, wegen b+c+d=3, für b, e, d bie 
Werihe: 
b 0123012010 
3210210100 
0000111223 


und diefe Aufldfungen liefern genau biefelben Glieder. 


Beifpiel & Gefebt, man wüßte (was wirklich nach I. Th. S. 85. Lehr- 
fa 1.) zutrifft, daß für jeden, zwifchen O und A incl. befindlichen ſtehenden 
Werth von a, 


. 


I: 
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’ 
(Hy) = Satire] 
Ir = a 
wäre, fo würbe in dem Aggregat 


fer 
ars 4 


hatt (x+y)* felber das ihm gleiche Aggregat gefeht werben fönnen, und 
ber Fall des Paragraphen wäre nun eingetreten. Dann erbielte man aber, 
nad diefem Lehrſatze, fogleich das einfache Aggregat 


bict 
art a Irma 
ober auch, weil fih bier a! mwegbivibirt, und b+c flatt a geſetzt werben 


Tann, biefes andere: 
S xbyt 
bue! 
b-++-.c+b = 4 


Der Beweis fällt in die Augen, und beruht barauf, daß bie befchrän- 
enden Gleichungen von S[B], während bie obigen beutfchen Buchflaben 
irgenb Werthe haben, immer für ihre deutſchen Buchſtaben diefelben Werthe 
liefern, in dem einen Falle wie in dem andern, während die Borm ber ein- 
jelnen Glieder ebenfalls jedesmal links wie rechts biefelbe bleibt. 


als Refultat. 


$. 60. 


Sehr wichtig wird diefer Sag, wenn man ihn umfehrt. — 
Hat man nämlich ein Aggregat S[E], deſſen allgemeines Glied 
C aus B und noch andern Ausprüden zufammengefegt ift, und 
deſſen befchränfende Gleichungen vergeftalt abgefondert werben 
koͤnnen, daß die eine Parthie a derfelben, die in B vorfommen- 
den deutfchen Buchftaben gar wicht enthält, während letere in 
der andern PBarthie b dieſer befehränfenden Gleichungen vorfom- 
men; jo ift folches Aggregat S[C] allemal einem andern S[A] 
gleich, welches die Parthie a der befchränfenden Gleichungen, 
und ein allgemeines Glied A hat, das aus S[B] mit den be- 


% 
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ſchraͤnkenden Gleichungen b, genau fo zufammengefegt ift, wie C 
ſelbſt aus B zufammengejegt war. 


Beifpiel. Hat man z. 2. 


S xyz: 
a!b!c! 
ar = 


— ſo kann man Rat e+b+c=A freien a+b=d, c+5=4; und dann 
flatt diefes Aggregats, diefes andere: 


g‘ zayb 
ic xs | a! 5 
a* 


+ 2—4 


* 


ſeßen. 








Viertes Kapitel. 


Bon dem binomiſchen und polynomifchen Lehrfab für Potenzen 
und Faktoriellen mit ganzen Erponenten. Bon ben Binomlal— 
Produkten. 


Erſte Abtheilung., 


Der binomiſche und polynomiſche Lehrſatz für ganze Potenzen 
and für ganze Faktoriellen. 


$. 61. Lehrfap. 
Sind a und b ganz willführliche Ausbrüde, m dagegen Rull 
oder eine abfolute ganze Zahl, fo ift allemal 

1. (a+b)” = Sf ms; ab! | = Sms ab ; 


e+b = m a+b = m 


oder welches daſſelbe iſt: 
(ara = a a Du 
m(m—1)«- me —2)] „n_ , m(m—1)-+[m—(m—1)] m; 

+ 1:2 ... (m—1) ab Kb Fo Pro 3 
oder, weil mn = Mm-n (8. 15. Nr. 2.): 
(a+b)n = aw--m, +an-1p--m,+an-2b? + 

—+m,-a®-2h2- ... +m,+a2bm-2-m,» abe-1 LH, 
wenn nur, für r= 0 oder für jeden pofltiven ganzen Werth 


_ r— 
von r, unter m, der Quotient d. h. der Quotient 


r! 
m — — ... — 
a ne verftanden wird. 
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Beweis. 1) Multipligirt man arb mit a+b, fo erhält man 
aatab+ba+bb; multiplizirt man dies nochmals mit a+b, fo wirb jedem 
Sliede a und hernach auch jedem Gliede b als Faktor vorgefebt, und alle 
einzelnen Probufte werben zulebt zu einander addirt. Berfolgt man baber 
diefes Multipliziren, bis man m mal a+b genommen bat, fo erbellet, daß 
das Endreſultat dieſer Multiplikation nichts weiter iſt, als die Summe, die 
man erhält, wenn man bie mie Klaffe der Variationen mit Wiederholungen 
aus ben beiden Elementen a und b entwideli, die Verbindungen ald Pro- 
dukte betrachtet, und dieſe Produfte abdirt. 


2) Weil aber die mie Klaffe ber Varlationen aus ber mien Klaſſe der 
Kombinationen erhalten wird, wenn man bie Verbindungen der leptern zu- 
gleich mit allen ihren Berfepungen nimmt; weil ferner alle Verbindungen, 
die aus denfelben Elementen beftehen, wenn fie als Produkte betrachtet wer- 
den, einander gleich find, folglich die Summe aller biefer erhalten wird, wenn 
man bie eine davon mit der Anzahl aller, d. h. mit ber Verſetzungszahl mul- 
tiplizirt; — fo erhält man eine gleihe Summe, wenn man bie mie Klaſſe 
der Kombinationen mit Wiederholungen aus ben beiden Elementen a 
und b entwidelt, bie Verbindungen als Produfte betrachtet, ihnen ihre Ver⸗ 
ſetzungszahl als Faktor vorſetzt, nnd dann biefe Probufte zu einander adbirt. 


3) Nun fell aber - \ 
a°.p® 
a+#=m 


eine jebe Verbindung biefer ermähnten mien Klaſſe ver Kombinationen vor 
$.40J. Die Berfebungszahl diefer Verbindung iſt Dagegen (nad) 8. 27. II.) 


= ar oder = er 
u (27) Fe 3 "u ($. 21.). 
Folglich ift das Produkt einer jeden Verbindung im ihre Verſetzungs⸗Zahl 
=mg+a® be, 
wo a8 =m iR. 
4) Und da endlih das Aggregat: 
8 myra'b? | 
+ =m 


bie Summe aller biefer Probufte worftellt, jo ift (nach 2.) dieſes Aggregat 
= (a+b)”. " 
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8. 62. 

Weil dieſer Sazt fo hoͤchſt wichtig iſt, fo mag er bier noch 
einmal in feinen verfchiebenen Formen ftehen, deren jede in bes 
fondern Fällen der Anwendung, ihre eigenthümliche Bequemlich- 
feit gewährt. Es ift nämlich, wenn m entweder O oder eine 
ganze poſitive Zahl ift: 

(a4+b)" 
— Sf" mg achb ] — S| ms: a 7b° | — s[ m; am⸗ bhb | *) 


+5 == m a@+h = m 


bl- 1 y-1 
= "sr wi — —F aehb | — |”: - 
ar = a+b = m 


! a p5 
langt?" | - Sara r- — m! | — 51 | 


a+b = m a+b = m +b = m 

















p5 
= S|m-tan-, 2] = x. x. % 


Und man fann dem Anfänger nicht dringend genug anrathen, 
alle diefe Formen, unter denen immer derfelbe Eat wieder er- 
fannt werben kann, fich recht tief einzuprägen, weil faft alle 
fpätern Unterfuchungen auf diefen Say zurüdgeführt werben, 
und auf ihn fich gründen. 

Auch mag bier noch eine Form ftehen, wie fie in den Ele— 
menten zuweilen brauchbar gefunden wird. Dividirt man naͤm⸗ 
lich das n+1F Glied (wo b=n genommen iſt), nämlich 
m„am-nhr, durch das n!* Glied, nämlich Durch m„_1am-"+1pn-1, 


*) Es fcheint zwar, daB indem hier vie beſchraͤnkende Gleichung a+b = m 
wegnelaffen wird, dem b dadurch alle Wertbe zukommen Finnen, welche grö- 
fer wie m find, und daß ber Ausdruck (das Aggregat) jeht eine Summe 
son unendlich vielen Gliedern vorfelle, ſtatt daß es kurz vorher nur eine 
Summe von m+1 Ölievern repräfentirte. Und bem iR in ber That fo. 
Allein wenn man bevenft, daß (nach S.15. Nr. A) m, allemal Null wird, 
fo oft man b>m nimmt, fo erkennt man fogleich, daß biefe leutern, nach 
dem m+i1ten folgenden Glieder ale =O find, baber eben fo gut binzugebadt, 
als auch wieberum weggelaſſen werben Fönnen. 
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u Mn _ mal, mimimi m—n+1 
fo erhält man (meit an aan Tr 
i) zum Quotienten — Umgekehrt erhaͤlt man alſo 


das n-1" Glied aus dem naͤchſtvorhergehenden nien Gliede, 
— multiplizirt. Wird daher 
das erſte Glied am der Summe: “ 

au -m-an-IpLmaam2h? . +b®, 


welche — (a+b)m ift, durch P,, die übrigen Glieder aber der 
Reihe nach durch P,, Pa, Pa, »** Pa-i, Pa, “.« bezeichnet, fo 
finden fich diefe einzelnen Glieder fo auseinander: 


wenn man lebtered mit 








P,= a, 

P,= m LP, ‚ 
P,= * up, 
P,= DLR, 
= Th 
Pi —— 1 

u. ſ. w. f. 
8. 6268. 


Endlich machen wir noch auf die legte Der obigen Formen 
aufmerffam, nämlich (indem wir zugleich x ftatt a, und h ftatt 
b feten) auf die Form 


Late sm], 
welche auf gewöhnliche Weife fo gefchrieben werden muß: 
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Il. (x+h)” = x®mx?-!.h+m(m—|)x" 2% ar 


+m(m—I)(m—2)xD?. AT Im(m—1 ) (m—2)(m—I)xm-%. n 
+m(m—1)(m—2)(m—3)(m—A)x®u-5. Er 4 os... 


Denn man fieht bier, wie die einzelnen Glieder der Summe zur 
Rechten nach ganzen Potenzen von h fortlaufen, und wie von 
ven Koeffizienten 
2 mm, m(m- I)xm-2, m(m—I)(m—2)x"-3, 10. ıc. x. 
ö h° h! nh°? n® 
ber Ausdrüde Of I ap zy X. x. xc., jeder aus fei- 
nem nächftuorhergehenden gefunden wird, Dadurch daß man den 
Iehtern mit feinem Erponenten von x multipliziert, nachgehends 
aber den Erponenten der Potenz von x, um eine Einheit ver 
mindert. — Ein Geſetz, wad wir fpäter für die Summen fol 
her Votenzen, etwa von der Form: 
A(x+h)e+B(x-+-hi--C(x+h)r + X. x., 
in Anfpruch nehmen werden, wenn ed darauf anfommt, für das 
ganze Refultat der Umwandlung in eine nach Potenzen von h 
fortlaufende Summe, bequeme mechanifche Vorfchriften zu ers 
halten. 


8. 63. 
Sett man aber (im $. 62.) —b ftatt b, fo erhält man noch: 


(@-b) = S[(-1.m,-an- br] = 5 en .r| 
a+-b = m 





a h5 
= J— =m! sen ist] 





ar =m 
| 9 * 
F J * I 27 en 
ab m a+b = m 


To 6 
= ser] — E 1 )’mb/—Igm-b . ei]; 


’ 
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d. h. 
(a—b)" = a®—m-a®-1p-+m, -a”-2b?—m ,+am-3h3-1-m · am -*b? 
— 1. 10%. 
_m(m—1) _  m(m—1)(m—2) 
wo m, = 12 ’ me — 3 
—1)(m—2)(m—3 
nn, u. ſ. w. f. iſt. 


Anmerkung 1. Der Satz des $. 61.) heißt gewöhnlich 
der binomifche Lehrſatz. Man hätte ihn auch dadurch er- 
weijen koͤnnen, daß man feine Gültigfeit nach und nad) für alle 
auf einander folgende ganzen pofitiven -Zahlen erwiefen, und zu 
dem Ende gezeigt hätte, wie er für m=h-+1 gelten müfle, fo 
oft er für m=h gilt, während die erften Verfuche lehren, dag 
-efürr m=2, 3, x. ⁊xxc. zutrifft. — Bei diefem Beweife muß 
die Formel für m = h nochmal mit a+b multipliziert, und dann 
der Sab angewandt werben, nach welchem 

Kt = Mar iſt. 

Anmerfnng 2. Sest man in dem binomifchen Lehrfage 
ftatt m, nach und nad) 2, 3, A, 5, 6, 7, 8, 9, ꝛc., fo erhält 
man, beſonders leicht, fobald die Tabelle der pag. 18.) zu Hilfe 
genommen wird: 

1) (atb)' = atb; 
2) (a+b)? = a?+2ab-+b?; 
3) (a+b)? = a®+3a?b-+3ab?-Lb? ; 
A) (atb)* = a'+4a°b--6ba?b?tAab°’-+b*; 
5) (atb)® = a’tjatb-10a?b?+10a?b?’-H5ab'Hb> ; 
6) (atb)® = ar+6a°b-+15a*b?+20a?b?-H15a?b‘t6abS-H-b°; 
7) (atb)” = a’+7a°b+21adb’+35a‘b?+35a°b: | 
+21a”b°’-7ab°+b’; 
8) (atb)® = a®+8a”b-+28a°b?+56a°b’--70a'b* 
+56a°b°-+28a?b*+8ab’—-b° ; 
9) (atb)? = a’+9a°b-+36a’b?+8Aa°b?--126a5h* 
+126a'b°+84a?b°+36a?b”--9ab°b?; 
u. ſ. w. f. 
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Anmerkung 3. Sept man in den 88. 61. und 63.) 1 
ftatt a, und c flatt b, fo erhält man noch die Formen: 


(i+c)"=S[ m,+c* 1=5| 


m (I—c)" = S[(—1)*-m,-c?] — slc-i )e. m 


me 
a! 





ca | = X. x. %. 





— | *x. x. ⁊c. 

Umgekehrt kann man aber auch aus dieſen ſpeziellen For⸗ 
meln die fruͤhern wiederum ableiten, wenn man rn ftatt e feßt, 
md dann noch links und rechts mit am multipligitt. 


8.64. Lehrſatz. 
Iſt m Null oder eine abfolute ganze Zahl, fo hat man: 


I. (atb-+c)e = J 





alblcl 
re m 
fe cn | 
=5] J gm—b—hbce I. 


Beweis tft ganz berfelbe, wie ber $. 61.) geführte, der alfo nur mit 
ſeht geringen Modifikationen bier wieberholt werben darf. 

Beifpiel. Es ſei (a+b+c)* n entwickeln; fo bat: man 

a+b+c= 
alfo Be Werihe von a, b,c, 
»1433222111100000 
n 010210321043210 
c)001012012301234; 
und deshalb liefert die Formel IL.) 15 Glieder, nämlich: 
J = a-H4a°b+4adc+6a?b?-+H12a?bc+6a?c?-Hab?+12ab?c-H2abe? 
+4ac? +b*-+4b°c+6b?c?-+HAbc?’+c®. 

Anmerkg. Man fann diefen Satz auch ſehr leicht un- 
mittelbar aus dem binomifchen Lehrſat $. 61.) ſelbſt ableiten. 
Es ift nämlich: 


(a+b-Hem = J — F HH a8. J 


af m 
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Aber es iſt auch: 


_[_f! 
broi= 5: re | 
b+=f 
wo b und c als durchlaufend anzufehen find; folglich (nach 
8. 59.): . 


(a+b-+-c)" = | ee | 
f 


etc b· vt 


———— | (8. 45.). 








alb!c! 
a+b+r = m 


$. 65. 
Iſ ferner m eine abſolute ganze Zahl, fo iſt noch: 


m! 
m — _ Mm «bd.c'. 
II. (a+Hb4+c+d) sh; —— ep 
aber = m 
und fo für die mie Potenz eines jeden Polynoms; welches ſo⸗ 
wohl nach Art des im $. 61. geführten Beweifes, ald auch nach 
Anmerfg. zu $. 64. abgeleitet werden Tann. 
Auch koͤnnten IL III. ꝛc. 20. nach Anmerf. 1. zu 8. 69. bes 
wieſen werden. 


Anmerkung Der Sat II. heißt gewöhnlich ver trino- 
mifche, III dagegen der quadrinomifche; fo wie der allge: 
meinere der polynomiſche Lehrſatz genannt wird. 


8. 66. Aufgabe. 

Weil die Baftoriellen in Potenzen übergehen, fo oft bie 
Differenz = 0 gefegt wird, fo entfteht die Frage, ob nicht, fo 
wie eben für die Potenz (a+b)”, fo auch für die Baftorielle 
(a+b)er eine ähnliche Entwidelung (Umformung) in eine 
Summe von, nach ähnlichem Geſetze fortlaufenden Gliedern ftatt 
finden werde. 


J 
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Auflöſung. Es iſt (nach 8. 8. und 8. 6.): 
ara, bir=b und ak.(a+kr) — aktlir; alſo: 
N). @+bjit= a+b. 

Multiplizirt man diefe Gleichung, mit a+b-+r, links und 
rechts, und zwar rechts erftlich a, dann b, fo fann man a+-b-+r 
bald fo trennen, daß (a+r)+b, bald aber fo trennen, daß 
a+(b+r) daraus wird, und man erhält dann: 

(a+b)?" = a(a--r)-+2ab--b(b-Hr), 
d. h. 2) (a+b = air 42allrbirp?r, 

Multiplizirt man hier wieder links und rechtd mit a+-b-+-2r, 
jo aber, daß man bei dem Multipliziren den Multiplikator 
a+b-+2r, bald in (a+2r)+b, bald in (a+r)(b-+Hr), zuleßt 
in a--(b-+-2r) umwandelt, je nachdem vechts das erfte, das 
jweite oder das dritte Glied multiplizirt wird, fo ergibt fich 
augenbliklich, wenn man zulegt die gleichnamigen Glieder adbirt: 

8) (a —+-b)?lr — dr +3.a2rpilr-3.atlrp2ir +-pölr, 

Multiplizirt man hier nochmals links und rechts mit a-+-b-+-3r, 
bald ald (a+Ir)+b, bald ald (a+2r)-Hib-Fr), bald als 
(a+r)+(b-+2r), bald ald a+(b+Ir) gefchrieben, je nachdem 
rechts das erfte, zweite, dritte oder vierte Glied multiplizirt wird, 
fo erhäft man fogleich, wie vorhin: 

4) (atbjir — air 1-4.a2lrbilr L6.a2lrh2ir LAsatirhstrL. pair, 

Man Eönnte fo fortfahren, links und rechts mit a+-b-tAr, 
a+b+5r, u. ſ. w.f. zu multipliziven, und würde, ähnliche Zer- 
gungen des Multiplifatord vornehmend, für (a+b)Ftr, (a+-b)slr, 
x. x. eine Summe von Gliedern erhalten, welche, fo wie die 
vorttehenden vier erften, in den Koeffizienten, wie in den Expo⸗ 
nenten, genau mit denen der PBotenzslimwandlungen fir (a+b)°, 
(a+b)®, 20. 20. übereinftimmen. 

Um nun dieſes Geſetz allgemein zu beftätigen, darf man nur 
nachweiſen, daß wenn folches für irgend einen Erponenten h gilt, 
dafielbe für den. nächftfolgenden Erponenten h41 jedesmal auch 

ll. 6 


| 
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gelten muͤſſe. — Geſetzt alfo, es treffe zu, daß (nicht für jeden 
ganzen Werth von h, fondern) nur für einen einzigen gan- 

zen Werth von h, 

5) (a-+-b)bir = S[h; + ah-Plr. pelr] 

gefunden worden fei (wie folches 3. B. wirklich (in Nr. 4.) ge 
funden ift, fr h=4), fo multiplizire man links und rechts 
mit a+-b-+hr, diefen Faktor jedoch für jedes einzelne zu multi⸗ 
plizivende Glied, anders, und namentlich für dad durch huak-hlrpdr 
vorgeftellte und zu multiplizirende Glied, in Fa-+(h—b)r]+(b-+br) | 
zerlegend. Man erhält dann (nach $. 55.): 

(a by ꝓiſx = S[hy. ab- i-ble. hble hyz · ab⸗ bir. pH], 
wo jedoch b ein durchlaufender Buchſtabe iſt, und nach und 
nach O und jede ganze Zahl vorſtellt. Weil aber das allgemeine 
Glied des Aggregatd zur Rechten eine Summe-ift, fo ift (nad 
8. 53.) noch: 
(a+b)b+1r = S[h,- atH1-9r pr] -S[hz- ab-blr, p5+1r], | 
Sondert man bier (nach $. 49.) von dem erftern Aggregat zur 
Rechten das erfte Glied ab, dadurch, daß man b=0 und dany 
6+1 ftatt b fest, jo hat man weiter: 

\ (aber = HShe Hr DH]-S[hgab-Ur pH], 
Und weil man jet die beiden Aggregate zur Nechten‘ bequem 
addiren Tann, weil ferner auch 

| |  Bstb = (hNan 
ift, fo folgt noch: 

(a+bJ+R = ars LS[chH1)s ade], 

weldyes Refultat zur Rechten, wenn $. 50. angewandt, alfo 

b—1 ftatt b und in dem neuen Aggregat b= 0 gefegt wird, in 
6) at byPHtr = S[ch+H1)-ahti-Hirc het] 
übergeht *). j 





. 


*) Um die nöthige Fertigkeit in ber Behandlung ber Fombinatorifchen 
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Weil nun diefes Refultat Fein anderes ift, ald was aus 
O). (a-+-byeir * S[m, .am-bſr. ber] 


hervorgeht, wenn h+1 ftatt m gefest wird, fo muß bie For⸗ 
mel ©) gelten für alle ganzen Zahlen, die ftatt m geſetzt wer- 
ben mögen, weil fie gilt (nah 1.4) wenn m=1, =2, 
=3, =4A, geſetzt wird, und weil bewiefen ift, daß fie allemal 
auch für die nächftfolgende ganze Zahl h+1 (flatt m gefekt) 
gelten muß, fo oft fie für eine gewiffe Zahl h (ftatt m) gilt *). 


$. 67. 


Es ift alfo allemal, wenn m Null ober eine pofttive ganze 
Zahl ift: 
1. (atbyer = S[m;- am-bir (+b)dir] — Sms gn-bir by] 

‚ “+ = m 
2 681 .salr —6yfr (ab)! alr Bir 
— a Eb) | 1 6 I ED . 

Und fo wie in diefer Gleichung, r=0 gelebt wird, fo bat 
man wieber den binomifchen kehrfas fuͤr Potenzen, in ſeinen ver⸗ 
ſchiedenen Formen. 


Aggregate ſich zu verſchaffen, thut man wohl (beſonders bei dem Unterricht) 
jede ſolche Arbeit zw wiederholen, dabei aber bie Aggregaten⸗Bezeichnung 
wegzulaſſen und bie Reihen ſelbſt dafür zu feßen. 

*) Man würde jedoch ſehr im Irrthum ſein, wenn man mit Kramp 
und fo vielen Anderen annehmen wollte, daß dieſer binomiſche Lehrſatz für 
Faktoriellen auch dann noch gelten müſſe, wenn m eine gebrochene Zahl, 
oder gar wenn m allgemein if. Im Gegentheil findet man (im VIII. Th. 
biefes Wertes), Daß wenn m'eine ganze oder gebrochene Zahl ift, und wenn 
im letztern alle bie Reihe lonvergirt, dann 


mit, . . . 

ST m,.am-slt 11] = a | 
fein müfle, wo man nun fogleich fieht, daß, wenn m eine pofitige ganze 
Zahl if, der Ausdruck zur Rechten fih auf (a+b)"I! rehnziet, dagegen im 
Allgemeinen ein ganz anderer und namentlich nicht = (a+b)@ll wird, wenn 
m sine gebrochene Zahl if. 

6* 
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6. 68. 
Hieraus folgt noch, wenn m Null oder eine abfolute ganze 


Zahl iſt, 
1. (atbtojal =; Fer | 


—8* =m 





1.  (atbtotdyur — J Ru Ur. gor | 
* pH+b =ım 

u. f. w. f.; 

welche Formeln aus $. 67. 1.) genau fo abgeleitet werden, wie 

in der Anmerkg. zu 8. 64. für ähnliche Sätze gezeigt ift. 


Anmerkung Die Sormeln I. II. II. ac. ıc. beißen bes 
züglih: der binomifche, der trinomifche, der quatrino- 
mifche, und allgemein der polynomifche Lehrfag für 
ganze Baktoriellen. 


8. 69. 
Sept man bier r=—1, und dividirt man dabei durch m! 
(nach 8. 55.), fo erhält man: | 
mi—i a—1,.p81-1 a1 pi 
1) —— J— bP| I 


al bi “I pp 
+ = m a+-b = m 





a bi dr 
a+H- =m 


b gym!-1 a1 HN-t eri-t gdl-1 
— _ ii Sr] 


2) ——— _ s[’r p'ı-1 | 





m! a! b! c! d! 
a— = m 


u. ſ. w. f; d. h. (nad $. 14.) 
I. (a-+-b)n = [.% bs |; 
oder: 


(&-+-b)m = antun b-tHan_sbs-Hanebe+ . Hasbm_3 
Hard tab tb 


‘ 
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II. (abc. 2 8 —V 


III. (a+b+c+d). = Sf“; «by. c.» 4 |; 


b-rt->-b = m 
u. ſ. w. f.; alles unter der Voraudfegung, dag m Null oder 
eine abfolute ganze Zahl, a, b, c, d, ⁊xc. ıc. aber ganz belie⸗ 
bige Ausvrüde find. — Dies find aber fehr brauchbare Rela⸗ 
tionen zwifchen den BinomialsKoeffizienten. 


8. 70. 
Setzt man in I.) —a ftatt b, fo bat man (nad) $. 15. 
Nr. 5.), wenn m nicht Null, fondern eine abfolute ganze 
Zahl ift: 
0=S 2a]; 
a+3 = m 
ober 
0 = an tan) Fam (a) Fan-a)s+ 
+a(—a)n FA (—a)m -348(-2)m 14-8), 
wo a einen ganz allgemeinen Ausdruck vorftellt, welcher eben fo 


gut reell, als auch imaginär fein kann, wenn nur m eine ganze 
pofitive Zahl und nicht Null if. 


Zweite Abtheilung. 


‚- Bon den Binomial-Propuften. 


| $. 71. Aufgabe. 
Man foll das Produkt der u Kaftoren: 
+0, X, X, X, ++ xt, 
wo Ay, Ay, Ay, Ay, + a, beliebige Ausdruͤcke vorſtellen, welche 


x nicht enthalten, — in eine nad) Potenzen von x georhnete 
algebraifche Summe umformen. 
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Auflöfung Man muftipligire zuerft-x-+a, mit xta, 
fo erhält man: 
1) (x-Fa,)(x-+as) = x’Ha,+8,)x+8,°0:- 
Multiplizirt man diefe Gleichung wieder mit x-a,, fo er- 
gibt fich fogleih: 
2) (x+ta,)(xtaz)(x-+8;) = ran ta tas)X 
(a) -Aata, Ast az a5)X ta, Az *A;-. 
Und multipligirt man bier wieder mit x+a,, fo ergibt 
ſich noch: 
3) (xta)(xta3)I(X+as)(Xata,) = rt Haı +2 Rs -. )yx 
a, aa, as a, a, +2 Ast Asa, ts a.)xꝰ 
(a1 Asa; ta, a2a, ta, Asa AaAsa,)X +, AHrA,A,- 
Betrachtet man nun dieſe Refultate zur Rechten, fo findet 
man, daß die einzelnen Koeffizienten von x, nichtd anders als 
die einzelnen Kombinationd» Klaffen find, ohne Wiederholungen, 
aus den Elementen a, und a,, — oder a,, a, UND a,, — 
oder A,, Ag, As und a, entwidelt; und man Tann alfo muth- 
maßen, daß das obige Produkt von u Faktoren 


— S[C,.x—] seen (A) 


fein werde, unter C. die ar Klaffe der Kombinationen verftans 
den, ohne Wiederholungen, aus den u Elementen a,, As, + &,, 
entwidelt, die Verbindungen ald Produkte angefehen und zu ein 
ander abbirt; und unter C, bie 1 verſtanden. | 

Um nun diefe Vermuthung zur Gewißheit zu erheben, zeige 
man nur wiederum, daß fich dieſes Geſetz für h-H-1 ftatt u bes 
ftätigt, fo oft folches für h flatt wu zutrifft, unter h nicht jeden, 
fondern einen einzigen Werth von u verftanden. 

Geſetzt alfo, es träfe zu, daß für einen einigen Werth 
von h, wirklich fei: 


(x+a,)(x+a2)(x+85) ++ (xt) = [ar mL 
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die Kombinations⸗Klafſen aus den h Elementen ; A,, ve Ah 
entwidelt, jo multiplizire man dieſe Gleichung abermald mit 
x+an41, und man erhält: 


rast) 2 ta) = SR] 


& @ 
ui u 
Eondert man aber in dem erflern Aggregat das erfte Glied ab, 
dadurch, dag man zuerſt a= 0, danı a-+1 flatt a febt, und . 
fondert man in dem andern Aggregat das Iehte Glied ab, das 
durch, daß man b=0D und b-+1 ftatt b fest, und vereinigt 
man die entftehenden Aggregate, jo findet fich dafielbe vorftehende 
Produft (aus den h+1 Faktoren) 


ehe hhn 


Veberfieht man aber die Art und Weife, wie in ben 88. 26.27 
die Entwidlung der Kombinationd-Klaffen ftattgefunden bat, fo 
erhellet leicht, Daß die (a1)! Klaffe diefer Kombinationen, aus 
den h+1 Elementen: 
Ar, By, ay, An, Ap+ı 

erhalten wird, wenn man diefelbe (a1) Klafie zuerſt aus ben 
h Elementen a,, Aa, *-+ an, entwidelt, (die giebt alle die Ver⸗ 
bindungen, welche das letzte Element anyı nicht enthalten); dann 
aber allen Berbindungen der vorhergehenden at Klaffe (aus 
venfelben h Elementen a,, a,, +++ a. etwidelt) noch das Ichte 
Element anyı binzufügt (dies gibt alle die Verbindungen ber 
gefuchten (a+1)!” Klaffe, welche auch das legte, (n1)*e Ele⸗ 
ment anyı enthalten); alfo daß ift 


ar 4 a+i1 
Cn+Cn Ani = On+t- 


Und bemerkt man zu gleicher Zeit, daß C nichts weiter ift, als 
das Propuft aller h Elemente: a, -azrag-a, vo. + An, ſo fallt in 
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h 
die Augen, daß Cheanai nichts weiter fein fann, als das Pro- 
duft aller h+1 &femente: a,-a,-az * ++ Anranyı, welches auch 


unter Cr verſtanden wird; ſo verwandelt ſich obiges Produkt 
...(B) in: 


—D—— las, ' 


+5 = h—-1 


welches Refultat fich fogleich wieder in: 


S One 
a+b = hl 


umwandelt, wenn man zweimal hinter einander den $. 50.) auf 
die Art in Anwendung bringt, wie ſolches im $. 54. in einem 
ähnlichen Falle zu fehen iftz und viefes Refultat geht offenbar 
aus A.) hervor, wenn h++1 flatt u gefekt wirt. 

Alfo findet fich für alle ganzen Zahlen, welche nach und 
nach ftatt u gefegt werben, das Produkt von den Faktoren: 


(ta ata ta) ++ 40) = SC. x] 


unter © „ die Einheit (1) und unter C. die at Klaffe der Kom⸗ 
binationen verftanden, ohne Wiederholungen aus den u Elemen- 


ten a,, Aa, Ay, ++» a„ entwidelt, die Verbindungen ald Pro⸗ 
dufte genommen und alle zu einander addirt. 
Beif piele. So findet fih augenblidiich: 
(1)(<+2)(<-4)(x+1) = 240.22 40-22 40.x+C 


die Kombinations-Klaffen aus den Elementen: —1, +2, —4 und + ent- 
widelt; fo daß man hats 


&| = 1423-44 = —2, 
E| = NHNAHHNHLLHHEHNIH- NIS 9, 


CI =(-NAA-H-I)2IHAN-HIHA-H1= +2; 
and 
&| =(-1X-I1= +8, 





alfo daß obiges Prodult = x'—2x’--Ix?+42248 Mirb. 


Kap. V. 8. 72. Bon den Binomial-Probuften. 89 
Auf dieſelbe Weiſe findet fi, die Kombinationg-Klaffen entwickelnd: 


(x-1).(x-2)-(z-3) = x’—-6x?+1ix — 6, 
(x+7).(x-5)-(x--1) =x’+ x?-37x +35, 
(x-6).(x+4)-(s+2) = x’ 28x —48, 


(x—3).(x+3).(x-1)-(x+1)=x* —10x7?+ 9. 


$. 72. 
Auf diefelbe Weife findet fih das Produkt der zu Kaftoren: 


(x, )(X—2)(X-83) + (X-a,) = J— Fe 


wo die rechts vorgeftellten Glieder mit dem (+-)s und (—) Zeil: 
hen abwechfeln, fo wie nah und nad für a, O und gerate 
Zahlen, oder ungerade Zahlen zu ſtehen fommen, weil im er 
fen Fall +1, im andern —1 ftatt (—1)* geſetzt wird. 


Anmerkung Werben tie Elemente a,, a,, As, Au au 
alle einander gleich, und ale =a, fo erhält man aus den 
$8. 71. und 72.) fogleich wieder (xta)*, d. 5. genau wieder den 
binomifchen Lehrfag für Potenzen. 

Denkt man fich aber unter den Elementen: 

a,ı, Q,, As, a, dä, 
bezüglich b, b+r, b-+2r, b+Ir, «+ b+H{u-Ir, 
vorgefteltt, fo ift das Produkt der u Faktoren im $. 71.) nichts 
anders als die Faktorielle (x-+byI", fo daß man noch hat: 


(x-Hbyelr = S Öse] 
arb = u 
unter C, die 1, und unter C, die ate Klaſſe der Kombinationen 
verftanden, aus den u Elementen: b, b+r, b-F2r, +.» 
b-+-(u—1)r, entwidelt, ohne Wiederholungen, und die einzelnen 
Verbindungen als Produkte angefehen, welche alle zu einander 
abdirt werben müffen; und wo u eine pofttive ganze Zahl if. 


90 „Bon den Binomial-Probulten. Kap. IV. $. 72. 


Beifpiele. So ſmudet fi: 


(x+b)*'" = x°4(4b-+6r).x’+(6b?+HEbr+11r?).x? 
+(1b?-+18b?r+22br?+6r°).x 
+(b?+6b®r+11b?r?+6br°); 


und 
(x-b)?!" = x°-(4b-6r).x’-H6b?—18br-H 1r?).x? 
—(4b°—18b?r+22br?—6r’)ex 
+(b*-6b’r+11b?r?—6br?); , 
u. ſ. w. f. 





Fünftes Kapitel. 


Bon den ganzen Funktionen eines einzigen veränberliden 
Ausdrude x 


Erfte Abtheilung. 
Allgemeine Eigenfhaften dieſer ganzen Funktionen von x 


Dorerinnerung. 


Wi haben zwar ſchon im I. Th. dieſes Werkes ($. 116. seq.) von ben 
ganzen Funktionen son x gefprochen, aber nur gleichfam heifpielsmeife, um 
die vorgetragenen Lehren der früheren Kapitel an einem recht anfhaulichen 
Falle zur Anwendung bringen zu Können. Hier folgt nun eine grünblichere 
Theorie dieſer „Hanzen Funktionen von x“, der biefelbe. Definition voraus⸗ 
geht, welche wir im erften Theile dieſes Werkes ver Bequemlichkeit wegen 
bereits gegeben haben. 


8. 73. Erklärung. 


Jeder Ausbrud von der Form ; 
A-+Bx-+Cx?+Dx3-4 0... Maxm, ’ 

wo A, B, C,D +... Null oder beliebige andere, von x unab- 
hängige Ausdrüde find, heißt eine ganze Funktion von x, 
und zwar vom m" Grade, wenn M nicht Null ift; während 
die (von x unabhängigen) Ausbrüde A, B, C -«-M, die 
Koeffizienten berfelben genannt werden. Diefe ganze Funktion 
von x, heißt fteigend geordnet, wenn fle wie die obige ift, 
— fallend dagegen, wenn ihre Glieder in umgekehrter Ord⸗ 


nung gefchrieben find. . 


Diefe ganze Funktion von x heißt eine reelle, wenn, wähs - 
rend x noch jeden, fowohl reellen, ald auch imaginären Werth 
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bedeutet, d. h. während x noch ganz allgemein iſt, alle Koef⸗ 
fizienten reelle Zahlen find; fie heißt imaginär, wenn dieſe 
Koeffizienten zum Theil oder alle imaginär find; fie heißt 
endlich eine allgemeine, wenn die Koeffizienten (um Theil 
oder alle) noch ganz allgemein find, und eben fowohl no tee, 
als imaginär werden Fönnen. 

In einer folhen ganzen Funktion von x, heißt x der Vers 
Aänderliche (Ausdruck), die Funktion felber dagegen, der von 
x abhängig veränderlihe Ausdruck. — Jeder Ausdrud 
endlich, welcher x gar nicht enthält, alfo von x auf feine Weife 
abhängig ift (wie died 3. B. mit jedem der Koeffizienten der 
ganzen Funktion von x der Fall ift) heißt ein nach x Fonftans 
ter, zuweilen auch ſchlechthin ein Fonftanter Ausdruck (eine 
Konftante). 


Anmerkung 1. Werden in der ganzen Zunftion von x, 
nämlich in A+Bx--Ox?--Dx°?-+ .. Mxn 
die Koeffizienten B, C, D, ıc. ıc. incl. des M, der Null gleich. 
gedacht, fo geht fie über in A allein, fo daß fie nad x kon⸗ 
ftant wird. In ſolchem Falle heißt fie Doch zuweilen noch eine 
ganze Funktion von x, aber vom nullten Grade. 

- Anmerfg. 2. Denkt man ſich, daß in einer ganzen Funf- 
tion von x vom m!" Grade, dieſes x einen folchen Ausdrud 
repräfentirt, welcher die ganze Funktion der Nul gleich macht, 
fo bat man eine höhere Gleichung vom mer Grade. (Bergl. 
1. Th. $. 96.) 


$. 7A. 
Bezeichnet man die ganze Funktion vom m!" Grabe; 
 AHBx-Ox? Dr’ 0... Man, 
durch P, und den Koeffizienten irgend einer Potenz x" durch P,, 
efo ift dieſe ganze Funktion ausgedrüdt durch: 
SI Pe] oder Buch S[P,-x“], 
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ohne beſchraͤnkende Gleichung, wenn Par. der Null gleich ger 
dacht wird, welche ganze Zahl auch ſein mag. 


8. 75. 
Es iſt (S. J. Th. $. 96. zu Ende): 
SB: ex“ „xl 9,2] = S[ P..Q..xH } 


+H=n HH =m Hn 


auch = 1 P,» Q. exf | 
+ m Hmm, 
.” “+ = f 


Beifpiel. Sind nämlid die beiden ganzen Funktionen 
Po+P,-x+Pa:x?+P,-x?4P,t und 0,+01x+0,.2?740,2°,. 
wo P., P,, Pa, ıc., eben fo Qu, Qı, Qa, 2, ganz beliebige Koeffizienten 
find, mit einander zu multipliziren, fo zeigt ſich ber KKoeffizient von x’ bed 

geſuchten Produkts: 
= 8 P. Q. ] r 
"+ = v 
wenn man a nie größer als 4, und c nie größer als 3 werben läßt. — Alſo 
ſindet ſich 3. B. ber Koeffizient von x’, weil atc=5, bie Werihe 
a 012345. 
c|543210 
zuläßt, = P.-Q,+Pz-Q,+Px-Q, ’ 
und das ganze Probuft findet fich 
= Po-Qc+{Pı-Qo+Po-Qu)xHPa-QstPir-QitPo-Qa)2? 
+HP3-0+P3-Q,+P ,-Q.+Po-Q3)x°-HPı-Qo.+Ps-Q,+P3-Q,+P +-Q,)x* 
HPRQ HP Q24P2-Q)8°HPQtPs-QIr+Pe-Q”. 


8. 76. . 


1) Die Addition, Subtraftion und die Multiplifation zweier 
ganzen Funktionen von x, giebt immer wieder eine ganze Funk⸗ 
tion von x. 

2) Iſt der eine Faltor eine Funktion von x vom m 
Grade, und der andere Faktor eine dergleichen vom nt" Grabe, 
fo giebt das Produkt beider nothwendig eine gene Funktion vom 

(mn) Grade. 


3) Iſt daher für zwei ganze Funktionen P und Q von x, 





® 
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Dieifor B Dividend A Quotient C 
4-3x+2x? -5 +3x — 2 1824 A x° _I_3ı — ⸗ 
4 16 64 256 


15 5 | 





-5 +72 - 7 * 


3 9 a 3 . 
- gr Zr 2x’+ 4x 


3 9 3, 
-7+ 1 5: 
rn A x° 
31, »93 31 
rt 35% 
- - Ex Ax’ 
11 33 11 
BT ru 
215 ,, 923 


(R) = asp 128° 3 
fo daß man hats 


Set (53 Mn) 256° +728 
A-3x+2x? a 16 64 256 — 
Anmerkung. In der Folge wird ſtillſchweigend immer 

vorausgeſetzt, daß die erſte Art der Divifton ſtattfindet; der Reſt 
R wird dann allemal von einem niedrigern Grade, ald der Dis 
vifor B, fo daß er nach x konſtant wird, wenn B nur vom 
erften Grade if. — Und weil man immer A= d-C-+-R bat, 
fo folgt, daß für jeden Werth von x, welcher B zu Null macht, 
auch allemal A=R werden müfle, daß alfo auch R=0 
werden müffe, für jeden Werth von x, welder A und B zu- 
gleich zu Null macht. 

Daraus folgt weiter, daß wenn A für x= a Null wird, 
dann A durh x—a ohne Reft dividirt werden fünne, weil der 
bei der Divifion der A mit B— x—a, bleibende Reſt R, 
= Y-BE = A-(x-o)E=0 wird für x=e, (in fo ferne, 
der Borausfegung zu Bolge, uh A=0 wid für x=a), 


‘ 
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während er vom niedrigern Grabe als der Divifor x—e, alfo 
fonftant, d. h. von x unabhängig, mithin allemal Null fein muß. 


Es fragt ſich aber ferner, wenn man die Funktionen bald 
Reigend, bald fallend georbnet, durch einander dividirt und nie 
ein letzter Reſt bleibt, — ob in jedem ver beiden Falle, noth⸗ 
wendig allemal eine und diefelbe ganze Funktion als Res 
ſultat ſich ergeben muͤſſe. 


So viel iſt gewiß, daß beide Endreſultate — = folglich 


auch einander gleich fein müflen. Es fragt ſich daher nur noch, 
od, wenn zwei ganze Funktionen von x einander gleich find, dies 
ſelben auch in ihren einzelnen Koeffizienten mit einander über 
einfimmen, d. h. durch gar nichts mehr von einander verfchieden 
fein müffen. 

Died wird durch den näcften Paragraphen entfchieven 
werben. | 


8. 77. 


1) Eine ganze Funktion von x von irgend einem Grade, 
tan als folche, d. h. während x ganz allgemein (als ein bloßer 
Traͤger der Operationgeichen) bleibt, nie einer Potenz von x 
gleich werben, deren Exponent größer ift als der Grad der Funk⸗ 
tion, wie man auch die Koeffizienten annehmen möge. 

So fan z.B. a+bx nie =x?, eben fo a+bx-tcx? 
he = x® werben und eben fo wenig fann man 

a-+-bx+cx?-+dx?tex! in x° umformen. 

Denn da die Koeffizienten der ganzen Zunftion von x, von 
x mabhängig fein muͤſſen und find, ihrer Definition zufolge, fo 
kam in feinem Gliede verfelben eine höhere Potenz von x er 
ſcheinen als der Grad ber Funktion anzeigt, alfo auch nicht in 
der Summe aller Glieder. 


2) Wird daher von einer ganzen Funktion von x vom n'" 
Orade behauptet, daß fie als ſolche, d. h. für jedes allgemeine 
ll. 7 
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x, der Null gleich if, fo müffen alle ihre Koeffizienten einzeln 
der Null gleich fein. 

Wäre namlich in der Gleichung 
-AotAıx+A,x2? + + +A,_ 72 A, mL A,=0, 
wenn fie für jedes allgemeine x gelten foll, — ber Koeffizient 
A, nicht der Null gleich, fo würde aus ihr folgern 


IH An + + * + An-ı a un, 


was nad Nr, 1. unmöglid) if. 

Sf aber An=0, fo bleibt übrig 

AotA ati,’ ee HA, mA, met 

für jedes allgemeine x; folglich ift auch aus demfelben Grunde 
wiederum An-ı = 0; und dann aus demfelben Grunde auch 
An = (0; u. ſ w. f. 

3) Daraus folge aber, daß wenn zwei ganze Funktionen 

von x, als folde, d. h. für jedes allgemeine x, einander gleich 
find, - 2. 
AntAıxtA,r + +Anx = B,+B,x+B,x?+ +---Bax”, 
dann au bie einzelnen Koeffizienten bezüglich einander gleich 
fein müfjen; nämlich ed muß dam fen A,=B,, A, = Bu 
A,=B,, x. ı. fo wie zuletzt noch Am = Bu 

Denn die Gleichung 
Ao+AıX+A, 2’ eo + An" = B,+B, SHBaxth en Bash 
geht fogleih über in die Gleichung 

[er —B)-HA, —B)s+ A, B,)z’+ ... An —B.)x? = 0 
und nun folgt das Uebrige aus der Nr. 2. 
4) Ferner folgt daraus, daß wenn bie Gleichung 
AotA,xtA,2? A, r’ + 4 = 0 
gegeben ift, alfo nicht alle eingelnen Koeffizienten dev Null gleich 
find, fondern entweder beftimmte Ziffern⸗Werthe oder noch ganz 
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allgemein (bloße Träger der Operationszeichen), dann dieſe Glei⸗ 
dung nur unter der Beſchraͤnkung beftehen Eönne, daß x einen 
beftimmten von den Koeffizienten. ahhängigen Ausbrud vorftelle, 


“ Die Gleichung ift dann eine fogenannte „algebraifche Gleichung 


vom nien Grade", die, wenn n>1 iſt, auch eine höhere als 
gebraifche Gleichung genannt wird. Den Ausbrud finden, den 
x in ihr vorftelt, nennt man dann dad Auflöfen diefer alge- 
braifcherr Gleichung nach dem Unbekannten x. (Bergl. 1. Th. 
$. 96.). 

v. 78. 

Man kann nun auch die Aufgabe des 8. 76. Nr. A, nämlich 
die ganze Funktion A von x, vom m!" Grabe, durch die ganze 
Funktion 5 von x, vom n!" Grade zu dividiren, wie folgt 
löfen: 

1) Man nehme eine ganze Funktion C an, vom Grade 
(m—n) mit unbeftimmten (d. h. einftweilen durch beliebige Buch⸗ 
Raben, z. B. a, 8, y, 0, “. bezeichneten) Koeffizienten; welche 


dem Quotienten gleich fein ſolf. 


2) Die Sleihung A— BeC liefert Daun (nad 8. 77. 
Nr. 2.) m+1 Gleichungen, zwifchen den Koeffizienten von A, 
von 5, und den m—n-1 Koeffizienten von C, welche Glei⸗ 
Hungen alle in Bezug auf dieſe letztern a, 8, y, ô, ⁊c., malt 
wendig einfache Gleichungen fein müſſen. 

3) Aus diefen m+1 Gleichungen beftimme man durch Auf— 
loͤſung die m—-n+1 Unbekannten a, ß, y, o, . Gemuͤgen 
dann dieſe für a, P, y, + gefundenen Werthe, allen wrLri 
Gleihungen, fo ift die Aufgabe wiederum gelöfet. 

A) Würden aber dieſe m1 Bleichungen gar nicht zur Bes 
fimmung von a, ß, y, d, «- tmugen, in fo ferne Be ſich wider⸗ 
ſprechen; — oder genügten die Fu einigen diefer Gleichungen 
gefundenen Werthe von a, 8, y, 6, + nicht allen m--1 Glei⸗ 


Hhungen, ſo waͤre die Aufgabe wiederum nicht Mr 


TC, 


- ” pi “ 
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Beiſpiel. Für den Ball, daß 
—12+17x-24x’+15x°410x° dur —4A+3242x2? 
bividirt werden fol, müßte man alfos 
a+ßx+yx?+dx? . 
für den gefuchten Quotienten annehmen, und man hätte dann: 


—12+17x—242?°+15x*-+10x° = (a+ßx+yx?+dx’)(—A+3x+2r?) 
= —ia—Apx-A,x?—Adr? +3ax+3Hx?+3yx’+3dx!+2ax?+282°+2yxt+2dx° 


= —Aotf 3a)xtf 2alx?+f 2H)x?+f 2y)x'+2dx° 
’ A-4 Ad ; 


folglich (nad 8. 77.): 


ha=—i2. ober a= 3 
,„. 3e-= 17 ober ß= un =-2 
2at3p-Iy= 0 ober ya oo 
43,18 = 24 ober d= Alan - 5; 
endlich noch: 
2y+3d= 15 unb 235 = 10. 


Und weil diefen beiden lebtern Gleichungen, von ben aus ben erfiern vier 
Bleihungen gefundenen Wertben von y und d wirklich genügt wird, fo iſt 
für biefe Werihe von a, A, y, I, die ganze Bunktion 


ar Prtyar+ör?, 


d. h. 3-H-2)2x40x’+5x?, 
ober 3- % +R?, nothwendig bie 
geſuchte. 


Bei dieſem Verfahren, welches eine Anwendung der Me⸗ 
thode der unbeſtimmten Koeffizienten iſt, ſchließt man ſo; 


„Wenn es eine ganze Funktion 
— * 
„gibt, welche dem Quotienten der beiden gegebenen ganzen Funk⸗ 
„tionen gleich ift, fo müffen die ſechs Gleichungen: 
—Aa = —12, 3a—AB= 17, 2e+3ß-4y = 0, 
243748 =—24, 25380 15, 2=10, 


. 
ua = 
. 
» 2 1 tr 
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„att finden.” — Würben alfo bie aus vier diefer Gleichungen 
gefundenen Werthe der Unbekannten a, 8, y, ô, den beiden 
übrigen Gleichungen nicht genügen, fo enthielten die ſechs Gleis 
dungen einen Widerfpruch, in fo ferne fie nicht alle ſechs zugleich 
flatt finden Tönnten, und ed müßte daher auch die Annahme, aus 
der fie gefolgert find, nothwendig einen Widerfpruch enthalten, 
d. h. nicht ftatt finden; daher würde ed dann Feine ganze Funk, 
tion a4-ßx+yx?+6x? geben, der bie verlangte Eigenfchaft 
zufäme. — Daffelbe wäre der Hall, wenn je vier der Gleichun⸗ 
gen fich dergeſtalt wiberfprächen, daß fie gar nicht zur Beftim- 
mung von a, ß, Y, 6, tauglich wären; weil jeder Widerſpruch 
in den Gleichungen fogleich die Vorausſetzung aufhebt (d. h. 
als unftatthaft anzeigt), unter der dieſe Gleichungen erhalten 
worden ſind. 


Sollte z. B. eine dem Quolienten: 
A+Bx+Cx?+Dx?+ +. Px 
a+bx+cx’+dr’+ ++ px" 
- gleiche ganze Funktion N 
arßshyrthsrdt 0 4a 
gefunden werben, fo erbielte man bie Bleichungen: 
au =-A, daraus a=Ad; 
batap =B, daraus PB=(B-be)a; 
ca+bd+ay =C, daraus 5 * (C-bP-co)ia; 
da+cf+by+ad =D „ u. ſ. w. f. 
u. ſ. m f. 
Ware nun a=0, fo diente bie erſte Gleichung an SA nicht mehr zur 
Behimmung von a, nud enihielte Üüberbied einen Widerſpruch, wenn nicht 
ah A=0O wäre, und zeigte alſo im letztern Falle an (d. h. wenn nicht 
A=0 if), daß es Feine ganze Funktion gibt, welche dem Qustienten: 
_ AyBxtCx’+ . Pr 
bx+czx?+ «++. +px" 


/ 


gleich fein Fönnte. | 

Iſt außer a=0, auch A=0, fo taugt zwar bie erſte Gleichung 
aa=A nicht mehr zur Beftimmung von a, enthält aber auch Feinen Wiber- 
euch, und es hängt alfo noch non ben übrigen Oleichungen ab, ob bie auf 
gabe möglich fein ſoll oder nicht. 
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Die zweite der Gleichungen gibt aber für a= 0: 

he=B ser e=B%b, | 
dient ale zur Beſtimmung von «, wenn nit b=0O, und die Aufgabe 
kann in dieſem Kalle noch möglich fein. — Iſt aber auch ned b=O und 
nicht zugleich B=DO, fo enthält diefe zweite SHeihung be=B vinen Wi⸗ 
berfpruch, und bie Aufgabe if unbedingt unmöglich. — IR aber wieder außer 
b=0, ad noch B=0, fo bient die Gleichung be=B zwar nidi 
mehr zur Beflimmung von a, enthält aber auch Keinen Widerſpruch, und es 
hängt daher die Möglichkeit ber Aufgabe "wieder von ben noch übrigen Glei⸗ 
chungen ab; n. f. w. f 


| Anmerkung, Im Allgemeinen koͤnnen aus den m-+1 
Gleichungen die m-n--1 Unbeſtimmten &, B, y, ıc. ac. eliminirt 
werben, und ed bleiben dann n Gleichungen zwifchen den Koef- 
fizienten der gegebenen Funktionen übrig. — Sind diefe Glei— 
ungen von den gegebenen Koeffizienten A, B, C, ıc., a, b, c, 
x. nicht erfüllt, fo ift die Aufgabe $. 76. Mr. 4. feto mbeningt 
unmöglid. 


8. 79. Ertlärung— 

Eine ganze Funktion A*) iſt durch eine andere ganze Funk⸗ 
tion  fheilbar, und 3 -ift dann ein Theiler oder Faktor 
von A, wenn ed eine dritte ganze Funktion E gibt, fo daß 
A=DE ik. Dabei ift der Theiler oder Faktor DB ein ein- 
facher, doppelter, dreifacher u f. w. f., je nachdem er 
vom Grade 1, 2, 3, u. f. w. iſt. Der doppelte Baftor 
ax-Hbx-to heißt ein quadratlſcher, wenn b? = Aac- fl, 


2 
weil er dam die Form + 5) annimmt. — Die ganıe 
Funktion E heiße die Maaßfunktion, während B bie Ges 
mäßfunftion von A genannt werden kann. Die Funktion A 
jelbft mag dann auch eine Vielfache⸗Funktion von B heißen. 
Herner heiße die ganze Funktion P der größte gemein- 


*) Wenn nichts Befonberes bemerkt iR, find immer ganze Yunktionen 
eines Deränberlihen x verſtanden. 
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ſchaftliche Theiler mehrerer andern ganzen Bunftionen %, 
B, €, x. x., wenn e8 Feine ganze Bunftion eines höheren 
Grades gibt, durch welche alle diefe ganzen Funktionen A, B, 
C, ıc. 20. zugleich getheilt werben Fönnten. 

Dagegen heißt eine ganze Funktion VD die Fleinfte gemein- 
ſchaftliche Vielfache- Funktion mehrerer andern A, 3, C, ꝛc., 
wenn es Feine andere ganze Funktion von einem niedrigern Grade 
gibt, welche durch jede der Funktionen A, B, €, x. getheilt 
werben koͤnnte. 


Anmerkung, Eind A und ganze gain x, 


wm ÄRA duch Sthellbar, (fo daß SC ich), fo iſt 


auch PA durch O0 theilbar, wenn nur P und Q nicht x ent 
halten und nicht Null find. — Denn es ift: 


(PA:QB) = (P:Q)- 2) = POIE. 


$. 80. Lehrſatz und Erflärung., 
ft die ganze Funktion A vom mt" Grade durch’ Die ganze 
dunktion 5 vom nien Grade nicht theilbar, aber dabei mn, 
jo gibt e8 immer eine garge Funktion C vom (m—n)* Grabe, 
und noch eine ganze Funktion R von einem Grade, der niebris 
ger ift als der nt, und fo daß: 


A_cgı 


Einen ſolchen Quotienten, wie E- oder > , welcher Teis 


ner ganzen Funktion gleich ift, nennt man auch eine gebrochene 


Funktlon von x, und zwar ben erſtern 3 eine unaͤcht ge⸗ 
brochene, den andern dagegen eine ächt gebrochene. 


Es folgt dies unmittelbar aus 8. 76. Nr. 4. — Aus der⸗ 
ſelben Nr; A. kann man Auch das Verfahren abfehen, durch wel⸗ 
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ches eine unächt gebrochene Funktion 3. 2. Ft oder 
_ —_y? _ 
Zr, ober au 1 ‚ꝛc. ⁊ꝛc. in die Summe 


aus einer ganzen Funktion und einer Acht gebrochenen verwans 
delt wird. 


Aber auch in diefem Kalle kann man die im $. 78. erwähnte 
„Methode Der unbeftimmten Koeffizienten” anwenden, um, wenn 
A (vom mit Grade) und 5 (vom n!* Grabe) gegeben find, 
dann E (vom (m—n)!® Grade) und den Reft R (welcher im 
Allgemeinen vom (n—1)!® Grade fein wird, aber von einem 
niedrigeren Grade fein kann) zu finden, wie wir an nachfolgen- 
dem Beifpiele zeigen wollen. 


Dan febt nämlich den umzuformenden Quotienten 


— ————— x 
Tr en a 0 na un —α 





multiplizirt mit dem Diviſor x?—2x+A auf beiden Seiten 
und erhält 


x’ —Ax!-+7x?-16x?—-5x—3 | 


=x’+f{f Alx'+f Bix® C’x? x+4C 
EREREREE, 
+4 AA 4 | 


Run jet man links und rechts fo viele Baare von Koeffizienten. 
gleihnamiger und höchfter Potenzen yon x einander gleich, als 
unbeftimmte Koeffizienten A, B, C (nämlich m—n) eingeführt 
worden find, alfo 

—A=A-2; 7=B-244; 6= C-2B-LAA; 
beftimmt aus dieſen Gleichungen die Koeffizienten, nämlich 

A=-2, =-I m C=12; 

fubftituirt diefe Werthe ftatt A, B, C in dieſelbe Gleichung (wo⸗ 
durch links und rechts alle Glieder mit x? oder höheren Poten- 
sen von x, fich wegheben); und aus der uͤbrig bleibenden Gleichung 
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—5x—-3 = -— 8148-8 
findet man dann vollends R, nämlich 
Ä R = 23x51, 
fo daß man nım die unächt gebrochene Funktion 
x Axt H7x°-H6x? 5x3 
x’—2ı-4 
umgeformt hat in die Summe 
(x?—22?-ı +12) oT 
aus ziner ganzen Funktion von x und einer Acht gebrochenen. 


Anmerkung Wegen einer fpäter folgenden Anwendung 
wollen wir noch die ganze Funktion 
1) Aoxr+A x" It A,w 2A x 3 - A, ai 0. +A, 
vom ut" Grade, (in welcher Ay, Au, An, «+ A, beliebige 
Koeffizienten vorftelen) durch die ganze Funktion x-—a vom 
1” Grabe, dividiren, d. h. die ganze Funktion 
2) Box"1+Bx*?+-B,x#-2 -B,x=-14-B,x7°- BA 
vom (u-1)® Grade, welche fich als Refultat ergiebt, fo wie 
den Reſt R, welcher dasmal vom nullten Grade d. h. (nach x) 
fonftant fein muß, finden (wobei fich offenbar Bu, = A, zei⸗ 
gen muß). 

Rah der vorgefchriebenen Methode befommt man ald Re- 
fultat der Multiplikation mit x—a, auf der linken Eeite der 
Gleichung den Dividenden in 1.), auf der rechten Seite dagegen 
3) Pe B, x" 11 B, x#-31 B, #31 ... 

—aB, —aB, —oB, 
+ B.-ı xt R 
—0oB,_2 —aB,-ı. 
Vergleicht man nun die erften Koeffizienten in 1.) und 3.) fo 
giebt dies außer B,=A, ned B-eB,=A;,; 
B,-oaB, =A,; B,-—oB, = Ay; man x. 
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B._>—oB,.s = A„-3 und B,_ı—-oB,_2 = A und 
R—eB,_ı = A,, 


woraus die Koeffizienten B,, B., Bs, ++ B._ı und zulegt der 
Reſt R ohne Weiteres gefunden werden und zwar Durch folgen» 
des praftifche Verfahren: 


a) Man fchreibt die Koeffizienten des Dividenden hin, 
nämlich 
Ad, Ay, As, As, Au Au-.2, Au md A,. 


b) Man findet nun die genau unter die erfleren geſchrie⸗ 
benen Koeffizienten 


B,, B,, B,, B;, B,, ... B,_s, B.-ı und R, 


(3. B. B,) dadurch, daß man den naͤchſt vorhergehenden (B,) 
mit « multipligirt und den genau über den gefuchten (B,) fles 
henden (A,) dazu addirt, während zulegt der Reſt R nad dem⸗ 
felben Gefepe gefunden wird, in fo ferne R= aB,-ı-FA, iſt. 


Beifpiel. Sell alfe 3. B. bie ganze. Fuultion vom Bien Grabe 
29 2x 7426432° 22° -I2’432°-6x44 
durch x—1,2 dividirt uud auch ber zuletzt bleibende Reſt R, beftimmt wer- 
den, fo erhält man nach dieſer praftifchen Regel; 
(nad a)--- 1, 2 13, -2, 359, -6, 1 
(nad b) · · Bo, Bi, B,, B,, Bu, B, Bu, B, 8% 
und 
B, 0.19 =1; 
‚= 141,2)-2 = 0,8; 
B, = (-0,8).(1,2)+1 = 0,043 
B, = (0,04). (1,2)+3 = 3,048; 
B, = (3,048).(1,2)-R2 = 1,6576; 
B, = (1,6576) -(1,2)-3 = —1,01088; 
B, = (-1,01088)-(1,2)+5 = 3,786944; 
B, = (3,786944) .(1,2)-6 = -1,4556672 
und yulebt 
R& = (-1,4556672)-(1,2)+1 = —0,74680064 3 
und man bat nun gefunden 
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| x® —2x’+2°+32°— 221-323 45x? -6x+1 
| x-(1,2) 


-0,74680064 
= x’+B , x°+B,x’+B ,x'+B,x’+B,x?+B,x+B,+ 


19) 
vo B, bie B, bie fo eben gefundenen (ibeils poſitiven theils negativen) 
Derimal-Brüche vorftellen. . 


Sol (als 2ies Beifptel) 
x’—3x'—41?4+22?-5x+8 
durch +2 dividirt werden (wo = =—2 if), fo erhalt man 
(nach a) · 1, 3, 42, -5, 83 
(nad) b).«- 1, —, 6, —10, 15, —225 
und man Hat nun gefunden 
x? ut -Art4Dd2? 5248 


>= 
x+2 \ 


= x! —XC 10415425 


$. 81. 


VDividiven wir noch nad dieſer praftifchen Regel bie ganze 
. Qunftion F. vom mim Grade, nämlich 
AuxD-LA mL A gm A gi An rhAn, 
wo A,, A,, Az, «+ Am wiederum ganz beliebige Koeffizienten 
vorſtellen, durch —c, und fuchen wir die ganze Zunftion vom 
(m-1)tm Grade, welche fich ergiebt, und noch den Reſt R, fo 
nehmen wir 
(nad a)... Ay, Ar, Ar, Az, Au, An-i, Am 
nah bj Bo, Bı, B., Ba, Bu, + Ba-ı, R 
und finden > 
. O. A = Ay; 
= A,a+A, 5 
n = aB,+A, = A,a?-+A, AA,; 
B,=oB,-+A, = A,a’+A, 0?--A,o--A, ; 
B. = A,at Aa’ +A,a’4AsatA,; 
Ba = Asa tA ar ip A, me HAu sat As; 


Bn_, = A,am-1LA am-2 LA,0m-34 u HAn- at An 
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und zuletzt 
R—=A,om + A, am AL A,au3 LA,0am3 u An 
d. h. R=F,, 
wenn wir buch F. das bezeichnen, was aus F, wird, ſobald 
man a ſtatt x ſetzt. 
Man findet alfo 


— Boxn-1LB,xm 2 LB,0m3L 0. Buzmelh un 
+-Bn- 


wo B,, Bı, Ba, B,, + B,, + Bum-ı die fo eben (in «a 
und Ay, A,, As, Az, + An-ı ausgebrüdten) Werthe vor⸗ 
ſtellen. 

Dieſe Gleichung läßt ſehen: 

J. Iſt a ein Werth von x, welcher F, der Null gleich 
macht, d. h. welcher F, in Null verwandelt, fo it F, durch 


x—o theilbar; und der Quotient * iſt dann 


= B,x”-1-B x”? -B,x"°4- -BB-A, 
während B,, B,, Ba, Bs, + Bm-ı die oben aufgefundenen 
Ausdrücke (in a, A,, Ay, ee Am-ı) vorftellen. (Vergl. An- 
merfg. zu $. 76.). 

1. Sf Fe nicht =0, fo ift au F, nicht duch x—a 
theilbar. | 


II. Das obige Refultat der Divifion der ganzen Funktion 
F, durch x—a, fann man auch fo fchreiben, nämlich 


Fr _ | A,0d.zu-i- + Fu 


0 + hen x—0a 
Sn dem Falle alfo, wo « ein Werth ift, der F,=0 mad, 
iſt die durch dad Aggregat ausgedrüdte ganze Funktion von x- 


allen, = . (Berg. Anmerkg. zu $. 76.). 


—— 
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8. 3. 


Bergleiht man die Erklärungen der 88. 79. und 80. mit 
denen im Zten Kapitel des 1. Th. gegebenen, fo erhellet augen- 
Mich, Daß fich hier ganz analoge Folgerungen ziehen laffen, 
wie dort, und wir wollen von biefer großen Menge von Sägen 
bier nur folgende herausheben *): 

1) Die Summe und die Differenz zweier durch eine ganze 
Funktion B theilbaren ganzen Funktionen, ift wiederum durch 
B theilbar. a 

2) Das Produkt, deſſen einer Faktor durch 2 theilbar ift, 
it ebenfalls durch  theilbar. 

3) Iſt A duch B und wieder durch € theilbar, fo if 
auch A durch E theilbar. 

4) Wird A durch B dividirt, fo dag C der Quotient iſt, 
md X ber Reſt; wird dann wieder B durch R dinibirt, fo daß 
€, der Quotient, und R, der Reft ift; wird dann wieder R 
ducch R, dividirt, fo daß €, der Quotient und R, ber Reſt 
iR; und fährt man fo fort, nach dem Schema zu dividiren: 





* a € 
EB. 
X B €, 
3 
ı R| €, 
ER, 
RR €, 
ER, 
R, x €, 
ER: 
RK; 


— — — 


®) Es iſt jedoch ſehr intereſſant, alle Säge bes erwähnten dritten Ka⸗ 
pitels auf ganze Funktionen übergetragen zu ſehen, und wir empfehlen be- 
ſonders den Anfängern, biefe Uebertragung mwirflich vorzunehmen, wenn auch, 
wo bort 1 ſteht, bier oft das Wort konſtant (b. h. von x unabhängig) 
bafüg gefeht werben muß. 
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und findet man endlich, daß. bei -einem diefer Refte, 3. DB. bei 
Rs die Divifion aufgeht, fo naͤmlich, daß R, = 0 wird, fo ift 
Rs ber größte gemeinfchaftliche Iheiler von A und B. 


Denn fo oft a, b, c, r, folhe ganze Yunkionen find, daß mit bem 
Divifor b in’ den Dividenden a vieiwirt, per nächſmiedrigere Quotient e ws 
ver Reft r ſich ergibt, fo oft ift on ., 

. . r=zu-b mM as bofr. . 
Jeder Theiler TC des Dividenden a unb Diviſor b, iſt daher. auch ein Theiler 
von rn; und jeber Theiler U bes Reſtes r und des Divifors b,. noihwendig 
auch ein Theiler vom Dividenden a; und enblich jeber größte gemeinfchaftliche 
Theiler WW von r und b, auch ber größte gemeinfchaftliche Theiler von b 
und az; weil umgelehrt jeder größere gemeinfchaftliche Theiler T von b und 
a, auch r theilt, olfo auch gemeinfchaftlicher Theiler von b und r wäre. 

Nun iſt R, nach ber Annahme ein Theiler yom Divifor R., und ber 
größte Theiler son ſich ſolbſt, alfo auch ber größte gemeinfchaftlihe Theiler 
bes Divifors Rz und des Dividenden R,. Und in ber nächſtvorhergehenden 
Divifion, iſt R. ber Reft, und R, ber Divifor, alfo if R, wiederum ber 
größte gemeinfchaftlihe Theller des Diviford R, und des Dividenden R. 
Aber weil in ber nächftvorhergehenden Diviſion, R der Divkfor und R, der 
Reſt ift, fo iſt N, wieder der größte gemeinſchaftliche Deiler des Dioiſors 
R und bes Dividenden B; und dann in ber nächſtvorhergehenden ober erfien 
Divifion, eben weil R, als der größte gemeinfchaftliche Theiler des Dividen⸗ 
den B und bed Reſtes A bereits erkannt worden iſt, dieſelbe ganze Funktion 
R, auch der größte gemeinfchaftliche Theller von 3 und A. 


5) Sol daher zwifchen zwei gamzen Funktionen 4 und B 
der größte gemeinfchaftliche Theiler gefunden werden, fo darf 
man nur das im dritten Kapitel des 1. Th. für die ähnliche Auf- 
gabe bei ganzen Zahlen, gelehrte praftifche Verfahren unver- 
ändert anwenden; weil es aus den analogen Säpen abgeleitet 
werben Fann. 

6) Man kann auch bei jeder der einzelnen Diviſionen, 
welche dieſes praftifche Verfahren erfordert, den Dividenden oder 
ben Divifor, oder beide, mit Andbrüden P, Q, multipliziven, 
bie nicht Null find und zugleih unabhängig von Dem 
Deränderlihen x, ohne dag dadurch ‚dem Auffinden des 
größten gemeinfchaftlichen Theilerd ein Hindemiß erwuͤchſe. Hoͤch⸗ 
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imd erhält man, wenn P der (nach Nr. 5.) gefundene größte 
gemeinſchaftliche heller iſt, jetzt R-P zum größten gemeinfchaft- 
lichen Theiler, wo R nach x Tonftant und nicht Rull ift. (8. 80.). 
Man bedient fich aber dieſes Vortheild, um bei dem prafs 
tiſchen Auffinden des größten gemeinfchaftlichen Theilers, jeden 
gebrochenen Ausdruck der Koeffizienten zu vermeiden. 


Beifpiel. Es fei der den beiden ganzen Funktionen: 
x+—3x1-32°477°-105-8 uns x*'42°-177’+x46 
größte gemeinfchaftliche Theiler zu. finden. 
Man erhält zuerſt: 
x!12°_11x°?4x46 | x’ 3x0 3234 72°-10x— 8 
x’+ 2*-172°+ z2°4 6x 
—Ax!— dx’+68x?— 41-24 
Erfies Red 18x°-62x2—-12x416 


x-4 





1_, 20 


18x? -622?—12x+16 ir z’_ 17 x? , xı+ 6 js"t81 





gr 7 x’+ — xt 6 
AM, 120,, &9 320 
9° g% 97a 


Zweiter Reſt — ne x ter 166 
Baltpigiet man dieſen Ref mit — 5, fo erhält man x’-3x-2, und 


das Gefchäft wird weiter, wenn man ben vorhergehenden Reſt, als Dividen⸗ 
den, durch 2 dividirt (oder mit 4 muluiplizirt), 


x?-3x—2 | 9x? -31x2 6x48 | 9x—4 
| 9zx’-271?--18x 
— 4x?+12x48 
_ Ax?+12x+8 
000. 
dolglich it x -3x-2 und dann and P(x?-I3x-2) ber gefuchte größte 
gemeinſchaftliche Theiler der beiden gegebenen Funktionen, wenn nur P nicht 
RUN iſt und unabhängig von x. 


4 
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Wollte man aber bie gebrochenen Ausdrücke ganz vermeiben, fo mußte 
ſchon bei ber zweiten Divifien (bed erfien Diviſors durch ben erſten Ref) 
ber Dividend x*!+x?-17x?+x246 mit (18)? multiplizict werben. 


8.8. Erflärung. 


Iſt Fx irgend eine ganze Funktion von x, fo bezeichnen 

wir von nun an allemal durch 
F x’, F,=, F,=, Fr, ... F,® 
diejenigen ganzen Funktionen von x, welche aus einander, d. h. 
jede aus der nächft voranftehbenden und F,! aus F, felbfi, da⸗ 
durch abgeleitet werden, daß man jedes Glied mit feinem Expo⸗ 
nenten von x, multiplizirt und nachher den Erponenten felbft 
um eine 1 vermindert, babei aber die beiden Glieder von ber 
- Korm 
Ccx md C 
vorher in der Form 
| x! und Cx’ 

gefchrieben fich denkt. 

Diefe neuen ganzen Funktionen von x, nennen wir bezüg- 
lich die 

je, 28, Ze, Ate, oo mie 


Ableitung oder Derivation von F.. 


Iſt alſo 3 2. 
FR = 2x’— 3x'— x’ 42x? -ı 4, 
jo ift 
FF, = 10x*—-12x?—3x?4Ax+7, 


"Fer = A0x?-36x?-6x44, 
F,= = 120x?—72x—-6, 
F, = 240x—72, 
FR’ =240; RF"=0=-FR"T= X. X. 
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HM aber 


DR = s[agri]” 

jo ift 

) BR =s[ (m—a)Asxm-1e |, 
a+b = m-—1 


3) B" — s[ (m—a)21-1A,xm-3- l 


a⸗b = m—2 


2 F=S|(matAam-e], 


. a+b = m-3 
und allgemein, fo lange u <m ift, 
Or Fr = S[(m- apa]; 


arb = m—u 


alſo auch (fr e=m-1, alſo a+b=1, d.h g=0 um 
s=1) 


FO? mA ox-(m—1)lA, 


und namentlich noch ( für a=m, wegen a+b=0, alio 
=(0) Ä 


Pr? — me, =m! As; 
dagegen 


+1 2 
Fer ⏑ xX. x. 


$. 84. 
Bezeichnen wir durch Frrn Das, was aus einer geges 
benen ganzen Funktion F, wird, wenn man x-Hh ftatt x feßt, 
ſo if allemal 


1. Fin = — = Fx+F} RED au ut ar bo. de u Mu n 


während das lehte Glied = Ayhm ift (nach 8. 83.). 





*) D. h. = A u +A; „ud, ... +A, UL ... +An_ tr An 
I | . 8 


114 V. d. gemzen Funktionen von x. Kap. V.8.85. 


Denn, da jedes Glied von F,, die Form A,x" bat, fo 
iſt das entfprechende Glied von Farn, = A, (xh)⸗, während 
(nach $. 625") die Glieder der Entwidelung von A,„(x-+-h)* 
(in eine nach ganzen Potenzen von h fortlaufende Summe) nach 
dem Gefege gefunden werden, daß man den Koeffizienten des 


nächftoochergehenden (z.B. mit “ verfehenen) Gliedes, mit 
feinem Erponenten von x multiplizirt, nachher aber den Expo⸗ 
nenten um 1 vermindert (und den fo erhaltenen neuen Koeffi- 


zienten zulest mit multiplizirt). 


h’+1 
(r+1)! 
Dadurch und durch den Schluß des $. 62ble, iſt aber vie 
Richtigkeit der Gleichung 1. außer Zweifel geftellt. 


Sept man in 1. ftatt x den Werth “ fo erhält man 
n. Fon = — F „tr. „h+F"» 21 h_ıpm. a) hr “.. 


pa, ML Abm 

“ nah! a 

wo h ganz allgemein gedacht ift und jeden denkbaren Ausdruck 
vorſtellen Tann. 


Eept man endlich in II. noch x-« ftatt h, fo ergiebt fich 
eine Umformung von F,, nämlich 





II, FR=F.-+F. (&-0)4- 2, P" (x—a)? +37 m (X-Q)®.}er 





+ Pi (X-0)+ ... +m 1 pi FO, oe FO (x-a)m, 


während (nach $. 83. €) diefer lebte Koeffizient auch — A, If. 


$. 85. 


Diefe letztere Umformung ber beliebig gegebenen ganzen _ 
Zunftion F. von x, in eine ganze Funktion von x—a (bie mit 
F, von demfelben mir Grade ift), läßt aber fogleich eine An- 
zahl höchft interefianter Folgerungen zu, nämlich: 
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I. Disibirt man F, duch x-a, fo kommt eine ganze 
Sunktion vom (m—1)* Grade, welche ſich zur Linfen in ber 
Form 


1) Box"!+B,2”-B,x” 34 + +Bo-ı, 
wur Rechten aber in der Form 


2) Fit, Plx-0)+ x a)2+ ... —tA,(x—e)"-1 
ergiebt; und F. bleibt zum Reſt (S. Anmertg. 2. zum 8. 81.). 


Il. Dividirt man aber diefe neue ganze Funktion 1.) wie- 


der duch x—a, fo erhält man zwar zur Linken die Form 


3) C,xm 246,203 6,2744 0. +ln-3, 
we Rechten aber (aus 2.) die ihr gleiche Form 


4) En en + RT (x-—a)?-+ +. HA, (x—a)m-2; 


und der zulegt bleibende Reſt it = Fl. 


1. Faͤhrt mar fo fort jede neue, durch die lehte Divifton 
mit x—a erhaltene ganze Funktion, immer auf's Neue durch 
z-a zu dividiren, bi6 man zulebt eine ganze Yunftion vom 
nullten Grade, d. b. eine bfoße Konſtante K (nach x) erhält, 
io find die, bei jeder Divifion zulegt bleibenden Reſte (wie bie 
jedesmalige Umformung auf der rechten Seite deutlich ſehen 
läßt) bezüglich 


1 m 1 m 
ar IP Mler x. %. ar D 





und die erhaltene Konftante K iſt = Fi) d. h. =A, 


IV. Sind daher die Koeffizienten A,, Aı, Az, As, “ Am 
der gegebenen Funktion. Fr vom m!" Grade, in Ziffern ge- 
geben, — ift a ebenfalls ein gegebener Ziffernwerth, und 
will man nun berechnen die Ziffernwerthe, welche die Funktionen 

. | g* 
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1 1 n 1 „m 1 . 1 (n—) 

Far Bar apa zer ar ot“ 
annehmen, wenn man in ihnen den Ziffernmwerth « ftatt x feßt, 
fo darf man nur die gegebene Funktion F, auf dem praftifchen 
Wege, welcher im $. 81. angegeben fich findet, hinter einander 
fort durch x—a dividiren, alfo nur unter die gegebenen Koeffi- 
zienten 

Aoı Ars As, Az, A., An-ı, Am 
die neu berechneten 
B,, Bi, B,, B;, Bu, «+ Ba-3, Bn-ı, Bn = 
darunter wieder die aus B,, Bı, B., ıc. ıc. neu berechneten 
C, C,, C,, ;, .. Cm-2, CA Ri, 
darunter wieder die (aus C,, C,, Ca, ıc. xx) neu berechneten 
D,, D,, D,, D,, ... Da-3, Da-=R, 
darunter wieder die (aus D,, D,, Da, x. ıc.) neu berechneten 
E,, E,, E,, En-4, En = R; 
u. ſ. w. f. fchreiben, und die Reſte R, Rı, R,, Rı, I. %. 
find dann bezüglich die gefuchten Werthe jener Funktionen von x, 
aljo auch die Ziffernwerthe der Koeffizienten von h°, h, h?, h?, 
x. ıc. in II. des $. 84., und auch die Ziffernwerthe der Koeffis 
zienten von (x—e)’, (x—e), (x—a)?, (x—a)?, ⁊c. x. in ber 
Gleichung II. ebendafelbft. 


Beifpiel. SR 
Fk = 2x'- 3xt44x?-I3x45, 


’ 


fo iſt 
RT = 10xt-122°48x-3; 
FE = 402°-36x248,: alfo ZB,” =202°-182°44; 
1er, all Z7F" = 202-122; 
FT = 240x--72, alſo RT = 102-8; 
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mb - FR? =240, alfo 


Sept man nun x+h flatt x, fo daß man 
1) Ryyn = Axth)°—3(x+h)*+4(x+h)?-3(x+h)45 
hat, und will man bie neue. Form von F,,n, nämlich 


low 


2) RARSBH RT 4 Re Rh che 


für ven Werth x=a=3 angeben, fo nimmt man bie Koeffizienten von 
F,, nämlich 


(A). 2, -3, 0, 4, -3, 5, 
und berechnet daraus für «= 3 die neuen Koeffigienten 
(B)..- 2, 3, 9, 31, 90, 278, 
daraus wieder bie neuen Koeffizienten 
(0)... 2, 9, 36, 139, 507, 
daraus wieder | 
(DJ... 2, 15, Ss, 382, 
barand auf’ Neue 
(E)*- 2, 21, 144, 
daraus endlich | 
(P)es 2, 27, - 
daraus zu allerleht 
(Ger 2; 


und nun find die Zahlen am weiteften zur Rechten in (B) bis (G), nämlich 
275, 0, 32, 14, 7 wm 2 
bezüglich die Werihe, welche vie Funktionen 


1 1. 1 1 
F, y F/ , IE ‚ Tr , ai und 5 


für den Werth 3 von x annehmen. Und in ver That ergeben fich biefelben 
Refultate, wenn man jene Funktionen, wie oben gefhehen if, zuerſt herſtellt, 
dann aber in fie flatt x den Werth 3 ſubſtituirt. 
Dan findet daher fogleich (aus 6. 84. IL.) 
F, ,n = 2754507.h+382-h?+144-h?+27.h‘+2-h° 

und (aus 6. 84. TIL.) 

F. = 2754507.(x-3)+382-.(x-3)?-+184.(x-3)?4+27.(2-3)'+2(x-3)°. 

® . 
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| $. 86. 
Diefelbe Umformung II. des 8. 84. kann man aber auch 
zur analogen Umformung der (ebenfalls ganzen) Funktionen F 
Fr, FF, x. x. benuͤtzen. Wird nämlih die u* Ableitung 
von F. d.h. FÜ als die gegebene Funktion angefehen, fo 
find FA, ee, x. x. bezüglich ihre 
1#, 28, te, x. 2. Ableitung oder 
Derivation (nad 8. 83.), alfo ift (genau nach $. 84. II) 
auch noch 
"W. Fi) — F@ A -6) *3 NR) + o.. 
+ Ren. 
Für u=09 ift diefe Gleichung IV. zu gleicher Zeit die Glei⸗ 
hung II. des $.84., wenn man unter FO vie Funktion F, 
felbft verfteht. 
Daraus aber Täßt fi aufs Neue folgen (umd zwar aus 
dem bloßen Anblid der Gleichung IV.) 

1) SH F®=0 aber nidt Fr? =0, fo iſt FV durch 
(x—e), aber nicht durch eine höhere Potenz von (2-0) theils 
bar; und dieſer Say gilt auch umgekehrt. 

2) HF =0 und FOH-0, aber nie FO? =0, 
fo it FÜ? duch (x—a)® aber nicht durch eine höhere Potenz 
von (x—-c) theilbarz und diefer Sag gilt auch umgekehrt. 

3) Sind gleichzeitig FD =0, FO) =0 und Fr*?=0, 
it aber nicht auch noch FÜ? = 0, fo iſt F durch (x—a)? 
theilbar, aber durch Feine höhere Potenz von (x—e); und diefer 
Sag gilt auch umgekehrt. 

A) Allgemein: Ift © ein Werth von x, welcher gleichzeitig 
FD, FCTD, FOrHD, cu. bis FCAh pe NUM gleich macht, 

° | 


\ 
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aber nicht mehr FÜ”, fo ift FO durch (x-0) theilbar, 
aber durch feine höhere Potenz von (x-c); und dieſer Satz 
gilt auch umgekehrt. 

Und dies alles gilt fl u=0, u=1, u=?2, u=3,, 
we. d. h. fü Fr, F, Fl, Fi, x. x., wenn folde 
unter FÜ? gebacht werben. 

5) " Sf daher F, duch (x-a)’ theilbar, aber durch Feine 
höhere Potenz von (x—a), — fo find die Ableitungen 

FR, FF, RW, FU, on FOD pegüglich durch 
(x—o)’-1, (x—a)’-2, (x—a)’-?, (x—a)’-t, ++ (x—a) theilbar 
und feine derfelben durch eine höhere Potenz von (x—ca); und 
die nächfifolgende Ableitung FÜ? ift dann gar nicht mehr durch 
(x—a) theilbar. 

Denn der Boraudfegung zufolge find nach dem umgefehrten 
Sap von Nr. 4 (für u=0 genommen) alle Funktionen 
F,, Fl, . Fl, FÜ bi8 FÜ” für x=o ber Null gleich, 
aber nicht mehr FÜ’. Daher folgt aus 1.) (wenn man »—1 
ſtatt u ſchreibt), unfere Behauptung für FO»; — und aus 
2.) (wenn man »—2 ftatt zu ſetzt) unfere Behauptung für 
FC ?; — und aus 3.) (wenn man »-—3 ftatt gu febt) unfere 
Behauptung für FÜ”; — und aus 4.) (wenn man nach und , 
nah »—4, v5, «+ 2, 1 und O ftatt wu, und gleichzeitig bes 
züglid A, 5, «+ »—2, v—1 und v ftatt des dortigen » fchreibt) 
unfere Behauptung für FÜ, FÜ®, .. Fl, FÜ um FR 
felbft. 

Anmerfung. Ueber dies alled wird noch ein größeres 
Licht verbreitet, wenn man die in dem nun folgenden Paragra- 
phen aufzuftellenden einfachtten Grund -Eigenfchaften der Deri- 
vationen oder Ableitungen gegebener ganzen Funktionen von 
x, näher kennen lernt. 

® 
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8. 87. 
J. MM Rt Pi R=gpitil.. 
u. Iſt F.S K-Pe, ſo iſt Eekg. 
MM F. — Pr · Ve, ſo iſt Fe wege. 
IV. St FR=(x-o), ſo iſt F = n(x-o)-). 


Beweis von. — Hat „, das Glied Bx', und Y, das ent. 
fprechende Glied cæ, fo hat p,&yY, das entſprechende Glied 
(B,#C,).z°. — Die entſprechenden Glieder von y,',. und F," find 
nun bezüglich Bes 1, CT und (BC; und fo fällt 
bie Richtigkeit der Behauptung I. in die Augen. 

Beweis von I. — Das Glied Ba" von Y,, giebt das entfpre- 
ende Glied K-B,x" von F,; bie biefen Gliedern entfprechenden Glieder 
von pr und F,, find num bezüglich rB,x"T und rKB,x-1; und 
fo leuchtet die Behauptung IT, ein. . 


Beweis von II. — Denn da bie Öleihung F, = y,-u, als eine 


tdentifche, d. b. ganz unabhängig von irgend einen beſtimmten Werth von x, 
vorausgeſetzt wird, fo muß fie auch noch eine richtige Gleichung liefern, wenn 
man x+h flatt x feßt, was au h fein mag. Man hat alfo 


1) Frın = Yarn Varn. 

Nun iſt aber (nach 8. 84.) 
2) Porn = Patyocht Glieder mit h?, h>, x. ar. 
3) Yarn = YtYyzch+ Glieder mit h?, h?, ac. ar. 


Multiplizirt man nun bie beiden lebtern Gleichungen mit einander, fo er. 
giebt fich 


4) Pr Yen Pe Yt(Yr pr tpeVe)cht Glieder mit h?, h?, ic. _ 
Auf der andern Seite iſt (ebenfalls nach 6. 84.) 
5) Fan =F,+F,'ch+ Glieder mit h?, h?, x. 


Da num (nad 1.) die Ausdrücke in 4.) und 5.) zur Linfen, einander gleich 
find, fo müſſen auch bie zur Rechten (in A. und 5.), für jede h einander 
® 
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gleich fein und daher auch bie beiden Koeffizienten einer und berfelben Potenz 
son h, wodurch bie III. erwieſen fich findet. 
Beweis von IV. Aus F, —- (z-e)" folgt, wenn man x+h ſtali 

x febt, ſogleich 

F, m = (the) = [(x-e)+h]" 
alfe nad dem binomifchen Lehrfabe auch 

F,,n = (<-e)"+n(x-a)""!ch+ Glieder mit h?, h’, ⁊c. 2. 
Auf der andern Seite ift (nach $. 95.) auch 

Fan =Fr+F2.h4 Glieder mit 6°, h?, x. 2. 


Alfo müſſen wiederum bie beiden Reihen zur Rechten, für jedes h einander 
gleich fein, und deshalb auch bie Koeffizienten der gleichnamigen Potenzen 
von h; und daraus folgt nun bie Behauptung IV. unabweislich. 


g. 87bie, 

Setzt man nun in bie III., (x—c)" ftatt x, fo folgt 
(nach IV.) au8 Pr = (x-a), fogleih p, = n(x—e)"-1; 
und die IH. liefert nun, für diefen Werth von 9, das nach⸗ 
ftehende Refultat, nämlich: 

v St F=(x-o).y,, 
fo ift allemal auch 

BR = n(x-ay a Hx—a)p, 
= (x-a)P-[np-HR-—o)yR]- 

VI. Hat daher eine ganze Funktion F, eine Anzahl n. 
gleicher Faktoren x—a, d. h. hat fie die Form (x-a).Yy,, 
wo %, für x=.« nicht mehr der Null gleich wird, d. h. wo 
wir vorausfegen, daß W, den Faktor x-a nicht mehr hatz 


‚wenn alfo F, nicht mehr ald n gleiche Faktoren x—a hat; 


— fo hat ihre (erfte) Derivation FL allemal n—1 gleiche Fat; 
teten x—a, nicht mehr und nicht weniger. 

Denn da wir vorausfegen, daß der andere Faktor von F,, 
nämlich KT ven Faktor x—a nicht mehr hat, fo hat auch der 


122 V. d. ganzen Funktionen von x. Kap. V.S.88. 


andere Zaftor von Fi, nämlih nY--(x-—a)w. dieſen Halter 
x—o nicht mehr, eben weil der zweite Summand (x-a)- 
benjgiben noch hat. 

VII Und weil FZ wieder die (erfle) Derivation von F. 
ift, und FT wieder bie Cerfte) Derivation von FT, u.f.w.f., 
fo folgt aus VI. noch: 

Hat die ganze Funktion F. vom m!" Grabe, nicht mehr 
ald n mal den Faktor x—a, fo hat denfelben Faktor x—« 


die ganze Funktion F, vom (m—1)" Grabe, n—i mal, 
„u " FR u (m2m ., n—2 mal, 
"0. f Fo, (ae. , n—3 mal, 
nu n FR o . (au ,, n—4 mal, 


u. ſ. f.; alfo bat denfelben Faktor x—a 

die ganze Funktion FÜ? vom (m—n+2)'" Grabe, 2 mal 
Fer „ (m-nH)e , ,nuri mal 
FO», x. x. haben 


" " "n 
und die folgenden Derivationen FI”, 
diefen Faktor x—a gar nicht mehr. 

Dadurch ift aber auf die Behauptung 5.) des $. 86. das 


verfprochene neue Licht geworfen. 
“ 


$. 88. 


1) Haben daher die: beiden ganzen Funktionen F, und F 
feinen gemeinfchaftlihen Theiler, ($. 79.), fo bat F, feine 
zwei gleichen einfachen Faktoren. 

2) Findet man aber (nach dem Berfahren des $. 82.) zwi- 
fhen F. und F, einen größten a on Theiler G,, 
eriftirt jedoch zwiſchen G, und F, kein gemeinſchaftlicher Theis 


ler mehr, jo kommt jeder — daltor von G, in der gan⸗ 
zen Funktion F., aweimal ald Faktor vor, nicht. öfter und nicht 
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weniger oft. — St daher G, nur vom erſten Grade, etwa 


x—b, fo bat man zwei einfache Baftoren von F., nämlid) " 


(x—b)? bereitd wirklich gefunden. 

Findet fich jedoch zwifchen G, und Fl noch ein größter 
gemeinfchaftlicher Theiler H,, fo ift diefe Funktion H, ein größ- 
ter gemeinfchaftlicher Theiler der drei Funktionen Fr, F und 
RP; und wenn dann H, mit FT feinen gemeinfchaftlichen 
Theiler mehr hat, fo fommt jeder einfache Faktor von H,, in 
ber ganzen Funktion Fx vom mi" Grade, dreimal vor, nicht 
öfter und nicht weniger oft. — Iſt dann H, augleih vom erften 
Grade, etwa x—b, fo hat F, den Faktor x—b dreimal. 


3) Man kann aber, wenn die ganze Funktion Fz vom mir 
Grade, mehrere einfache Fakltoren (x—a), (x-b), (X—c), 2. 
n mal, mehrere andere einfache Faktoren (x—e), (XP), %., 
u mal (wo u<n), noch andere z. B. (x—-g), ic. » mal.(wo 
zu) u. ſ. w. f. haben follte, — die ganzen Funktionen 
P=(X-a\X—b)(R- 0), YP=(X-e)a-M er, 2=(R-g) 
1. ſ. w. f. finden, welche den Produkten diefer einfachen Faktoren 
bezüglich gleich find, fo wie auch die ganze Funktion 
= — ; und es finden ſich auch die Zahlen n, 
A, v, ⁊c. dqzu, welche anzeigen, wie oft bezuͤglich jeder einfache 
Faktor von ꝙ, von V, von x, u. ſ. w. in ber ganzen Funktion 
F, vorkommt. 

Wir wollen beiſpielsweiſe annehmen, daß man habe 

Fxz = ꝙ.xꝰ. ꝰ. G., 


wo 6 das Produkt aller der einfachen Faktoren vorſtellt, welche 
in Fx zweimal vorkommen, fo folgt aus V. und VI. des 8. 87. 


F, — @4.10?.42.0+Hz ; Fr = p°.W?.g-Kz; 
Fr = 9°. WeLx; FY = p-M,;, 


während F), FI, x. von den gleichen Faltoren in Fx, keinen 
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mehr enthalten, eben fo wenig als die ganzen Yunftionen Gz, 
Bx, Kx, Lx, Mx deren enthalten. 
Sudt man nun (nad) $. 82.) zwifchen Fx und FT ben 
größten gemeinfchaftlichen Theiler T,; eben fo zwifchen F, und 
F, den größten gemeinfchaftlichen Theiler T,; ferner zwifchen 
FE mb FT den größten gemeinfchaftlichen Theiler Ts; dann 
zwifchen F und FZ den größten gemeinfchaftlichen Theiler 
T.; und fegt man dies fo lange fort, bis man (außer der Ein- 
heit) feinen gemeinfchaftlichen Theiler zwifchen zwei nächſt auf 
einander folgenden der ‘Derivationen von Fx, mehr findet (wels 
ches in unferem Beifpiele jest der Fall ift, fo wie hier T, al 
ber legte diefer größten gemeinfchaftlichen Theiler fich zeigt, alfo 
T, =1); — dann hat man (in unferem Beifpiele) 

T, = 1, T, = 9; T, = p°.Yı; T, = ꝙꝰ. Vꝰ.x 

und T, = p1.W°.1?.9; 

und hieraus findet fich 





T,-T T,-T T,-T 
—-T 8 — _8 8, — _3 4 und = 1-2 
p 4) , (N) Tr )) X T? 73 


wodurch ꝙ, W, x, 9 gefunden find, während dann die ganze 
Funktion Gx = noch dazu gefunden wird. | 

Faſſen wir nun das Verfahren ganz allgemein auf. — 
Denken wir und eine ganze Funktion Fx gegeben, von deren 
Faktoren wir noch gar nichtd wiflen, und unterfuchen wir nun, 
ob fie gleiche Faktoren hat und wieviele Faktoren fie zweimal, 
wieviele dreimal, wieviele fie viermal, u. f. w. f. hat. u 

Wir fuchen zu dem Ende zwifchen je zwei der auf einander 
folgenden Funktionen 


Fa, Fi, Fa, Fr, Fo, oe FO®, FO, Fr, FO+HD, xX. x. 


die groͤßten gemeinfehaflicen Theiler 
T, ’ T, N T; N T, N T, ' ... Tn-ı, Tı N Tarı ' ı. ⁊c. 
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Findet fi nun ſchon Ta =1 (oder nach x konſtant) und Tı-ı 
noch als eine Funktion von x, dann ift 
Tna-ı das Broduft der einfachen Faktoren, welheinFz; nmal, 
Tna-,Tn 
77 n ” " " 
Ta-»Ta_ı 
Ta- 
Tı -Tı_ 
— n " " n a a 7 u (n-3)mal, 
u. ſ. w. f., alfo aud 
* das Produkt der einfachen Faktoren, welche in Fx 3 mal, 
3 
ndih . 
— das Produkt der einfachen Faktoren, welche in Fx 2mal 
2 
vorfommen; — und wenn einer diefer Ausdrüde 3. B. 
un —1 (oder nah x fonftant) wird, fo ift dies ein 

k 
Beweis, daB e8 nicht einen einzigen einfachen Faktor giebt, wel- 
her in der gegebenen Funktion Fx gerade k mal vorfäme — 
Dividirt man zulegt die Funktion Fx durch das Produft aller 
(Botenzen der) gleichen Faktoren und iſt Gz die ganze Funktion, 
welche man ald Quotient erhält, fo ift man überzeugt, DAB Gr 
feine zwei gleichen Faktoren mehr hat. 

Durch diefed Verfahren wird alfo die gegebene ganze Funk⸗ 
tion. Fx auf die Form pl Wkey, Gx gebracht, wo @x, 
Vz, Xx, “ Gx gefundene ganze Funktionen von x find, von 
denen man überzeugt ift, daß feine derſelben zwei (oder gar 
mehr) gleiche einfache Faktoren enthält. | 


"rn nn ka-Dmal, 


n " " " " rn "nn (n-2)mal, 
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Zweite Abtheilung. 


Bon ben Ziffernwerihben der ganzen Funktionen. 
! 


$. 89. Aufgabe. 
Die Summe S ber ganzen Funftion 
| 1--x+x?+x’+x'-- 0. —xn 
zu finden, d. h. eine andere Form zu finden, welche dieſer 
Summe gleich ift. 
Auflöfung. Man febe: 
1) 14x4x’ +2’ + .. 4xm=S, 
und multiplizire beide Seiten mit x, fo erhält man: 
2) xtX? tx? 0. amemHl x-S. 
Subtrahirt man nun dieſe Gleichung 2.) von 1.), fo ergibt ſich: 
3) I-H= (lox)S, 


» 


woraus 
j—x"+1 
,„ 92 9: 
folgt. 
8. 90. 
Demnach ift die Summe der ganzen Funftion: 


1x 
P-HPx-+Px?+-Px?-+ .» -HPxz, = P. — 7 ⸗ 


und dies iſt zu gleicher Zeit die Summe einer jeden geometri— 
ſchen Reihe, in ſo ferne die ganze Funktion von x zur Linken, 
gewoͤhnlich ſo genannt wird. 

Man ſagt naͤmlich: die Glieder P, Px, Px?, Px?®, x. ıc. 
bilden eine geumetrifche Progreffion ober eine geometris 
ſche Reihe, von welcher P das erfte, Px” da8 mi Glied, 
x aber der Erponent der Reihe genannt wird; — und die fo 
eben erwiefene Gleichung: 
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1 +1 





1—x 


bildet den wichtigften Sag In der Lehre der geometrifchen Reihen. 


s[ Px® ]> P- 


ab =m 


8. 91. Lehrfap. 
1 Im einer reellen ganzen Bunftion von x, nämlich in 
A+Bx-+Cx?-- «+ +Mx®, 

fann man dem x jebesmal einen folchen abfoluten Cd. h. nicht 
negativen) Werth geben, daß das erfte Glied A, abjolut ges 
nommen, größer ift, ald die arithmetifche und dann um fo mehr 
größer als die wirkliche Summe aller übrigen Glieder, wenn 
auch darunter welche mit entgegengefegtem Vorzeichen vorfommen 
jolten; und hat ein Werth von x diefe Eigenfchaft, fo hat jeder 
(abfolut genommene) Eleinere, dieſelbe Eigenfchaft. 

1. Man kann x immer fo Hein nehmen, daß die Summe 
Bx--Cx?—+ ... 4+Mxm unendlich Hein wird, d. b. immer Heiner 
noch, als jede bereitd noch fo Klein gedachte beftimmte Zahl. 

Beweis. Denn es fei P der größte der übrigen Koeffizienten, fo if 
offenbar: 


1) Pextx’4x’+ re )>Brt6xtr .+Mx”, 
oder (nach $. 90.): 


2) PB 





>Bx+Cx?+ «+ +Mx” *), 


Son nun A größer —* als die arithmetiſche Summe rechts, ſo darf man 
nur nehmen: 





m1 
A>P« 2 ⸗ 
1—x 
oder xl und Alı-z)>P(x-x"ti), 
d. h. x und A>[A+P(i-x")]x, 
A A 
d. h. si md — —2x; oder —> 
A+P(i—x") A+P =“ 





”) Wo alle Koeffizienten abfolut genommen fein follen. 
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j . A 
Umgefeprt namlich, nimmt man xyxfỹ *), ſo iſt x<i, alſo auch 
P(ii-x")<P, [A+P(1-x")]x<(A+P)xz; und weil (A+P)z<A if, 
fo ift um fo mehr dann [A+P(1-x”")]z<A, 





alfo A-Ax>P(x-x"+1), 

ey x.” m+1 . 
folglich A>P. 1" 
alfo A >Bx+Cx?+ .. +Mx, 


wodurch die Behauptung I. erwiefen iſt. 
Um die Behauptung II. zu erweifen, fehreibe man 
Bx+Cx?+Dx?+ +. +Mx”T zunächſt fo, nämlich: 
x(BtCx+Dx?+ «.. +Mx-1). 
Nun ift fo eben bewiefen worben, daß x<i und fo genommen werben 
fann, daß B>Cx+Dx?+ vo +MxT1 wird, wenn auch alle Koeffizienten 
als abfolute (pofitive) Zahlen gedacht werben, und daß für jeden (abfolut) 
noch Heinern Werth von x, folches um fo mehr der Fall fein müſſe. Folg⸗ 
lich Tann man x fo Hein nehmen, daß 
B+Cx+Dx?+ vo +Mx”1<2B, 
demnach 
BCMXx? DXA.. Mx <2Bx 
wird, während 2Bx ſelbſt jede noch fo kleine Zahl k an Mleinpeit noch | 


übertrifft, wenn man x uinmi. 


$. 92. 


1. Ordnet man die veelle ganze Funktion fallend, d. h. | 

nimmt man 

Ax@--Bxm-1L0xm2L 0. 4Sx?--Tx+U, (= F,) 
fo Tann man auch immer dem x einen folchen abfoluten (d. 5. 
nicht negativen) Werth geben, daß das erfte Glied Axt, abs 
folut genommen, größer wird, ald die arithmetifche Summe aller 
übrigen Glieder; und hat ein Werth von x diefe Eigenfchaft, 
fo Hat fie auch jeder abfolut größere. 


*) Immer nur bie abfolnt genommenen Koeffizienten verſtanden. | 
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Denn man febe n ſtatt x, fo erhält man, indem mit zw 
multipliziert wird, zu.F, = 
A--Bz-C2?+ «+ +82%°4-Tz%1--Uzm. 
Da nun ein Werth Z für z möglich ift (und dann jeder klei⸗ 
nere), für welchen A größer wird, ald die arithmetifche Summe 
aller übrigen Gliever, fo gibt e8 wegen z= 4, auch einen 
Werth) a von x, der >1 w und 


A>BI-+C5 tu UL, 
aljo auch AxmBxm-i Cxm-·2... +U 
macht; und fo wie für 2 ein noch kleinerer Werth geſetzt wird, 


jo erhält man für x einen noch größeren, der diefelbe Eigenfchaft 
haben muß. 


1. Man kann auch den Werth von x immer fo groß neh—⸗ 
men, daß das abfolut genommene erſte Glied Axt, die arith- 
metifche und deshalb auch die wirkliche Summe ber übrigen 
Glieder BxmLExm-24 0. 1Tx+U um mehr noch über: 
ſteigt, als jede noch fo groß gedachte beftimmte Zahl br d. h. 
daß Axm unendlich groß wird. 

Denn, denken wir und alle Koeffizienten poſitiv (oder viel- 
mehr abfolut), fo ift 


1) Axm-(Bxm-10xm-34 .. U) 
- xl Ax- (+6 2 + 4U =] 
Da man nun x groß genug, nämlich Z flein genug nehmen 
fann (nach 8. 91. I1.), daß +. . U unendlich llein 
wird, ſo kann man jedenfalls x ſo groß nehmen, daß fuͤr dieſen 


und dann auch für jeden noch groͤßern Werth von x, 
IL 9 
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B+CI+ o.. v. <2B 


wird, fo daß die vorftehende Gleichung 1.) in die Ungleichung 
2) Axm—(Bxru-iLCxm-24 .. -U)>xm-)KAx—2B) 


uͤbergeht. Da nun x fo groß genommen werben fan, daß 


A-H2B 


Ax-2B>A wird, weil man dazu nur > — zu neh 


men braucht, fo wird dann um fo mehr —8 und 
dann wieder um fo mehr die Differenz in 2.) zur Linfen, >A 
werden, wie groß auch A gedacht fein mag. 

Anmerkung. Iſt daher P ver größte aller Koeffizienten, 
fo darf man nur SH . machen, wenn bad erfte Glied 
Axm größer fein foll, als die arithmetifche Summe aller übrigen 


=& are nehmen, um 





Glieder. Und eben fo darf man nur x>= 


zu bewirfen, daß daß erfte Glied Ax Die Summe aller übrigen 
Glieder um mehr als jede bereitö noch fo groß gedachte Zahl A 
überfteigt. — Dabei muß man aber ja nicht unterlafien zu be- 
merken, daß hier immer nur von bem abjolut Größern und Klei- 
nern die Rede ift. 

oe 88. 

Hieraus folgt: 
1) Man Tann in der reellen ganzen Funktion: 
A+Bx-+-Cx?+ +. 4Mxm, . 

dem x jededmal einen foldhen Werth geben, daß die ganze Funf- 
tion ſelbſt, einer pofttiven oder einer negativen Zahl gleich ift, 
je nachdem A poſitiv oder negativ. Und findet dies für einen 
beftimmten Werth von x ftatt, fo findet daffelbe für jeden ab- 
folut kleinern Werth von x ebenfalls ftatt (8. 91.1). — Und 
nimmt man x unendlich Fein, fo ift der Werth der ganzen 
Bunftion, von dem Wertbe A nur um ein Imenblich= Kleines 
verfchieden. | 


[4 
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2) Man Tann aber auch in der reellen ganzen Funftion: 
zu LAxm-1LBgm-2L 0. 18x? 11x U, 
dem x einen folchen reellen Werth geben, daß die gegebene ganze 
Funktion felbft, einer pofltiven oder negativen Zahl gleich wird, 
je nachdem das erſte Glied -xm einer pofitiven ober einer nega⸗ 
tiven Zahl gleich iſt; und findet dies ftatt für irgend einen Werth 
von x, ſo muß ſolches auch für jeden abfolut größern Werth 
von x ftatt finden. — Und nimmt man x pofitio oder negativ 
aber an fich unendlich groß, fo wirb der Werth dieſer ganzen 
Funktion ebenfalls pofitio oder negativ unendlich groß, je nad) 
vem das erfte Glied x poſitiv oder negativ wird. 


| 3) Man fan daher immer ftatt x eine folche abfolute 
(pofitive) Zahl ſetzen, daß die reelle ganze Funktion 
xml Axm-11Bxm21 .. U 
einer pofitiven Zahl gleich wird, und dies ift allemal ver Fall, 
wenn xZP-1 genommen wird, wo P der größte aller Koeffi⸗ 
zienten ift. Es ift aber auch allemal der Fall, wenn =ZS-H 


genommen wird, wo S der größte unter den negativen Koeffi- 
sienten ift. 


4) Man kann aber auch immer ftatt x eine folche negative 
Zahl fegen, daß die reelle ganze Funktion 
xmtAxm-1LBym-2L .. U 
einer poſitiven Zahl gleich wird, wenn m getabe iſt, und einer 
negativen Zahl gleich wird, wenn m ungerade ift. 


Anmerkung. Died lehtere verfieht man Darunter, wenn 
man fagt, daß diefe ganze Funktion = too werde für =, 
dagegen — too werde für <= —oo, je nachdem m eine ge- 
tade oder eine ungerade Zahl if. Man vergleiche forgfältig 
damit die im erften Theile dieſes Werkes ($. 45.) gegebenen Ber 
griffe des Größern und Kleinern. 
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$. 94. Erklärung. 

Wenn in der Folge gejagt werden wird: eine Funktion 
Fx, von x, ändere fi ftetig, mit den fletig fi An- 
dernden reellen Werthen von x, fo verftehe man darunter: 
daß der Unterſchied: 

Fxn—Fx, 

welcher die Aen derung von F, genannt wird, abfolut genom- 
men, Fleiner werde, je Heiner h gedacht. wird, und daß biefe 
Aenderung Kleiner werden Tonne, als jede noch fo Heine aber 
gegebene Zahl D; umd zwar für jeden Werth von x. — Sagt 
man aber, daß Fx ſich für x zwifchen « und £ ftetig än— 
dere, fo gilt dad von dem Unterſchied 


Fxrn —F;, 


Gefagte nur, in fo ferne x einen, zwifchen « und 4 liegenden 
Werth hat. — Die Zahl h heißt dabei die Aenderung von x. 


8. 9. 


Iſt Fr eine reelle ganze Funktion von x, fo Anbert fich 
folche mit den reellen Werthen von x ftetig ($. 24.). 
Denn ed ift (nach $. 84. ") 


h? 
1) Fun = = F,-+F-h+FX 1 N pr ar ꝛc. ⁊c., 
alſo 
2) Frra—Fr = he (FH pm, FF h° + oc 
I = (Fi x" 2] 1°x°57 x.) 

Nun kann (nach 8. 90.) h immer klein genug gedacht wer- 
ben, daß auch für jeden noch kleinern Werth von h, ber ein- 
geflammerte Faktor zur Rechten, Fleiner ald der abfolute Werth 
von .2F,, daß alfo auch 

3) Fxrn—Fx < al der abjolute Werth von 2F'h 


wird, während das letztere Produkt 2F,-h ftetd Kleiner werben 
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kann als jeder noch fo Feine Werth D, weil man nur hp 


zu nehmen braucht, wo dad + Zeichen nur den abfoluten Werth 
dieſes Quotienten anzeigen foll. 

Sollte an einer Stelle d. h. für einen gewiſſen Werth von 
x, R=0 werben, fo würde 


Fx„n—Fı = h°?. (F, o 51 +Fr* 3] LIE pe nn -) 


fein und dadurch iſt unfere Behauptung auch für dieſe (Aus- 
nahmd-) Werthe von x, außer Zweifel geftellt. 


Anmerfung Man fieht hier venfelden Sag für alle 
ganzen Funktionen von x allgemein bewiefen, der bereitd im 
erſten Theiles dieſes Werkes (88. 157. 158. 176. 198.) für die 
ganzen Funktionen der vier erften Grade bewiefen ſich findet., 


8. 96. 

Zugleich ift die Aenderung von Fz, für ein fo kleines 
abfolutes h, poſitiv oder negativ, je nachdem der erſte Koeffi⸗ 
zient FL poſitiv ober negativ ift. 

Dagegen ift, wenn die Aenderung h von x negativ, aber 
abfolut fo fehr Hein ift, die Aenderung von Fx nothwendig ne- 
gativ oder pofitin, je nachdem biefer erfte Koeffizient F, po- 
ſitiv oder negativ iſt. 


Anmerkung. Jede ganze Funktion Fx hat daher die. 
Eigenfchaft, daß fle fich für auf einander folgende Werthe von 
x, die alle von einander nur um eine fehr Heine Zahl h vers 
(Wieden find, ebenfalls nur unmerklich ändert, und daß man die 
auf einander folgenden Werthe von x fo nahe nehmen Tann, 
daß auch die auf einander folgenden Werthe der Funktion Fx 
einander fo nahe kommen, ald mian nur immer will. 

Während aber die auf einander folgenden Werthe von x, 
mmer größer und größer werben, muß bie Funktion Fx nicht 
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nothwendig ebenfalld immer größer und größer werben, ſondern 
fie kann abwechfelnd größer und Kleiner werben, in fo ferne fol- 
ches, für fo Hein gedachte h davon abhängt, ob F, pofitiv 
oder negativ ift, während dieſes letztere wieder von dem jedes⸗ 
maligen Werthe von x abhängt. 


$. 97. 

Denkt man fi) dem x in Fx, nach und nach alle ftetig 
wachſenden reellen Werthe gegeben, von —co an Bid zu -4-oo 
hin, fo wachen (nach 8. 96.) die Werthe von Fx mit denen 
von x zugleich fletig, fo lange diefelben den erſten Koeffizienten 
F, Lin der Entwidelung (des 8. 84.) von Frın nach Potenzen 
von h] pofitiv machen; dagegen nehmen die Werthe von Fx ab, 
während die von x immerfort wachfen, fobald man zu folchen 


Werthen von x gelangt ift, weldhe FL) negativ machen. Und 


dazwifchen liegt einer der reellen Werthe von x, welcher F,, = 0 
macht, und diefer Werth von x bildet alfo in Bezug auf den 
Gang der reellen Wertbe von Fx einen Wendepunft, fo daß für 
ihn diefe Funktion Fx ein Kleinſtes oder ein Größtes wird, 
je nachdem fie bier vom Abnehmen zum Wachfen, oder vom 
MWachfen zum Abnehmen übergeht. 

Das letztere hängt aber wieder ab von dem zweiten Koeffi- 


zienten FI jener Entwidelung von Frrn. Machen die in Rebe 
ftehenven reellen Werthe von x, welhe FL zu Null machen, 
F2 pofitiv, fo gehen die Werthe von Fx, nachdem fie bisher 
abgenommen haben, jest zum Wachfen über, und im Wende⸗ 
punkt it F, ein Kleinfte®s. Wird aber Fl negativ, fo ift 
im Wendepunft, F. ein Größtes. — Und wirb auch zugleich 


F=0 und nit FT, fo findet gar Fein Wendepunkt ſtatt 


für diefen Werth von x, obgleih er FR=0 macht; und nur 
erft, wem berfelbe Werth von x, Fi, RZ, und zugleich FÜ 


Kap. V.8.98. der ganzen Funktionen, 135 


nicht aber FT zu Null macht, findet für diefen Werth von x, 
in dem Gange ber reellen Werthe ein Wendepunkt flatt,. an 
welchem F, ein Kleinftes oder ein Größtes ift, je nachdem 
FT für denfelben Werth von x poſitiv oder negativ wird. 


— Man erfennt leicht, wie diefe Unterfuhung im Speziellen 
weiter verfolgt werben Fann. 


6. 98. 


Denkt man fich abermald dem x nad und nach alle auf 
einander folgenden ftetig wachfenden Werthe, von —oo an Durch 
O hindurch bi8 zu oo bin, gegeben, währenn Fz die reelle 
ganze Funktion 

xm LA, RA hA gexm8 .. +An-ıxtAn 
vorftellt, jo find alle zugehörigen Werthe von Fx nothwendig 
ebenfalls reell, und dabei ftetig ſich aͤndernd, und 

von too anfangend und mit oo aufhörend, wenn m 
eine gerade Zahl ift; 
bagegen Ä 
von —coo anfangend. und mit 00 aufhörend, wenn m 
eine ungerade Zahl if. 


Im erftern Falle, wenn m eine gerade Zahl, kann die Funk⸗ 
tion Fz, eben weil fle fich ftetig nur ändert, entweder gar nichk 
bis zur Null hinkommen, oder, geht ſie einmal durch O hindurch 
‚in das Negative, fo muß fie noch einmal durch Null hindurch 
zurüdfehren, um -mit oo aufhören zu koͤnnen. Ueberhaupt 
kann fie nur 2, 4, 6, d. h. eine gerade Anzahl mal, vom Poſi⸗ 
tiven zum Negativen, oder vom Negativen zum Bofitiven, Durch 
Null hindurch gehen, ſo daß unter allen reellen Werthen von x, 
entweder feiner, oder 2, oder A, oder 6, oder überhaupt eine 
gerade Anzahl derfelben dieſe ganze Funktion Fx zu Null machen. 
— Im andern Falle, wenn m eine ungerade Zahl ifl, muß F, 
einmal wenigftend durch Null hindurchgehen, fie fann aber wie- 
ber duch Null vom Negativen zum Bofitiven gurüdfehren, und 
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geht dann 3 mal duch Null hindurch. Eben fo kann ſie 5, 7, 
x. mal, überhaupt eine ungerade Anzahl mal, vom SBofttiven 
in dad Negative oder vom Negativen in das Bofltive, durch 
Run hindurchgehen, während nämlich dem x nach und nad alle 
reellen und ftetig abnehmenden Werthe von -Hoo bis zu —oo 
hin, gegeben gedacht werben. 


Anmerfung Es erleiden jedoch diefe Folgerungen in 
allen den Fällen eine Ausnahme, in welchen der Gang der Funk⸗ 
tion fie gerade bis zu Null hinführt, und von da fogleich wie- 
der auf diefelbe Seite zurüd. 


$. 99. 


Und ift m eine gerade Zahl, dagegen das legte Glied An 
* der ganzen Funftion Fx, negativ, fo wird Fr 


+0, negativ, +00, 

während 

x=—0, x=(, x=4o 
genommen wird; alfo geben dann „die reellen Werthe von Fx, 
— während dem x alle reellen Werthe, von — bis zu oo 
ftetig abnehmend gebacht, gegeben werden, — von -oo in das 
Negative hinüber und zu co zurüd, mithin wenigftens zwei 
mal duch Null hindurch. Unter den reellen Wertben von x 
eriftiren alfo dann nothwendig zwei, welche Fx zu Rull machen, 
vd. h. der höheren) Gleihung Fxz =0 genügen, ein pofttiver 
und ein negativer. 


$. 100. 

Wird diefelbe ganze Funktion Fx, für x=« pofltiv, da⸗ 
gegen für x= P negativ, während « und 4 reelle Zahlen find, 
fo liegt zwifchen « und 8 wenigftens ein, vielleicht aber auch 
mehr als ein reeller Werth von x, welcher Fr zu Null macht, 
dv. h. der Gleichung Fx= 0 genügt, eben weil, während dem 
x alle ftetig neben einander liegenden reellen Werthe „zwifchen 
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a und 4 gegeben gebucht werden, Fx nur ftetig fi Andert, 
alfo nur duch Null hindurch vom Poſitiven zum Regariven 
übergehen Tann. 

Diefer Werth von x, welcher Fr=0 macht, ift dagegen 
vieleicht rational, vieleicht irrational, immer aber doch 
als eine pofttive oder negative ganze oder gebrochene Zahl anzu- 
jehen, wenn er nicht Null ift. (Man vergleiche 8. 4. d. J. Th.). 


Anmerkung. Kann diefe irrationale Zahl aber auch nicht 
angegeben werden, fo Tönnen doch unendlich viele angebbare 
Naͤherungs⸗Werthe gedacht werben, die von ihr felbft um weni: 
ger verfchieben find, als jede noch fo Heine aber gegebene Zahl. 


Schluß-Note. 


Alles dies Tebiere, und was bereits im erſten Theile dieſes Lehrbuches 
über den Gang ber reellen Werihe der ganzen Funktionen ber vier erſten 
Grade gejagt fih findet, laͤßt fich auch, wenn man geomelrifche Betrachtungen 
anwenden will, noch räumlich verfinnlichen. — Denft man fich nämlich eine 
unbegrenzte gerade Linie (Big. 6.) XAX, in ihr irgendwo einen Punkt A 
und von biefem Punkte A aus nach und nad alle Werthe von x bingetragen 
(AP,=1, AP,=2, AP,=3, u. ſ. w. aber auch alle Zwiſchen⸗Werthe 
von x, von benen einer burch AP felbft vorgeftellt fein mag); denkt man fidh 
ferner durch die Endpunkte dieſer Abſciſſen AP,, AP,, AP,, ıc. ıc., AP, 
Linien auf MAX fenkrecht errichtet, und auf biefen von X’X aus die, zu 
x=AP,, x=AP,, x=AP,, ı. ıc., x=AP, gehörigen Wertbe von 
F, bingetragen, nach oben ober nach unten, je nachdem folche poſitiv ober 
negativ find, etwa FL =—PıM,, F,=-P,M,, F=-PM,, 3% 16, 
F.=-PM, fo bilden diefe Orbinaten P,M,, P.M., P,M,, 2. ⁊c. 
PM, Enbpunfte M,, M,, M,, M,, a6. 2. M, welche bicht neben einander 
liegen werben, wenn man bie Abfeiffen AP ſelbſt fletig nur größer genommen 
N dent, To daß man ben Gang ber reellen Werthe der Funktion F, in 
einer krummen Linie M,M,M,M, verfinnlicht dargeſtellt findet, und zwar 
volllommen, fobald man noch die negativen Werthe von x, von A aus links 
bin auf AX’ als Abfeiffen abträgt, und die zugehörigen Werthe von F, 
wieder ſenkrecht aufträgt, nach oben hin, oder nach unten hin, je nachdem 
fie poſitiv ober negativ find. 

Auf diefe Weiſe erblicht man bei bloßer Anfchauung ber Figur, alles in 
ben (66. 94.100.) vorgetragene verfinnlicht. In den Punkten P,, P,, Pr, Ps 
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(Fig. 8.), wo die Kurve, ver Axe X’AX begegnet, da finden ſich bie Werthe 
son ‚x, nämlich —AP,, AP,, AP,, —AP,, ıc. X., (pofitiv ober negativ 
genommen, je nachbem bie Punkte P,, P,, Pr, Ps, ır. 20. rechts ober links 
von A liegen), für welde F, =0 wird. — Die Kurve trifft die Are MAX 
nur dann, wenn ihre Orbinate F, vom Pofitiven in das Negative, ober 


vom Negativen in das Pofitive übergeht. Der Abſciſſen⸗-Werth x, für ben 
Punkt, den die Kurve mit ber Are X’AX gemein hat, liegt alfo zwifchen den 
Werihen von x, für welche die zugehörigen Punkte auf verfchiedenen Seiten 
ber Are liegen, für welche alſo F, einmal pofitie das anderemal negativ 
geworben if. — Iſt F, eine ganze Funktion vom geraden Grabe, fo wirb 
fie pofitivo für x = +0 und aud für x=—2;5 die Kurve wird alfo dann 
links und rechts oberhalb XAX in’s Unendliche fortlaufen, aber eben des⸗ 
halb, wenn fie die Are trifft, folhe 2, A, 6, 2c., überhaupt eine gerade An- 
zahl mal treffen, oder gar nicht, wie in Fig. 6., 7., 8.) zu fehen, Dagegen 
ausnahmsweiſe auch in fünf Punkten (Fig. 11.), wo man jedoch ſich vorftellt, 
daß die Kurve in H, eben wie fie unter die Are geben will, ſich befindet, 
und nun noch einmal durch benfelben Punkt H wieder nach oben hin gebt, fo 
daß die Are in H zweimal von der Kurse gefchnitten wird; dann kommen 
ſechs Durchſchnittspunkte heraus. — Iſt dagegen F, vom ungeraben Grabe, 
fo wird folche mit x zugleich +oo und —ao; bie Kurve geht dann Linke 
unterhalb der Are, rechts aber oberhalb der Are in's Unenbliche fort; alfo 
nothwendig einmal, vielleicht aber 3, 5, 7, ac. mal durch die Are hindurch. 


Sechſtes Kapitel. 
Bon den unendlihden Reihen. 
Erfte Abtheilung. 
Bon den unendlichen Reiben im Allgemeinen. 


$. 101. Erflärung. 
Fine ganze Funktion von x, die man fich in's Unendliche fort- 


geſetzt denkt, fo daß ihr Grad Fein beftimmter, ſondern größer 


ift, als jede noch fo große denfbare Zahl; eine ganze Funktion 
alfo, die nie wirklich darftellbar ift, fondern nur in der Idee in 
ung lebt, nämlid: 
AoatA,ı X A, X? A,’ +» in 1 infinit,, 

heißt eine nah ganzen PBotenzen von x fortgehende 
(fortfchreitende) unendliche Reihe. — Der Buchftabe x heiße 
der Fortſchreitungsbuchſtabe. — Die ganze Funktion von 
x von einem beftimmten Grade, mag dann eine enblige 
Reihe genannt werben. 


Eine ganze Funktion zweier Beränderlihen x und y, oder 
dreier Beränderlichen x, y und z, oder überhaupt von m Ber- 
änderlichen, deren Glieder nach jedem der Veränderlichen georb- 
net, ind Unendliche fortgehend gebacht werben, heiße eine uns 
enblihe Reihe der zweiten Ordnung, ober der dritten 
Ordnung, oder der mir Ordnung — Obige unendliche 
Reihe Tann dann, zum Unterfchied, eine unendliche Reihe 
ber erften Ordnung genannt werben. 
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Die unendliche Reihe nenne man eine allgemeinenumes 
rifche, wenn die Koeffizienten in ihren beftimmten Ziffern . 
werthen von der Form p4-qi (die alfo theils reell, theild ima⸗ 
ginär fein fönnen) gleich find; fie heiße Tonvergent, wenn der 
Fortfchreitungsbuchftabe ‚ebenfalls einen ſolchen Werth erhalten 
bat, und wenn die Summe von n erften Glievern derfelben einen . 
Ausdrud P-+OQi gibt, in welchem P und Q Ausbrüde find, bie 
nicht unbeftimmt, alfo auch nicht unendlich werben, fondern einen 
endlichen reellen Werth annehmen, fo oft n= ao genommen 
wird *). — Im enigegengefehten Falle heiße die Reihe dis 
vergent. 


Beifpiel. So ift 3. B. jeder Dezimalbruch mit ohne Ende fortgeben- 
den Dezimalftellen, allemal eine unendliche konvergente numerifche Reihe. — 
Denn es if z. B. 


0, 761395 423511 233276 9 ........ in inf. 
offenbar Fleiner als 
0, 999999 999999 999999 9 „oo rn 0. . in inf. 
während letzterer Dezimalbruch 
= Ax+x?+x?4x'42°42° 42’ 42°429 427’! ’4 c- in inf.), 
it, für <= n gedacht. — Run if aber bie Summe von n Gliedern ber 
Vepten Reihe (nach $. 89.) 





x-‚?+1 
=9. 1-x ’ 
und für x= nn 
1 \n 1 
1-(G =1- 


*) Man fagt: eine Funltion f,. von n (b. h. ein Ausdrud, in wel- 
dem n vorkommt) nehme ven beſtimmien Werib A an für n=w, fo oft 
für gewiffe Werthe yon n, der Unterſchied A-f, Feiner werben kann, ale 


jede noch fo Flein gegebene, aber beftimmte Zahl D, und wenn für jeben 
größern Werth won n berfelbe Unterſchied immer noch Heiner wird. 


— 
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welcher Werih, je größer n gedacht wird, deſto näher bes 1 rückt, ohne 
jedoch die Einheit je erreichen, alfo noch weniger größer ald 1 werben zu 
können. 


⸗ 


Anmerkung Da hier zunaͤchſt nur immer von dieſen 
unendlichen Reihen die Rede fein wird, in fo ferne andere noch 
nicht definirt find, fo wird man das „nah ganzen Botenzen 
von x fortfchreitend” nicht immer hinzuzufegen nöthig haben. 
Sp oft alfo in der Folge von unendlichen Reihen nah x bie 
Rede fein wird, andere aber ald diefe, noch nicht erklaͤrt fein 
follten, müfjen immer die biefigen, und nie andere, noch nicht 
definirte, verftanden werden. 


$. 102. 


Jede endliche Reihe ift auch zugleich eine unendliche; weil 
man zu jeder ſolchen endlichen Reihe noch Glieder von der Form 
0-x?, die felber der Null gleich find, Hinzugefügt denken kann, 
ind Unendliche fort. Dagegen ift nicht umgelehrt jede unend- 
liche Reihe zugleich auch eine endliche. 

Die unendliche Reihe ift daher der allgemeinere Begriff, 
und die endliche Reihe ein befonderer Fall der unendlichen 
Reihe. Da aber der befondere Begriff immer alle Merkmale 
des allgemeinen Begriffs haben muß, fo wird man die Merf- 
male des allgemeinern Begriffs, aus denen des beſondern erhal- 
ten müflen, wenn man diejenigen, die dem befondern, als’ fol- 
hen, eigenthümlich find, wegläßt, und die übrigen in den all- 

gemeinen Begriff vereinigt. 


$. 108. 


1) Was daher von den endlichen Reihen (von den ganzen 
Funktionen) im Allgemeinen gilt, unabhängig von einer beftimm- 
ten Gliederzahl derfelben und unabhängig von ihrem nu- 
merifchen Werth, dad muß auch nothwendig von den unend⸗ 
lichen Reihen gelten, im Allgemeinen. 

2) Was dagegen von den endlichen Reihen (von den gan- 
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zen Funktionen) nur in fo ferne gilt, als fie befondern Ziffern- 
Ausbrüden gleich gedacht werben, doch .aber noch unabhängig 
von jeder Gliederzahl, das kann von den unendlichen Reihen nur 
unter der Voraudfegung gelten, daß ſolche Fonvergent find 
(d. h. daß folche felbft noch beftimmten Ziffernwerthen gleich ge: 
dacht find); muß aber auch nothwendig gelten, fobald dieſe Be⸗ 
dingung wirklich erfüllt iſt. 

3) Was endlich von einer ganzen Funktion nur in fo ferne 
gilt, als ihre Gliederzahl eine völlig beftimmte ift, darf für Die 
unendlichen Reihen nicht unbedingt beibehalten werben. 


Anmerkung. Wir glauben insbefondere noch auf por⸗ 
ſtehende Nr. 2.) aufmerkſam machen zu muͤſſen, weil man bei 
numerifhhen Reihen Außerft leicht in Gefahr kommen Tann, 
fich in endlofe Widerfprüche zu verwideln, wenn man nicht genau 
darauf fieht, daß die (numerifchen) Reihen, ehe man fie 
gleich den übrigen endlichen Zahlen-Ausdrüden behandelt, auch 
wirklich die, legtern zulommende Eigenfchaft haben, d. 5. konver⸗ 
gent find (im Sinne des $. 101.). 


$. 104. 
Hieraus und aus $. 77. folgen ſogleich nachſtehende Säge: 
1) Sf eine nach x fortlaufende unendliche Reihe der Null 


gleich, für jeden Werth von x, fo find auch die Koeffizienten 
berfelben einzeln der Null gleich. 


2) Sind zwei nad x fortlaufende unendliche Reihen ein- 
ander gleich, für jeden Werth von x, fo find auch bezüglich bie 
Koeffizienten derfelben Potenz von x in beiden einander gleich. 


3) Iſt eine unendliche Reihe höherer Ordnung der Nu 
gleich,. für jeden Werth der Fortſchreitungs⸗Buchſtaben x, y, ⁊c., 
fo find auch die Koeffizienten derſelben alle einzeln der Null gleich. 

4) Eind zwei unendliche Reihen höherer Orbnungen für 
jeden Werth der Fortſchreitungs⸗Buchſtaben x, y, ıc., einander 
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gleich, fo find auch nothwendig die Koeffizienten, welche dieſel— 
ben Botenzen xm. yn xx. affiziren, einander gleich. 
5) Stellt in einer unendlichen Reihe 
a--bx-+cx’-dx?-- + in inf. 
das x einen oder mehrere folche beftimmte Werthe vor, daß fie, 
felbft, für diefe beftimmten (aber nicht für alle beliebigen) Werthe 
von x, der Null gleich wird, fo hat man eine Gleichung von 
der Form der höhern Gleichungen, aber von einem unendlichen 
Grade. Eine ſolche Gleichung 
0 = a+bx+cx?+dx’-+ :» in inf., 
deren Koeffizienten alle die Form p-tgq-i haben, kann daher 
‚möglicher Weiſe für x unendlich viele Wurzelwerthe von der 
Form p-tgq-i geben; allein, in fo ferne die Anzahl der Koeffi⸗ 
zienten dieſer Gleichung unendlich groß ift, fo können diefe Wur⸗ 
zelwerthe zum Theil oder alle von der Art fein, daß p oder q 
(oder p und q zugleich) felbft unendlich große Zahlen werden, 
d. h. Zahlen, die größer find, als jede gegebene abfolute Zahl, 
die Daher nur in der Idee vorhanden, nie aber wirklich barftell- 
bar find, und bie deshalb auch nie im Kalkul gebraucht werben 
fünnen. 


6) Jede unendliche Reihe 
(P)«» a-+-bx+-cx?--dx? ++ in inf. 
Tann duch das fombinatorifche Aggregat 
S[P.+x*] 
ausgebrüdt werden, wenn man nur ftatt a nach und nach O, 1, 
2, 3, 4, in inf. gefegt denkt, und wenn P, den Koeffizienten 
von x® vorftellt. 
7) Jede unendliche Reihe der zweiten Ordnung kann aus- 
gedrüdt werden duch das Fombinatorifche Aggregat 
exü, vd 
S|[Far; = J I 
oder auch blos durch 
S[P.,s ıx’. v] ' 
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Zu dem Ende bilbei man bie & Stalcn 


u. Io. 
Pia, b, c, d vc.. 
Q3A, BB GC D... 
RIY, B, c, Do. +. 
Ti Ph, „9 —2 


und bat für ben geſuchten Koeffizienten, das Aggregat 
S et] 
ars 23 u 
Um nun bie einzelnen Glieder biefes Aggregats zu erhalten, muß man bie 
Bleichung 
a+b+c+d = 3 
auflöfen, und erhält: 
# | 0, 0,0,0,0,0,0,0 
b|0,0,0,0,1,1,1,2,2,3,0,0,0, 
0, 1,2, 3, 0,1,2, 0 
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und ber gefuchte Koeffizient wird haben: 


aAY5+aABy+aACH+aADe+aBAy+aBBp+aBCa+ 
+aCAP+aCBo+aDAc+bAYy+bABF+hACHFbBAS+bBBe-+bC An 
+HAY+ABe+BAo+dAYu. 


Auf diefelbe Weife kann man ben Koeffizienten jeder anbern Potenz von 
x in dem Produkte diefer A Reihen angeben. 


$. 109. 


Für die Multiplitation unenblicher Reiben der zweiten Orb: 
nung bat man die Formeln: 


1 ) S[P.s ext. yb PASOc Xxc y’]= S[P.» . Q. de xt, yt+7, 
oder = S[P,s+ Oqt x· Y —2 


= bh 
2) S[Pasex"-y]XS[Q.,+x- yPJXS[R,,+x°- yP] 
= S [E a be Ocb R. f ex$ .yP]; 


Hg bd 6 
u. ſ. w. f., 
nach welchen man den Koeffizienten jedes beliebigen Gliedes 
zm.yn des Produkts ohne weiteres entwickeln kann. 
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Anmerkung Auf ähnliche Weife können auch unendliche 
Reihen höherer Ordnungen mit einander multipliziert, und von 
dem Produft, der Koeffizient eines jeden beliebigen Gliedes ohne 
weltered angegeben werben. 


$. 110. Aufgabe. 
Eine unendliche Reihe 
a+-bx-pex? +dx?--.. 
durch eine zweite unendliche Reie 
A+Bx+-Cx?-HDx’+ «u. 
zu bivibiren, d. h. eine neue unendliche Reihe von betfelben Form 


zu. finden, welche mit ber zweiten multiplizirt, genau die erfte 
wiedergibt. 


Auflöſung. Man nehme die geſuchte unendliche Bein 
mit unbeftlimmten Koeffizienten an, z. 2. 


a--Ax-+yx? in inf., 

und multiplizire folche mit dem Divifor A+-Bx+Cx?+ «-; ſo 
fol das Produkt dem Dividenden at-bx+cx?+ - gleich fein. 
Dann find aber auch die Koeffizienten einzeln bezüglich einander 
gleich (8. 104. Nr. 2.), und man erhält dadurch unendlich viele, 
in Bezug auf die unbelannten Koeffizienten a, P, y, dx. ein 
fache Gleichungen, aus deren jeder, einer der Koeffljienten «, 
ß, y, I x. beftimmt werben Tann; im Allgemeinen. — Diefe 
einzelnen Gleichungen find nämlich 

a=Äo; 

b= Aß-Ba; 

= Ay--Bß--Ce; 

d = Ad+By+CP-HDa; 
u. ſ. w. in’d Unenbliche fort; und die erfte gibt e, die k zweit 8, 
bie dritte y, u. ſ. w., fo daß jede folgende Gleichung auch. einen 


der folgenden Koeffizienten beftimmt, in's Unendliche fort. 
108 
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8. 111. 


Diefe Aufgabe ift, wie man fieht, immer möglich, jo lange 
nid A=0. Iſt aber A=0, ſo muß auch a=0 fein, 
wenn die Aufgabe möglich fein fol. Ueberhaupt find n der 
erſten Koeffizienten des Diviford = 0, fo müflen wenigftens eben 
fo viele erfte Koeffizienten ded Dividenden ebenfald der Null 
gleich fein, wenn es eine unendliche Reihe (nach ganzen Potens 
zen von x fortfchreitend und nur von folchen ift hier Die Rebe) 
geben fol, die mit dem Diviſor multiplizirt, den Dividenden 
gibt. — (Berg. $. 76. und Anmerkung). 


Anmerkung Dan muß hier nicht überfehen, daß ed, im 
Falle A nicht Null, allemal eine unendliche-Reihe gibt, die 
mit dem Divifor multipliziert, ein Produkt hervorbringt, deſſen 
Koeffizienten ohne Aufbören mit denen ded Dividenden zu⸗ 
fammenfallen; daß aber, eben weil diefe Reihe unendlich ift, 
nicht behauptet werden kann, daß eine endliche Reihe (etwa 
wenn man von ber unendlichen Reihe eine Anzahl erfter Glieder 
nehmen wollte) diefelbe Eigenfchaft habe. — Statt der unend⸗ 
lichen Reihe, die dem Quotienten ber beiden gegebenen unend- 
lichen Reihen gleich ift, darf daher nie eine endliche Reihe ge- 
fegt werden, als dem Quotienten glei; und wenn man eine 
folhe endlicye Reihe democh anwenden wollte, fo müßte man 
fih ein (in der Regel unbefanntes) Ergänzungsglied, wel- 
ches im Allgemeinen ſelbſt eine unendliche Reihe wieder fein 
muß, noch hinzudenken, um einen, dem gegebenen Duotienten 
gleichen Ausdruck zu haben. 


$. 112. 


Weil jede endliche Reihe zugleich auch eine unendliche ift 
(aber nicht umgekehrt), fo kann man mittelft derfelben Auflöfung 
($. 111.) auch den Quotienten zweier Reihen erhalten, von denen 
entweder die eine nur unendlich ift, oder die alle beide enblich 
find, und aus beliebig viel, ja auch nur aus einem einzigen 
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Gliede beftehen koͤnnen. — Wendet man aber dad Verfahren 
(des 8. 111.) auf die Quotienten 
A A 


A A 
1-fax’ 1+ax+bx?’ 1+ax+bx?-+cx?' 1-Fax+bx?-Tox® I dxt 
u. ſ. w. an, ſo erhält man bemerfenswerthe Refultate. 
Wird naniq wieder zuerſt 
— = ca Het 

gefeht, fo findet man 

a=A; 

B=-u=—aA; 

y=—aß = -ta?A; 

6=-ay=—a’A; 
u.f.w.f.; und man flieht, daß jeder Koeffizient der gefuchten 
unendlichen Reihe, aus feinem zunächft vorhergehenden, durch 
Multiplikation mit —a entftebt: fo daß, wenn P und Q zwei 
auf einander folgende dieſer Koeffizienten find, nothwendig 


Q = —g:P 
ſein muß. 
Sept man den zweiten Ouotienten 
: A 
ifaxtbri' ” atßx+yx?+öx®+ex’+ «“, 


fo erhält man 


a=ÄA; - 
= —a0 = —aA; . 
y=—aß-ba; | 
6= —ay-bP; 
e = —ad-bhY; 


u. ſ. w. feʒ fo daß, wenn N, P, O, drei auf einander folgende 
der Koeffizienten find, ein jeder durch die beiden vorhergehenden 
mittelft der Gleichung 
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EEE 0 = —aP—bN 
gefunden werden fann. | 

Wird ferner der dritte Quotient 





Rn =.a+Px-Fyx’-+ox® +ext+ . 
gefest, fo findet man 
ea=A; > 
P=—ao; 
= —aß—ba; 
d= —ay—bPf—-ce; 
e = —adby—-0ß; 


u. f. w. $; jo daß jeder Roeffizient Dur die drei vorhergehenden 
gefunden mittelft der Gleichung - . 
= —aP—-bN—-cM, 

wo M, N, P, Q, vier auf einander folgende, übrigens beliebige 
Koeffizienten der gefuchten unenvlichen Reihe find. - 

Es ift hieraus Teicht einzufehen, daß wenn man ben Quo⸗ 
tienten 

A 
1--a,x+2,x?+2,x°-+ >. a,_ıx"1-9,x" 
o+tP ,»x+P,.x?+P;:X?+ +» in inf. 

jegt, dann allemal fein müffe 
Pan = —a, Pn-1—a2 Pn_2—as Pn_3—a, Pm— .„... 

—An-1 Pon_n+1 an Pa, 
jo daß jeder Koeffizient der Reihe, durch die n zunächft vorher⸗ 
gehenden Koeffizienten ausgedruͤckt iſt. — Berner fann man fidh 
leicht durch die Ausführung des DVerfahrend des 8. 110.) auch 
überzeugen, daß man dieſes Geſetz noch für die erftern Koefft- 
szienten P,, Ps, Ps ıc. gelten laſſen könne, wenn man fi bie 
Borkellung macht, ald ginge dem P, eine beliebige Anzahl Koefe 
fizienten, die Rull find, vorher. — Der Koeffzient P, felbjt 
aber, muß fich ergeben, wenn man in dem gegebenen Quotien⸗ 

l 




















Kap. VL.S8.113.114. im Allgemeinen. . 151 


ten Null flatt x ſetzt (8. 107.). Es muß daher bier jedesmal 
P, =A fein. 


$. 113. Erflärung. 
Jede unendliche Reihe, die einem folchen Quotienten 
A 

Pleich ift, oder gleich gedacht wird, nennt man eine rekurrente 

der wieberfehrende Reihe. — Die Koeffizienten der gans 
nn Funktion von x Im Divifor 

1+a,x48,x°+ «+ +9_12° 14 322° 

Ausnahme des erften 1, alle in ihrer Orbnung, aber mit 
u entgegengefeßten (4)= oder (—)»Zeichen (die etwanigen 
Koeffizienten nicht ausgenommen) neben einander geſchrieben, 
durch Kommata getrennt, alſo: 


a, ag, —Az, vr An, Un, 
ger die Beziehungs-Skale der vefurrenten Reihe. 
8. 114. 


Weiß man von einer Reibe 
Pa+Pıx+Px?+P,x’+ «-, 

A fie eine vefurrente ift, — kennt man dabei ihr erſtes Glied 

und ihre Beziehungs-Sfale 

aA, Ag, —ag,  —An-1, 8, 

Jfann man fogleih alle folgenden Glieder diefer Reihe ohne 

Jeres hinfchreiben, indem man fich die gefuchten Koeffizienten 

Meſchrieben denkt 

...0,0, 0,P,, PR, Pa, Ps, P,, Ps, u. 

BB nun von P, ab, jeden folgenden Koeffizienten dadurch findet, 4 

we man die der Reihe nach vorhergehenden, mit den Gliedern 

F Bezichungs⸗Slale, wie fie in ihrer Reihe folgen, multiplizirt, 

RD zuletzt alle dieſe Produkte addirt. 
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Auch kann die BeziehungssSfale unendlich viele Glieder 
haben. 


Beifpiel. Man fol bie dem Quotienten 
— — 
1—-x+2x?— xt 2x? 
gleicpe unendliche Reiyen hinſchreiben. 
Der gegebene Quotient wird =3 für x=0; alfo ift ber erfle Koef- 
fizient P, der gejuchten Reihe, = 3. 
Berner iſt die Beziehungs-Stale 
1,0, —, 1, 2, 
und baber: ” 
| P,=3; 
P,=1.3=3; 
P,=1-P .40-P,=3; 
P, = 1-P,+40-P,H-2) Po = 35 
P,=1-P,+0-P,H—2)-Pı+1-Po = 65 
P, = 1-P,4+0-Ps-H—2)-Pa+1-Pı+2- P. = 3; 
Ps = 1-Ps+0-P -H-2)-PaH-P,+2-P, = 125 





u. ſ. w. f.5 
und bie gefuchte unendliche Reihe iſt demnach 
= 343x4+32?-32?-6x*-3x’+12x%4+ ... 


Anmerfung. Dan wäre noch leichter zum Ziele gelangt, 
wenn man ben Quotienten 
— — 
1—ı-+2x?’—xı'!—2x° 
entwidelt, und felbigen dann mit 3 multipliziert hätte, weil 
— . — — 
1+ax+bxr? + 0... — 1+ax+bx?’+ ... 
if. 


$. 115. 


Hat ein gegebener Ouotient, der in eine unendliche Reihe 
verwandelt werben fol, die Form 
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A 
fo ift e8 weit bequemer, z ftatt x@ zu fegen, den Quotienten 
A _ 
1--a2+b2?-+c2°-+ 
in eine Reihe nach z zu entwideln, und nachgehends x” wie- 
derum ftatt z zu fubftituiren. 


Beifpiel. Es fei der Quotient . 
1 
1—-2x?—Ax!+x2° 3x! 
in eine umenbliche Reihe zu entwideln. 
Man fepe x? =z, fo wird ber gegebene Quotient 
1 
— 4-2z-42?4z1-32° ’ 
und son ber, biefem Quotienten gleichen unenblichen Reihe nach =, {fl das 
erſte Glied = 1, ſo wie die Beziehungs-Skale 
2, 4, 0, -1, 3; 
baber vie Reihe felbft 
1+22482?-+242°+792°+2552°+8242°+ «+ ; 
folglich bie geſuchte Reihe in x 
142u HER 474 265E} 482 ... in inf., 
welche dem gegebenen Quotienten 
1 
, 1-22? —-Ar!+x°3x10 
gleich iſt. | 
8. 116. 

Man kann aber nun auch die allgemeine Aufgabe des $. 110.) 
auf eine bequemere Art loͤſen. — u nämlich 
A+Bx-4Cx?+Dx’+ ·.- (2 2 3 

atbx- cx? + dx°- Prise +2 tr Fr u 
1 


ern + Sxtlxthe 
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ift, fo darf man nur ben lebten Quotienten mittelft der Bezie- 
hungs⸗Skale 


in eine unendliche Reihe verwandeln und nachgehends dieſe un⸗ 

endliche Reihe 
ax? +öx’+ 

wo @a=1, mit der andern 
Are nt lt. 

(nach 8.108.) multipliziven (fo daß der Koeffizient von x im * 

Produkte ebenfalls jogleich hingefchrieben werden fann) und dieſes 

Produkt, welches eine nach x fortgehende unendliche Reihe ift, 

muß dann die, dem gegebenen Quotienten 
A-+Bx-+Cx?--Dx’-+t 
a-+-bx+-cx?+dx°+ 

gleiche unendliche Reihe fein. 

Beifpiel. Man Fan dieſes allgemeine Beifpiel, wie folgt, ausführen. 


— Man bezeichnet die Reihe, welche 
1 


= En EP ET EEE 
14 — zarte 


S[P,- xe], 


ſein ſoll, durch 


ſo wird 
P, 5 1; 


ns 


bc _b?-ac, 
> 


* 
> 

l 

| 
* 

| 





a2? a a22 
p d b?-abe be gd _ —b?+2abe-a?d , 
| u — TAIT T ———5 — 5 


a a? a a a? 
d e b°-3ab?c+2a?bd+ta?c?-a°e _ 
— 0 — — — mn 5 
a 


* 
[7 
1 
| 





I -) 
r 

| 

| 
n-| 
* 


a‘ 


— s|w sir 
® 8 — 
» 
} 
»|e »|e »|e 


* 
m 
* 
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Nun bildet man fich für bie: ambere Reihe 
„tt Sr . 
bie Sale 


und bat dann für ben Koeffizienten von x" des gefuchten Probufts ber bei- 
den Reihen, das Aggregat > 
S Q,'P; IL 
+b=n 

. d.h. die Summe 

Q,-PotQn_1°PıtQa_2°PatOn_a Pat *- +02 Pa_atPı Pa-ıtBo Pa, 
in welcher man nur flatt der Ausprüde P, +» P, und Q,, «+ Q,, bie 
oben in den Skalen ftehenden Ausdrücke feben barf. 

Wollte man 3. B. ven Koeffizienten von x? haben, in der gejuchten 

Reihe, fo hätte man für ihn 





S] 0, -P, l N 
Pe == 8 
uber Qs-Po+Q2-PıtQ 1 Pa+Qo-P;, | 
oder, wenn man bie Skalen - 
0, 4, 2, By ereen, 
b b?—-ac —b?’+2abc—a?d 
pP 1 f) —. — ’ 2 ’ Tg 111 ..o. 
' a . a a 
A B -C D 
18) a’ a’ a’ a oe. .o0 8 . 8 





D_b Cı b?-ac B _b>—2abc+ta?d A 

a a a a? . a3 — 7 rel) 

ober D-UOHB —— | . 
— — 


Eben ſo kann nun aber auch jeder andere e Roeffgien ber gejuchten unendlichen 
Reihe entwidelt werben. i 


Anmerkung. Sn ber Geſchichte der mathematiſchen Ana⸗ 
lyſis erſcheinen dieſe eben behandelten unendlichen Reihen offen- 
bar deshalb unter dem Namen der „refurrenten” oder „wieder⸗ 
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wenn man fich in erfterem ftatt c, in beiden aber flatt a und 

ftatt b, nach und nach alle möglichen Verbindungen der Werthe 
0,1,2,3, +“ in inf. gefegt denkt und dabei unter Punn, ven 

Koeffizienten von xm. yn verfteht. 

8) Leicht ift e8 einzufehen, daß auch Die Aggregate 
S[Pasex-yd+z] u. ſ. w. f., 
unendliche Reihen der dritten und hoͤhern Ordnung ausdruͤcken 
werden. 


8. 105. Erklaͤrung. 
„Einen gegebenen aus unendlichen Reihen (die auch 
„endliche fein koͤnnen) oder andern Ausdruͤcken beliebig zufam- 
„mengeſetzten Ausdruck nach x entwideln”, fol nichts wei- 
ter heißen, als man fol eine nach ganzen Potenzen von x forts 
‚fchreitende unendliche Reihe angeben, welche dem gegebenen Aus- 
druck gleich if. 


8. 106. 


Soll aber irgend ein Ausdruck F, in eine unendliche Reihe 

nach x entwidelt werben, fo daß 
Fe = o-HBxtyx2 Hör’ u 

wird, fo ift Har, daß der erfte Koeffigient & allemal gleich iſt 
dem, was aus F, wird, wenn man in F,, Null ſtatt x ſetzt, 
fobald nur die Entwidlung möglich if. — Es ift alfo 
dann allemal «=F,. 

Denn bie Gleichung foll ja für jeden Werth von x eriftiren, alfo auch 

-für x=0, wofür aber auf ber rechten Seite « fich ergibt. 


8. 107. - 
Das Addiren und GSubtrahiren zweier unenblichen Reihen 
gefchieht nach den Formeln 
1) S[P.-x*]#5[Q,-x°] = S[(P«#0.)-x"], 
2) S[P.,.x°- y’]+S[Q.- .xuyP]= SLR xa.yb ]; 
u. ſ. w.f. 
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Und weil jede enbliche Reihe zugleich auch ald eine unend⸗ 
liche Reihe, und auch jede Reihe irgend einer niedrigen Ord⸗ 
nung, zugleich ald eine Reihe jeder höhern Ordnung gedacht 
werben kann; jo dienen diefelben Sormeln, um auch Reihen ver- 
fchiedener Ordnungen zu addiren, oder von einander zu fubtra- 
hiren, fie mögen alle unendliche fein oder zum Theil auch endliche. 


8. 108. Lehrſatz. 
Das Multipliziven zweier unendlichen Reihen der erften Orb- 
nung gefchieht dagegen nach der Formel 
S[P, ° x® IXxS[Q, ® x@] = SIP. Ob ° x0+5] r 
oder - .=$ —ã— 


nn ⸗e 
ſo daß im Reſultat der Koeffizient von der Boten x" ausge⸗ 
drüdt fein wird, durch 


8 P.-05 } 


ben 
Auf dieſelbe Weife hat man für die Multiplikation von drei 
gegebenen Reihen, die Yormel 


S[P.- x" ]XS[Q. + x ]XS[R,+x* ] = S[P«-Qr-R.»-x*+*+], 


ober = S[Pa-Qs-R. ex a 
fo daß ber Koeffigient von x? audgebrüdt ift durch: 
S[P«+-Os-R.|. 
ar —n 


Achnliche Formeln laſſen fi für die Multiplifation von ber 
liebig viel unendlichen Reihen leicht angeben. 


Beifpiel. Dan fol ven Koeffizienten von x? finden von bem Probulr 
ber 4 Reiben . 
a+bx+cx?+ dx’+ 
A+Bx+Cx?+Dr’+ ..- 
A+BIHe?+DI’+ .- 
a+ Bxt yx?+ dr’+ .. 
II. 10 
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$. 111. 

Diefe Aufgabe ift, wie man flieht, immer möglich, fo lange 
nicht A=0. Iſt aber A=0, ſo muß au a=0 fein, 
wenn die Aufgabe möglich fein fol. Ueberhaupt find n der 
erſten Koeffizienten des Diviford = O, fo müffen wenigftend eben 
fo viele erfte Koeffizienten des Dividenden ebenfalld der Null 
gleich fein, wenn ed eine unendliche Reihe (nach ganzen Potens 
zen von x fortfchreitend und nur won folchen ift hier Die Rede) 
geben fol, die mit dem Diviſor multiplizirt, den Dividenden 
gibt. — (Vergl. $. 76. und Anmerkung). 


 Anmerfung Man muß bier nicht überfehen, daß es, im 
Falle A nicht Null, allemal eine unenvliche-Neihe gibt, ‚die 
mit dem Divifor multipliziert, ein Produkt hervorbringt, deſſen 
Koeffizienten ohne Aufbören mit denen ded Dividenden zu- 
fammenfallen; daß aber, eben weil diefe Reihe unendlich ift, 
nicht behauptet werden Tann, daß eine endliche Reihe (etwa 
wenn man von ber unendlichen Reihe eine Anzahl erfter Glieder 
nehmen wollte) diefelbe Eigenfchaft habe. — Statt der unend⸗ 
lichen Reihe, die dem Duotienten der beiden gegebenen unend⸗ 
lichen Reihen gleich ift, darf daher nie eine endliche Reihe ges 
fegt werden, ald dem Duotienten glei; und wenn man eine 
folhe endliche Reihe dennoch anwenden wollte, fo müßte man 
fih ein (in der Regel unbekanntes) Ergänzungdglien, wel 
ches im Allgemeinen ſelbſt eine unendliche Reihe wieder fein 
muß, noch hinzudenken, um einen, dem gegebenen Quotienten 
gleichen Ausdrud zu haben. 


$. 112. 

Weil jede endliche Reihe zugleich auch eine unendliche ift 
(aber nicht umgekehrt), fo kann man mittelft derfelben Auflöfung 
($. 111.) auch den Quotienten zweier Reihen erhalten, von denen 
entweber bie eine nur unendlich ift, oder die alle beide enblich 
find, und aus beliebig viel, ja auch nur aus einem einzigen 


Kap. VI 8. 112. im Allgemeinen. 149 
Gliede beftehen können. — Wendet man aber dad Verfahren 
(de8 8. 111.) auf die Quotienten 
AA __ A —, — 
1--ax’ 1+ax+bx?’ 1+ax+bx?-+cx?’ 1-ax+bxr?-+-cox?--dx! 
u. |. w. an, ſo erhält man bemerfenswerthe Refultate. 

Wird nämlich wieder zuerft 


—— — 
geſetzt, ſo findet man | 


a=A; 
= —a0 = — 2A; 
= aß = -ta?-A; 


b=—y=—atA; 


u. ſ. w. f.; und man flieht, daß jeder Koeffigient der gefuchten 
unendlichen Reihe, aus feinem zunächft vorhergehenden, durch 
Multiplifation mit —a entfleht: fo daß, wenn P und Q zwei 
auf einander folgende biefer Koeffizienten find, nothwendig 

= —ıaP 
fein muß. 
Setzt man den zweiten Quotienten 


raue = a+Px--yx?+öx’tex'+ , 
fo erhält man " 


a=A; - 
PB=—-aa=—aA; F 
y=-aß-be; 
= —ay—bP; 
e = —ad—Ihy; 


uf. w. fi; fo daß, wenn N, P, O, brei auf einander folgenbe 
der Koeffizienten find, ein jeder durch die beiden vorhergehenden: 
mittel der Gleichung 
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Q = —aP—bN 
gefunden werben fann. 
Wird ferner der dritte Quotient 


ae = at ßx-Fyx®-tpör text en 


gefest, fo findet man 


a=A; 
P=-ao; 
y= -aß-ba; 


= —ay—bP—co; 
e = —ad—by—cß; 
u. ſ. w. f.; fo daß jeder Koeffizient durch die drei vorhergehenden 
gefunden wird, mittelft der Gleichung - . 

Q = —aP—bN-cM, 
wo.M, N; P, Q, vier auf einander folgende, übrigens beliebige 
Koeffizienten der gefuchten unenvlichen Reihe find. - 

Es ift hieraus feicht einzufehen, daß wenn man den Quo⸗ 
tienten 


A 
1+a,x+2,x2?-a,x°-4 ++. 2, _,x" 14012" 
= P,+P,-x+P,x’+P3 x’ + in inf. 
fegt, dann allemal fein müfle 
Pın = —a, Pn-1—22 Pn_2—a3 Pn_3—a, Pn— ... 

— a1 Pn_n+1—an Pn-n, 
fo daß jeder Koeffizient der Reihe, durch die n zunächft vorher⸗ 
gehenden Koeffizienten audgedrüdt if. — Zerner kann man fich 
leicht durch die Ausführung des Verfahrens des $. 110.) auch 
überzeugen, dag man dieſes Geſetz noch für die erftern Koeffi- 
„zienten P,, Pa, Ps 20. gelten Iaffen Fönne, wenn man fich die 
Vorſtellung macht, ald ginge dem. P, eine beliebige Anzahl Koef⸗ 
fizienten, die Null find, vorher. — Der Koeffgient P, felbft 
aber, muß fich ergeben, wenn man in dem gegebenen Quotien⸗ 

1 
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ten Rull ftatt x febt (8. 107.). Es muß daher bier jedesmal 
P,=A fen. 


8. 113. Erflärung. 
Jede unendliche Reihe, die einem folchen Quotienten 
A 
gleich ift, oder gleich gedacht wird, nennt man eine vefurrente 
‚oder wiederkehrende Reihe. — Die Koeffizienten ber gans 
zen Funktion von x im Divifor 
1+a,x+8,x?+ «+ +2,_12° 148,2" 

mit Ausnahme des erften 1, alle in ihrer Orbnung, aber mit 
dem enigegengefeßten (4-)= oder (—)-Zeichen (die etwanigen 
Rull-Koeffizienten nicht ausgenommen) neben einander gefchrieben, 
und durch Kommata getrennt, alfo: . 
a, ag, —Az, ° Ani, An, 


geben die Beziehungs-⸗Skale der rekurrenten Reihe. 


8. 114. 
Weiß man von einer Reihe 
Pa+Pıx+P,x?+P,x°’- «-, 
daß fie eine vefurrente ift, — kennt man dabei ihr erfted Glied 
P, und ihre Beziehungs-Stale 
—ar, —as, —az, er —n-1, Bus 


jo Tann man ſogleich alle folgenden Glieder diefer Reihe ohne 
weiteres hinfchreiben, innem man fich die gefuchten Koeffizienten 
ſo gefchrieben denkt 


0, O, O, Po, Pı, Pa, Pa, P., Pr, X. 
und nun von P, ab, jeden folgenden Koeffizienten dadurch findet, 
daß man die der Reihe nach vorhergehenden, mit den Gliedern 
der Beziehungs⸗Skale, wie ſie in ihrer Reihe folgen, multipligirt, 
und zulegt alle dieſe Produkte addirt. Ä 





146 Von den unendlichen Reihen Kap. VI. 8. 109. 
Zu dem Ende bilbei man bie 4 Stalen 


12. I. 
Pla b oo, de». 
OA, BB C D... 
RIY% 3 € Do. o.» 
Ti pP, . 9 do 


und bat für ben geſuchten Koeffizienten, das Aggregat 
8 Ta. 
ars Hr 8 
Um nun bie einzelnen Glieder biefes Aggregats zu erhalten, muß man bie 
Gleichung 
atrb+c+d = 3 
auflöfen, und erhält: 
a 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,23, 2,2 
b|0,0,0,0,1,1,1,2,2,3,0,0,0, 
0, 1,2, 3,0,1,2,0,1,0,0,1 , 
3, 2, 1, 0, 2, 1, 0, 1, 0O, O, 2, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 
und der geſuchte Koeffizient wird daher: 
aAYs+sAByY+aACH+aADe+aBMy+aB BF +aBCa+ 
+aCAp+aCBa+aDAc+bAAY+bABS+bACc+bBAS+bBBa+bC Ar 
+HAY+ABc+cBAa+dAYu. 
Auf diefelbe Weife kann man ben Koeffizienten jeber anbern Potenz von 
x in dem Produlie dieſer 4 Reihen angeben. 


$. 109. 


Für die Multiplifation unendlicher Reiben der zweiten Orb- 
nung bat man die Formeln: 


1 ) SIP,s+x%- yb IXS[Q.,.x°-y?] = S[P.»* On xeti. ys+7, 
oder = S[ Ps Oct xt- —2 


me dm 
2) S[Pasext-yPIXS[Q.,+x°-yP]XS[R.s+x*- yP] 
=SIP, »Oco-R,, f .xs Yl 


Hg br 
u. ſ. w. f., 
nad welden man ben Koeffizienten jedes beliebigen Gliedes 
zm.yr des Produftd ohne weitered entwideln Tann. 
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Anmerkung. Auf ähnliche Weife können auch unendliche 
Reihen höherer Ordnungen mit einander multipliziet, und von 
dem Produkt, der Koeffizient eines jeden ‚beliebigen Gliedes ohne 
weiteres angegeben werden. 


$. 110. Aufgabe 
Eine unendliche Reihe 
atbx-pex Hdx’ hen 
durch eine zweite unendliche Reife 
A+BxCx?-Dx’-+ .. 
zu dividiren, d. h. eine neue unendliche Reihe von berfelben Torm 


zu . finden, welche mit ber zweiten multiplizirt, genau die erfte 
wiedergibt. 


Auflöfung. Man nehme die geſuchte unendliche Bei 
mit unbeflimmien Koeffizienten an, 3. 2. 


a-4-Ax-+yx? in inf., 

und multiplizive folche mit dem Divifor A--Bx+HCx?2-+ u; fo 
fol das Produft dem Dividenden a+-bx+cx?-+ ». gleich fein. 
Dann find aber auch die Koeffizienten einzeln beziigfich einander 
gleich (8. 104. Nr. 2.), und man erhält dadurch unendlich viele, 
in Bezug auf die unbekannten Koeffizienten a, f,y, dx. em 
fache Gleichungen, aus deren jeder, einer der Koeffizienten «, 
ß, y, I x. beftimmt werben Tann; im Allgemeinen. — Diefe 
einzelnen Gleichungen find nämlich | 

a=Äo; 

b= Aß-+Be; 

c = Ay-+-BP--Ca; 

d= Ad+By-CA-+-De; 
u. f. w. in’d Unendliche fort; und die erſte gibt @, die zweite 6, 
die dritte y, u. ſ. w., jo daß jede folgende Gleichung auch. einen 


der folgenden Koeffizienten beftimmt, in’d Unendliche fort. 
Ä 10* 
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möH++ +1 (0 


die Blieder, welche negative :Botenzen von P, enthalten koͤnnten, 
der Null gleich werben. 


8. 122. 
Sol die Reihe | 
a+bx-tcx?+dx°-+ - 
mit der negativen ganzen Zahl —m potenzirt werben, fo wendet 
man den Sab an: 


potenzirt alfo die gegebene Reihe erſt (nach 8. 117.) mit der ab- 
folnten ganzen Zahl m, und dividirt dann die 1 Durch dieſe 
Potenz 

an--mam-Ihx-- «, 
welches eine vefurrente Reihe gibt, die (nach $. 114.) leicht hin⸗ 
gejchrieben werben Tann. . 

Damit aber diefe Aufgabe möglich if, darf am nicht Null 
fein, und alfo auch a nicht Null ($. 112.); d. h. ſobald a=0, 
fo gibt es nicht mehr eine nach ganzen Potenzen von x forts 
fohreitende unendliche Reihe, Die der Potenz (a+-bx-+cx?+ ++)" 
gleich fein Tönnte. 

Das Berfahren ded 8.120.) liefert aber für diefen Fall ein 


der Potenz R-m gleiches Produkt, defien einer Faktor At und 


zpm’ 
deffen anderer Faktor eine nach ganzen Potenzen von x fortlaus 
fende unendliche Reihe ift. 


8. 123. Aufgabe. 
Es ift gegeben die Gleichung 
1) x=by+cy?-+dy?’+tey'+ «* in inf. 
Man fol die Koeffizienten 6, y, d, e ı. der Gleichung 
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2) y=ßxtyx"+öx’ ex’ + .. in inf. 
fo beftimmen, daß diefe unendliche Reihe rechts, flatt y in obige 
Sleichung 


x =by+ey’+dy’+ -- 
gefegt, felbige identifch macht. 


Auflöfung Man bat: 


y Sta’ tHör tert 
daraus y? APP 28 zu et * 


+ y? —+-2y6 
P’= | a —* 
34y 


y — Pix Aß?yx° + —— 

y° = B’x’+4 o.. 5 
und diefe Werthe in obige gegebene Gleichung 2.) bezüglich ftatt 
YYı, Yı Y x. gefeht, geben: 


x er by Mr | bö \x®+f be \xt+ «- 
Hop] AHZeByE  |+20B8 
+ ap) hop 
-r3dß*y 
tr eß* 


—* 


Damit nun dieſe Gleichung identiſch iſt, muͤſſen die Koeffizienten 
einzeln einander gleich, folglich die rechts nach dem erſten folgen⸗ 
den, der Null gleich ſein. Es wird daher 

1=bß, 

0=by-+ep?, 

0 = bd-+2cPy-+-dP?, 

0 = be-+2cßd--oy?+3dß”y-eß*, 
u. ſ. w. f.: | 
woraus bie Koeffizienten 8, y, 6, & ıc., einzeln gefunden werben 
koͤnnen. Man erhält aber 
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1 
= h 
c 
‚= —p0 
3 —db-+20? _ 2c?—bd 
— — — Dt 
—eb?--ödbe-5c? __ Sc?—-Hbed-+b?e 
e= "DE "© —, 
u. f. w. f. 


Zugleich erhellet, dag für b=0, die Aufgabe felbft unmög- 
lich iſt. 


Anmerfung 1. Man konnte verlangen: die Koeffizienten 
@,ß,Y, 6, 8,» fo zu beftimmen, daß 
a-ßxtyz’-Hör’+ = 
ſtatt y geſetzt, die Gleichung 
x =by-Ley’+dy’-ey'‘+ *. 
zur ibentifchen macht. Dan erhielte dann auf demfelben Wege 
zur Beflimmung von a, ß, ıc., die Gleichungen 
ba+ ca?-+- da’+ ea' +. =0, 
60 200 +3a?d-Aa’et :»)=1, 
u. f. w. | 


Der erften dieſer Gleichungen wird genügt, indem man 


@=0 fest; allein es kann ihr möglicher Weife auch noch Durch 
unendlich viele andere Werthe von « genügt werben; und weil 
die übrigen Gleichungen in Bezug auf 4, 7, 4, ꝛ⁊c., einfache find, 
jo Tann zu jevem Werth, von a jedesmal ein zugehöriger Werth 
von 2, und einer von y, und einer von d u. |. w. gefunden 
werden, und ed kann daher unendlich viele Reihen nach y geben, 
bie alle die verlangte Eigenfchaft haben. Die eine, die fich für 
= 0 ergibt, ift dann wieder die in der vorliegenden Aufgabe 
gefuchte und In der Auflöfung berfelben gefundene. 
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Anmerkung 2. Es hätte auch noch allgemeiner bie 
Gleichung 
y= a+rßx+yx’+dı+ »- in inf. 
gejucht werben können, welche der Gleichung 
x = a+by+cy’+dy’+ «- 
ein Genüge leiftet. — Daffelbe Verfahren liefert zur Beftimmung 
von a, 8, y, d, ı., die Gleichungen 
a+ba-+ ca?+ da?+ ea! —=(, 
Plb-+2cc +3a?d+Ac®e-L +) = 1; 
u. |. w. f. | 
Die erfte dieſer Gleichungen kann wieberum für « unenblich viele 
Werthe geben, während die übrigen Gleichungen zu jedem 
Werth von a, zugehörige Werthe von A, y, ıc. geben, fo daß 
ed im Allgemeinen wiederum unendlich viele Reihen gibt, welche 
die verlangte Eigenfchaft haben. 


$. 124. 
Iſt gegeben die Gleichung 
by+cy?+dy?-+ey'-+- in inf. = BxCXxꝰ DXxꝰ EX.- in inf. 
und ſoll man die Koeffizienten der Reihe 
— 
finden, welche ſtatt y geſetzt, die gegebene Gleichung identiſch 
macht, * erhaͤlt man auf demſelben Wege 
*— bß / 
* by-Hoß®, 
D = bö-+2eßy+dp?, 
E = be+20ßö-+-ey?+3dß?y-+eß*, 
uf. w. f.; 
woraus 4, y, õô, & «- beſtimmt werben koͤnnen. 
Iſt b=0 aber nicht B=0, ſo iſt die Aufgabe nicht 
möglich. Iſt aber 10 und zugleich B=0O, fo erhält man 
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= Ye) 


und aus den übrigen Gleichungen zu jedem Werth von 4, einen 
zugehörigen Werth von y, von oͤ, ıc., fo daß dann zwei Reis 
hen gefunden werden, welche alle beide die verlangte Eigenfchaft 
haben; wenn nur nidt c=0 if. — Iſt außer B=b=(, 
noch c=0 und nicht C=0, fo ift die Aufgabe nicht mög- 
ih. — Iſt aber außer B=b=0 nd c=0 umd zugleich 
C=0, fo erhält man 3 Reihen, welche alle 3 die verlangte 
Eigenschaft haben; u. f. w. f. | 


Anmerfung 1. Man könnte wieder die Reihe verlangen 
yaehstre’ ti’ e, 
welche der Gleichung 
by-hey?-+dy’+ «= Bx+Ox’+Dr’4 ne, 
oder der allgemeinern Gleichung 
a+-by-+cy?-Hdy?+ «+ = A+Bz+CxX?+Dx’-+ 

ein Genüge leiftete, und man würbe wieber zur Beſtimmung ber 
unbefannten Koeffizienten a, 8, y, 4, & «+, Gleichungen erhalten, 


deren exfte auf der einen Seite eine nah «@ fortgehende unend- 
liche Reihe wäre, und deshalb im Allgemeinen für « unenblich 


viele Werthe geben koͤnnte, während die übrigen Koeffizienten 


vermöge der übrigen Gleichungen, zu jedem biefer Werthe von 
a, einen einzigen Werth erhalten, fo daß es unenvlich viele 
Reihen gibt, welche alle diefelbe verlangte Eigenfchaft haben. 


Anmerkg. 2. Die Aufgaben des 8.123. und des 8. 124. 


v 


gehören zu denen, bie unter dem Namen der „Aufgaben uͤber 


die Umkehrung der Reihen“ befannt find, und die man auch 
Reverfionsprobleme nennt. 


Anmerkg. 3. Die Auflöfung der Aufgabe ($. 123.) gilt 
auch noch, wenn die gegebene Gleichung 


x = by+ey’+dy’+ey'+ · - 
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rechts eine endliche Reihe vom Grade m enthält; in welchem 
Halle diefe Gleihung in Bezug auf y eine höhere Gleichung 
vom mir Grade wird, wo x oder vielmehr —x der lebte Rocks 


füient iſt. 


Anmerkung Man erhält ſonach In diefem Fall unend- 
liche Reihen für die Wurzelwerthe der höhern Gleichung vom 
mtr Grade in y, welche für eine numerifche Gleichung die nu⸗ 
merifchen Wurzelwerthe geben, fobald ſie Eonvergent find, oder 
fonvergent gemacht werben koͤnnen. 


8. 125. Aufgabe. 
Es ift gegeben die unendliche Reihe 
Po+P, x-+P,x?-+P,x’-+ »-, 
oder S[P,-x*], 
die durch F. bezeichnet fein mag. Man fol Frrn, d. h. das 
was aus F, wird, wenn man x+h ftatt x feßt, in eine nach 
ganzen Potenzen von h fortgehende unendliche Reihe verwandeln. 


1 Auflöfung. Es ift (nach $. 61.): 





Ba = S[P.-+h] = | GL -P,+x5<h, | 
IH = 0 


b | b d— 
= ls Por —2 = ser Porc® he] ‚ 
welches die verlangte unendliche Reihe ift. 


2* Auflöfung Man bildet aus der unendlichen Reihe 
Fz, die neue FL, aus biefer letztern wieder die neue F), und 
fo weiter die neuen Reihen F£, FI, x. ı. jebe aus ber 
vorhergehenden Dadurch, daß man jedes Glied mit feinem 
Erponenten von x multiplizirt und in dem Produft, 


1 von demfelben Erponenten fubtrahbirt; und man 
hat dann 


— 
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I 1 h? h? . 
® FR,.n= tat in inf., . 


wie folches aus ver Form Nexr der Glieder von Fx, in Ber 
bindung mit $. 625. und nach dem Mufter der $$. 83. 84. 
augenblicklich hervorgeht. 


Zweite Abtheilung. 


Bon den numerifhen unendlichen Reiben und ihrer 
Konvergenz. 


8. 126. Lehrſatz. 
Die mit lauter gleichen reellen Koeffizienten verfehene, nach 
ganzen Potenzen von x fortlaufende unendliche Reihe 
A+Az+Az?-+Az3-+Az!-+Az’-+ -« in inf. 
fonvergirt allemal, wenn z<1, divergirt aber allemal, wenn 
z>1. 


Beweis. Weil die gegebene unendliche Reihe nichts weiter iſt, als 
das Produkt aus A und biefer andern Reihe 
1442+2?+42?+z2?+2°+ in inf.; 
fo darf man blos von biefer lebtern bie n erftern lieder abbiren (nach 
$. 89.), und man erhalt für ihre Summe 


1-7" b 4 Di 
Te 1 SEE Se var 
Da nun z’ für 2<l der Null bis auf ven Moment des Verſchwindens 


nahe rüdt*), während baffelbe z", = wird, fo oft z>1, fo folgt (nad 
6 





*) Daß =0 oder =w wird, je nachdem z<i ober >1 iſt, 
fann, wie folgt, noch beſonders bewiefen werden. Sf nämlich z<i, fo if 


wo q zwiſchen O und co Hiegt und poſitiv if. Dann if 


— 
— 


— 
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6. 101.), daß dieſe Reihe Tonvergirt für z<1; bivergirt Dagegen für “' 
— Für z=1 wir fie 

— 4144114141 ... in inf., 

folglich bivergent. 


Anmerkung 1. Wir fagen, daß der Werth der gege- 
benen numerifchen unendlichen Reihe - ift, fo oft z<{1, 
d. h. fo oft die Reihe fonvergirt. Dies ift dahin zu beuten, daß 


die Summe ber erftern Glieder der Reihe, dem * deſto nä- 


1 
- ber vüdt, je mehr Glieder man nimmt, und daß bei einer immer 
größern Anzahl von Gliedern, der Unterſchied zwifchen ihrer 


Summe und zulegt in den Moment des Verſchwindens 
rüdt, d. h. Feiner noch wird, als jede bereitd noch fo Klein ge: 


dachte beftimmte Zahl. 


Anmerkung 2. Eine numerifche unendliche Reihe ift kon⸗ 
vergent, wenn fie von irgend einem min Gliede ab, Fonvers 
gent wird. - 


Denn die Summe der erfien m Glieder, fo groß auch m fein mag, iſt 


boch immer endlich (wenn vieleicht auch fehr groß). 


1 
= ——; 

(1+9)" 
folglig (iq) >i+4ng und 


aber (1+q)” = A4ngtnz-q’+nz.q?+ + (nad 8. 61.); 
—— ⸗—. Für n=w wird aber 
40nq 
Atng ebenfalls 005 alſo iſt dann rn im Moment des Verſchwin⸗ 
dens, mithin it =" für n=w im Moment bes Verſchwindens, wenn 
nämlich z<1. u 

Sf aber z>1, ſo iſt z=14q, wo q pofitiv und zwiſchen O und 
no liegt; und z? =AtngtnzgQ’+tnzq’+ er, d.h zZ>i4ng, mithin 
"=© für n=o. 


— — 
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— 8. 127. Lehrſatz. 

Stellt P eine numeriſche unendliche Reihe mit reellen und 
poſitiven Gliedern vor, deren Konvergenz außer Zweifel geſetzt 
iſt; und iſt Q eine zweite Reihe, welche von einem gewiſſen 
Gliede ab, nach der Ordnung, bezüglich diefelben oder Fleinere 
Glieder hat als die erftere P, mögen fonft ihre Glieder alle po⸗ 
fitio oder zum Theil negativ fein, fo ift Q nothwendig ebenfalls 
fonvergent. 


Beifpiel. Sp if 3.3. die unendliche Reihe 


3,32 30° 30 gs 37 32 3 
Hertatntetmtntantt 


3° 6561 
nothwendig FTonvergent, weil von bem Gliede g an, welches = 670° 


alfo Fleiner als 1 ift, ihre Glieder gegen: bie Glieder biefer andern Reihe 


1 1\2 /1\?, /1\* 
4) 
beren Konvergenz (nach 8. 125.) feftfteht, bezüglich Heiner find, in fo ferne, 
jedes folgende Glied im Zähler ven Faktor 3, im Nenner dagegen bie Fal⸗ 
toren 10, 11, 12, 13 20. 20. mehr bekommt, alfo jebes folgende Glied, das 
. , . ., = °, 5 , a 36. ꝛc.⸗fache bed vorhergehenden, alſo Feiner 
it, als wenn es jebesmal das face bes vorhergehenden wäre. 


Um fo mehr ift aber Eonvergent bie unenbliche Reihe 
3 33 33 3° 35 3° 
Trarsıtm sten 


⸗ 


1— 


Beweis fallt in bie Augen. 


, 8. 128. 
Hieraus folgt ohne Weiteres: 


1) Iſt irgend eine nach ganzen Potenzen von x fortſchrei⸗ 
tende unendliche Reihe 


A,rA N «x+-A, x?-A, ex? + ... in inf. 
mit veellen Koeffizienten für irgend einen abfoluten Werth, x= «a 
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fonvergent, fo ift fie allemal für jeden noch Heinen Werth von 
« um fo ficherer fonvergent. 

2) Iſt in der unendlichen Reibe 

aota,xta3x?+ «+ an x? !+a,x°+ »- in inf. 
ur der größte unter den Quotienten je zweier auf einander 
folgender Koeffizienten; fo ift diefe unendliche Reihe für jeden 


Werth @ von x fonvergent, der <— ift. 
a 





Denn es iſt dann 
an-1 


und _a<i. 
n 2-1 





a< 





Nun if aber dad (n+i)te Glied der Reihe, das * fache des 
—ı 
nächflvorbergehenden, und jebes ber übrigen Gliever Heiner, als das 





an 03 &n 
ae fage bes vorhergehenden (weil 3.8. —< „alſo au 
An % 8,1 


z bt OB ee), während — iſt: folglich iſt die Reihe ſelbſt für 
2 —ı 
biefen Sem «von x, Fonbergent. 


3) Wird der Quotient des (n--1)" Koeffizienten durch 
den nr, größer, je größer n wird; gefchieht aber das Größer: 
werben nach einem folchen Geſetz, daß Feiner dieſer Quotienten 


eine beftimmte Zahl ri überkteigen Tan, fo darf man nur 


2<7; nehmen, und bie Reihe muß für jeden ſolchen Werth 


von x allemal Fonvergent fein, wie unmittelbar aus Nr. 2.) 
hervorgeht. 


4) Es gibt daher auch Reihen, welche für jeden reellen 
Werth von x Fonvergent find. Dahin gehört 3. B. 


JE J d. h. 47 Tratarfate in inf. 
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x” 


Denn dividirt man das n+ite Glied 17 dur das nte Glied 


x 


fo erhält man Fu und dieſes — it, wie groß auch x ge- 


„u 
(n—1)!’ 
nommen werben mag (in fo ferne n immer noch größer werben fann) von 
einem gewiſſen nien Gliede ab, allemal Fleiner als 1, und dann immer Hei- 
ner, je weiter bie Blieber genommen werben. Alfo Tonvergirt die gegebene 
Reihe von diefem nten Gliede ab, fehneller als bie geometrifche 


Oo Eee 
deren Konvergenz (nach 6. 126.) bereits feſtſteht. 


9) Dahin gehören aber deswegen audh 3. B. dieſe vier an⸗ 
dern unendlichen Reihen 


xl x3 x5 x? . 
Slam] oder tat tr + in inf., 
j x? x’ x? >. 
s|-0 sn! oder x- 37 t57 7 + .. ın inf., 
x? x? xt, x® 3 
—— oder Is trat .. in inf., 
x? xt  x® . 
sc 1er an oder ASt in inf, 
welche für jeden reellen Werth von x konvergent find. 
| $. 129. Lehrſatz. 
- Sept man in der unendlichen Reihe 
p+p2+pz’+pz°-+ +» in inf., 
wo p reell ift und abſolut, z<4, fo wird dad erfte Glied p 


größer ald die Summe aller übrigen unendlich vielen Glieder 
der gegebenen Reihe. 


Denn es if der Wertb ber gegebenen Reibe, für z<i, = ur IR 
daher z<t, fo ik 1-2>% und 1 <2p; baher der Lehrſatz erwiefen. 
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8. 130. 
Hieraus folgt: 
1) If in einer numerifchen Reihe jedes folgende Glied Feiner 
als die Hälfte des vorhergehenden, und find dabei ale Glieder 
reell, fo ift das erſte Glied dieſer Reihe jedesmal größer, als 
die arithmetifche Summe aller übrigen (unendlich vielen) Glieder 
derfelben Reihe, - 


2) Eine ſolche Reihe ift daher einer pofltiven oder nega⸗ 
tiven Zahl glei, je nachdem das erfte Glied derfelben poſitiv 
- oder negativ iſt. 


An 


3) HM 8 
ander folgender Koeffizienten der Reihe 
aota,xta,x?+ +» in inf., 
fo ift das erfte Glied dieſer Reihe, d. h. a,, größer, als bie 
arithmetiſche Summe aller übrigen Glieder, für jeden Werth « 
von x, der gleich oder Kleiner ift als die Hälfte dieſes größten 


An—ı 
a 





ber größte der Quotienten je zweier auf ein- 


Quotienten 


Denn es iſt jedes folgende Glied gleich oder kleiner, als das afache 
n-1 


— a — 
bes vorhergehenden. Da nun » —* iſt, ſo ſt — car, aulſo 
An an—ı ' 





jebes folgende Glied Heiner, als bie-Hälfte des vorhergehenden (Nr. 1.). 
4) Wird der Quotient Pa größer, je größer n ift, doch 
n—1 


fo, Daß er nie eine gewiffe Grenze 2 überfchreiten Tann, fo 
ift das erfte Glied a, dieſer Reihe größer, ald die arithmetifche 
Summe aller übrigen Glieder für jeden Werth & von x, der 


Sp ie 
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Denn es iſt dann auch jebes folgenne Glied gleich ober Heiner, als vie 
Hälfte des vorhergehenden (Nr. 1.). 


$. 131. 


Hat man, wenn F, eine beliebige unendliche Reihe mit 
reellen Koeffizienten ift, Fxrn (nach $. 125. 2t Auflöfung) in 
eine Reihe nach h entwidelt, man un gefunden 


Fern = Fı+F, hp. en. n hr in inf., 


wo bie Koeffizienten F,, Fy, " w. ı. aus Rx und aus 
einander nach dem $. 125. gefunden werten, fo folgt noch: 


1) Sind alle diefe unendlich vielen Koeffizienten F_, FL, 
FT, in inf., welche ebenfalls unendliche Reihen nach x find, 


mit Fx felbft, für jeden reellen Werth von x, der zwifchen « 
und 4 liegt (wo «a und, 8 beliebig pofttiv, negativ oder auch 
Null find) Tonvergent, fo geht die unendliche Reihe Fr 
zwiſchen xz=a und x=Pß, fletig fort, d.h. für je zwei 
fehr nahe liegende Werthe von x, zwifchen & und £, iſt der 
Unterſchied H der zugehörigen Werthe der Reihe Fx, von dem 
Unterfchiedbe h der beiden Werthe von x, bergeftalt abhängig, 
daß H defto Kleiner wird, je Eleinee man h nimmt, und dag H 
Fleiner werben Tann, als jede noch fo Kleine aber gegebene Zahl D. 


Beweis. Es tft nach dem obigen 
1 
H= Rn -Fx = (IH FT. 2 +RW a a7 + in inf.) h. 
Man kann nun, wegen ber Vorausſetzungen, h Hein genug nehmen, baf 
(nach $$. 129, 130.), wenn man nur die abfoluten Werthe ſich denkt, 
F>FL <b+F, -h?+F ch®+ in inf., 
bag daher auch 
H=F, ,4-F,<2F ch 


* ‚ fo wird auch H<D, für jeden Werth 


x 


von x, der zwiſchen « und A liegt. 


wird. Nimmt man nun h 
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2) Sind daher Fz, F,, FL, FT, x. ıc. in inf. für je 
ben reellen Werth von x Eonvergent, fo geht Fx mit den ſich 
ftetig ändernden Werthen von x, beftändig ftetig fort. 


Anmerkung. Daher find auch die Reihen des $. 128. 
RRr. A. und 5.) nicht bloß für" jeden Werth von x fonvergent, 
ſondern fie ändern fich auch ftetig mit ben ftetig fich ändernden 
Werthen von x zugleich. 

Denn ed ift, wenn z. B. 

x2a i 
= Slam] 
gedacht wird, dann 


wo a ben Werth O nicht Haben darf, alfo, wenn a-+1 ſtatt a 
gefegt wird; 


Fr arm) 








u. ſ. w. f. — Es find alfo alle Koeffizienten Fx, F), Fi, FÜ, 


. 20. für jeden reellen Werth von x, Fonvergent. 


$. 132. 


E3 kann aber der Werth einer unendlichen Reihe Fx bald 
größer, bald Heiner werben, während x felbft von —coo an 


duch O hindurch bis zu oo bin ftetig wächft, ımb es hängt - 
Ä 12 


I. 


En 
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folches für ein fehr Feines h vom Zeichen des Koeffizienten F, 
ab, wenn 


2 8 
Fx+n—Fx = F,-h+Fl» DET. art in inf. 


nach dem vorflehenden Paragraphen (oder nach $. 125.) in eine 
nach Potenzen von h fortlaufende Reihe verwandelt worden ift. 


1) Sind nämlich alle Koeffizienten Fx, FL, FL, Fr, ⁊c. ⁊c. 
entweder für jeden reellen Werth von x, oder doch für alle 
reellen Werthe von x Fonvergent, die zwiſchen x=a md x=f 
liegen, fo fan man h immer Hein genug nehmen (nach $. 130.), 
daß für diefen Werth von h, und dann auch für jeden noch 
fleineren, das erfte Glied FL +h größer wird (abfolut genom- 
men) ald die Summe aller übrigen unendlich vielen Glieder der 
Entwidelung. Alfo wächft Fz mit x zugleich, fo fange F} po- 
fitio ift; dagegen nimmt Fx ab, während x wäh, jobald FL 
negativ wird. 


2) Für die Werthe von x, welhe FR =0 machen, ift 
Fxın—Fx mit FI zugleich poſitiv, oder zugleich negativ für 
ein fo Klein gedachted h, und zwar man mag h pofitiv oder ne- 
gativ fich denken, fo daß x+h>x oder x4+hx ft. 

In daher FR =0 und für venfelden Werth von x, FÜ 
pofitiv, fo geht eben die Funktion Fx vom Abnehmen zum Wach- 

-fen über; fie hat jest einen (relativ) Fleinften Werth, ein Mis 
nimum. — Iſt abe FR=0 und F7 negativ, fo geht für 
diefen Werth von x, die Reihe Fx eben vom Wachfen zum Ab⸗ 


nehmen über; fie bat jest eben einen (relativ) größten Werth; 
ihr Werth ift jest ein Marimum. 


3) Mit einem Worte: Alles was im $. 97. Bon dem 
Gange der reellen Werthe einer veelen ganzen Funktion gefagt 
fich findet, gilt unverändert auch noch für eine, nach ganzen 
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Potenzen von x fortlaufenden Reihe, fo lange nur die Koeffi- 
zienten Fx, FL, FL, F£, x. ı. beftimmte reelle Werthe haben, 
d. h. fonvergente numerifche Reiben find. 


8. 133. 

Geht eine unendliche Reihe Fx oder 
aota,x-ta.x?+8,x’+ 1. ıc. in inf., 
init den zwiſchen « und £ ftetig fi ändernden Werthen von x 
ftetig fort, und wird dabei F, für x=a poſitiv und 
= A, dagegen für x=P negativ nd =—B, fu liegt 
zwifchen @ und 8 wenigftend ein veeller (vationaler oder irratio- 
naler) Werth, der ftatt x gefebt, die unendliche Reihe zu Null 
macht. 


Beweis. Denn da F, für die Werthe von x, welche zwifchen « 
und 8 liegen, ftetig fich Anbert, fo gehen ihre Werthe von +A zu —B 
ſtetig fort, alſo nothwendig durch Null hindurch, während dem x alle reellen 
Merthe zwifchen a und 8 beigelegt werben. 


Anmerkung Wir müffen aber am Schluſſe dieſes Kapi- 
telö nochmals befonderd bemerken, daß das Arbeiten mit unend- 
lichen Reihen nach den vorftehenden Prinzipien Nothwendigfeit 
der Refultate gewähren muß, wenn man nur nicht vergißt, 
fih jedesmal zu verfihern, daß die Koeffizienten 
der allgemeinen Reihen nicht dDivergente numerifche 
Reihen, fondern beftimmte Ziffernwerthe find, und 
“daß überhaupt wenn von den Werthen numerifcher Reihen 
die Rede ift, lehtere immer fonvergent fein müffen. — 
Wir wollen daher hier noch einige der einfacheren Sätze der 
Konvergenz hinftellen, wegen der weiteren Kennzeichen der Kon- 
vergenz aber auf den Sten Theil diefed Werkes verweifen. 


$. 134. Lehrſatz. 
Eine numerifche Reihe mit reellen Gliedern und abwechjeln- 
den Borzeichen ift allemal Fonvergent, fo oft die Glieder bis ins 
| 12* 
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Unendliche fort ſtets abnehmen, wenn auch noch fo wenig, aber 
doch um etwas beftimmteß. 


Beweis. Denn eine foldhe Reihe 
1) R= a,—a,ta2—as ta, -a, 4 in inf. 
laßt ich einmal fo ſchreiben: 
2) R=(a-a,)t+a,—a,)tHas-a,)+ , 
fo dag alle ihre Glieder pofilto find, der Vorausſetzung zu Folge. Dann 
aber läßt fie fich auch fo fchreiben: 
3) R= a,—[(aı-a2)+(a,—au)+(a,—as)+ »»- ] 
in welcher Form bie in den edigen Klammern befindliche Reihe lauter pofitive 
Glieder bat. 

Da nun (nach der Form Nr. 2.) der Werth von R nicht 
negativ werben kann, fo ift nicht bloß die in den eckigen Klam- 
mern (in der Form Nr. 3.) befindliche unendliche Reihe konver⸗ 
gent, fondern ihr Werth ift auch notwendig <a,, und des⸗ 
halb hat nun auch R felbft einen beftimmien Werth, der eben- 
fals <a, iſt. 


$. 135. Lehrſätze. 

1) Sind A und B zwei nach Potenzen von x fortlaufende 

Reihen, 3. 2. j 
A= S[K,-x"] und B=S[L,-x*] 
und verwandelt man nun die Summe A-+B und die Differenz 
A—B derſelben, jedesmal wieder in neue, nach Wotenzen von 
x fortlaufende Reihen, welche wir bezüglich durch Z und durch 
D bezeichnen wollen, fo daß man alfo 
8* = S[(K-+L.)-x*] und D = S[(K.—L,)x* ] 

hat, fo find diefe legtern beiden Reihen Z und D jedesmal für 
denfelben Werth von x convergent, für welchen die erftern beiden 
Reihen A und B convergent werben. | 

Denn, bezeichnet man die Summe der erſten Glieder der Reihen A, B, 
= und D, bis zur Potenz x", bezüglich durch An, B,, Z, und D,, fo 
bat man nach den Regeln der Addition und Subtraktion auch 


Kap. VI. S. 135. und ihrer Konvergenz. 181 
2, = A,+B, und D, = A,—B.. 
Da nun ber Vorausſetzung unb ber Definition bes 6. 101. zu Bolge, A, 


und B, für n=w, beftimmie Werthe annehmen, fo if bies, ben leytern 
Gleichungen zu Folße au mit 2, und D, ber Fall. 


2) Berwandelt man das Produkt der beiden Reihen A und 
B ebenfalls in eine neue nach SBotenzen von x geordnete Reihe, 
welche durch P bezeichnet fein mag, fo daß man 
P=A-B 
bat, fo ift die Reihe P ebenfalls für jeden pofitiven Werth 
von x convergent, welcher die Reihen A und B convergent macht, 


fobald nur Tedtere Tauter pofitive Koeffizienten 
haben. 


— 


Denn bezeichnet man wieder durch A,, B, und P, die Summe ber 

eritern Glieder diefer Reihen bis zur Potenz x" bin, fo ift allemal 
P5<A,-B,, 

in fo ferne das Probult A,-B, (nad den Regeln der Multiplifation) alle 
Glieder von P_ bat und dann noch Glieder bis zur Potenz x” hin, welche 
ber letztern Bedingung gemäß, alle pofitiv find. Und da nun A, unb B, 
für n=», beftimmie Werthe haben, fo mn P, für n=w auch einen 
beftimmten Werth haben, da P, immer Heiner noch als AB, if, wenn 
auch P, gerade für n=o, von A,-B, nur um unenblich wenig nod 
verfchieben fein kann. 


3) Verwandelt man aber den Quotienten . zweier fol- 


cher Reihen in eine neue, nach Potenzen von. .x fortlaufende 
Reihe O, fo läßt fich aus der Konvergenz der Reihen A und B 
durchaus nicht auf Die Konvergenz der Reihe Q fchließen. 


Das einfachſte Beifpiel {ft 

* * i4x4x’+x°+4x'+ in inf., 
wo links ber Dividend 1 und ber Divifor 1—x für jeden Werih von x ale 
Convergente unendliche Reihen angefehen werben Tonnen, deren Koeffizienten 
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bis in's Unendliche fort, der Null gleich find, während bie unendliche Reihe 
rechts nur für x<1 convergent if, d. b. einen beſtimmten Werth hat. 


4) Die Gleichung 2 - O ſagt alfo weiter nichte, ale 


daß die unendliche Reihe rechts die Eigenfchaft des Quotien⸗ 
ten links hat, nämlich mit B multiplizirt A zu geben. Haben 
fie nun alle dreie für einen gewiffen Werth von x, beftimmte 
Werthe, jo Hat der Werth von O dieſelbe Eigenfchaft; er ift 
alfo dem Duotienten der Werthe von A und B nothwendig 
gleih. — Hat aber für einen andern Werth von x, die Reihe 
Q gar Teinen Werth (dv. 5. ift fie Divergent), fo dient natürlich » 
die Gleichung 3 =0 auch nicht Dazu den Werth von = zu 
geben, auch wenn lesterer eriftirt. Die Gleichung ift jetzt nicht 
mehr brauchbar, weil zur Rechten jest eine im Kalkul unzuläffige 


Form (wie früher z. B. die Form rn nicht zugelaffen werben 


durfte) angenommen hat. 


5) Verwandelt man die m! Potenz der Reihe A in eine 
neue, nach Potenzen von x geordnete Reihe, fo ift letztere jedes- 
mal mit A zugleich convergent, fo oft m pofttiv ift, x poſitiv 
genommen worden und die Reihe A lauter pofltive Koeffizienten 
bat. (Aus Nr. 3.). 

Iſt aber m negativ, fo kann man (wegen Nr. A.) aus der 
Konvergenz von A auf die Konvergenz der neuen Reihe nicht 


ſchließen. 


Siebentes Rapitel. 


Sortfegung ver Lehre ber unenplihen Reihen. Der binomi- 
Ihe Lehrſatz für Differenz-Potenzen. Potenz-Reihen. 


$. 136. Aufgabe. 


Mean fon (Ab) in eine unendliche Reihe verwandeln, die 
nach ganzen Potenzen von b fortläuft, unter der Vorausfegung, 
“ daß .n eine pofitive, alfo —n eine negative ganze Zahl ift. 


Auflöfung Es ift (nad $. 61.): 
1 


i | _n — 1 —. — — — — 
4— (1+b)® In, cb-fn,.b?+n,-b’+ «- in inf.’ 
weil die Reihe, welche der binomifche Lehrfag für (1-+-b)" (nad 
$. 61.) liefert, bis in's Unendliche genommen werben kann, in 
fo ferne jeder Binomial-Koeffizient n, der Null gleich wird, fo 
oft man a>n felbft nimmt. 

Um nun die Einheit durch dieſe unendliche Reihe zu divi— 
biren, kann man ſich der praftifchen Regeln aus der Lehre der 
refurrenten Reihen bedienen, und man erhält, wenn. man bie 
gefuchte Reihe durch " 

1+A,.b+A,-b?+A,.b’+A,.b'+ .- 
vorftellt, unter (—n), aber den Quotienten 

—J „d. h. a el Em « (-n—a-+1) 

ur 2» 3 a4 
verſteht, (nach 8. 114.) J 


a” ‘ 
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A,=-n, =—n=(—n),, 
A, =—n, A, 1; = 1, (I), —n, = (—n), (nad 8.69. L.), 
A; = —n, A; nr A, N, =, (0), nal), N, 
= (—1);, 
und Died ift wiederum nach $. 69.1. 
A, = —n, A, nz A, nz A, -n. 
= —n, (DR) N, (N) Ran) —DG 

und Dies ift wiederum nach 8. 69.1. = (—n), 
u. ſ. w. f.; alfo findet fich 
(1+-b)” 

= 1-H-n) b-H—0)2-b’H—n) sb’ H—n).b*+ «+ in inf. 
oder . (1 —) a = S[(-n).»b*], 
C 

a! 





wo (—n), den Quotienten bedeutet. 


Nachdem in der eben ftatt gefundenen Auflöfung das ver 
longte Refultat gefunden worden ift, thut man wohl, fowohl 
ber Eleganz, ald auch der größern Grünblichfeit wegen, folches 
fonthetifch zu erweiſen. 

Multiplizirt man aber die beiden Reihen 

S[n.-be] und S[(-n),-b*] 
mit einander, fo erhält man (nach $. 109.) zum Produkt die 
Reihe 
S[n, . (—n); . be+5] oder s[” (—n) ® br] ' 
ar = et 


in welcher der Koeffizient von he das Aggregat 


Sm 
arme 
iſt. — Dieſes letztere ift aber, unter der Vorausſetzung, daß 
a—1 _—_.n\j—T 
n, = —— und (-n), = n 





gedacht wird, (nach 88. 69.—71.) allemal = 0, fo oft c nicht 
O iſt, und =1, fooft c=0, fo daß fich alfo findet 
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S[n,-b*]-S[(—n),-b°] = 1. 
In diefem Produkt ift nun der erfte Faktor, fo oft n eine 
pofitive ganze Zahl ift, = (1-+b)"; alfo wenn man vorftehende 
Gleichung durch ihn wegdividirt, 


SEM) bt] = gar = HI 


$. 137. 

Es mag alfo x die ganze pofltive Zahl n oder Die ganze 
negative Zahl —n vorftellen, oder auch O, alfo eine beliebige 
Differenz ganzer Zahlen, jo ift doch immer 

al—1 
(1-+b): = S[x,.be], wo =. 
Multipkizirt man bier mit a* links und rechts, nachdem vorher ' 


* ſtatt b gefeht worden iſt, und denkt man daran, daß 


# (42) = ati 


gefunden wird, fo erhält man: 
xel—1 


+2 = S[n ae] = [Te |; 





woraus hervorgeht, daß der binomifche Lehrſatz (des $. 62.) 
auch noch gilt, wenn x eine beliebige Differenz ganzer Zahlen 
it, wenn man nur die Reihe rechts als eine unendliche nimmt 
(deshalb auch unter das Aggregat Feine, die burchlaufenden 
Werthe von a befchränfende Gleichung fekt). 


Anmerfung 1. Man fann aber, wenn x=—n fein 
ſollte, auch noch folgende Umwandlungen vornehmen. Da 
namlich | 


(1, = und (-n)l (—1)*. nel 


it, fo erhält man auch 
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(atb)-n = sl. ara-ebe) 
„fen. ann b° | 


6 ! gute 








= lm. a4. ] = x. xx. 


Und ſetzt man hier, um die erſten Glieder dieſer unendlichen 
Reihe. zu erhalten, O, 1, 2, 3, ı. ſtatt a, fo findet ſich 




















Al b? be. 
(a--b) — —I: aut Hartl) —(n+2);° A 4. in inf., 
oder 

„nt _._ er n b? (n+2)(n+!l)n be 
(a-+-b) N» gu+l + . * — — — ars 

- | + +. in inf. 


Anmerkung 2. Da wir im Laufe dieſes Werkes bis jept 
noch feine anderen Potenzen Tennen gelernt haben, als „Diffe⸗ 
renz⸗Potenzen“ d. h. folche, deren Exponenten beliebige Differen- 
zen ganzer Zahlen (nämlich pofitive oder negative ganze Zahlen 
ober Null oder 1) find, fo kann die Frage: „ob der binomifche 
Lehrfag auch noch für andere Potenzen“ gelte bier zur Zeit noch 
gar nicht geftellt werden. 

Anmerfung d. Da 
(1+b)® = 14x, cb+x,cb2-+x,.b>+x,+b’-+ «- in inf. iſt, 





waͤhrend xz,=x; = nn = 1x2 _1x; 
x, * ei] = 4x’—Ix?Hıx; u. ſ. w. iſt; während 


überhaupt x, in eine ganze Funktion von x umgewandelt werben 
kann, — fo darf man nur diefe ganzen Bunftionen von x in 
obige Binomialreihe ftatt der Binomial-Koeffizienten xı, X2, Xa, 
x e gefegt denken, und (1-+b)* geht in eine Doppelreihe 
über, die einerfeit nach Potenzen von b, andererfeitd aber nach 
Potenzen von x fortfchreitet, welche man alfo auch wieder ale 
eine Reihe der erften Ordnung anfehen kann, die nach Potenzen 
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von x fortichreitet, während ihre einzelnen Koeffizienten, Reihen 
find, die nach Potenzen von b fortlaufen. Und da flatt b auch 
a—1 geſetzt werden Tann, fo daß 14+b=a wir, fo kann 
man die eben gefundene Binomialreihe offenbar ſogleich dahin 
umformen, daß man eine nach ganzen Potenzen von x fortlaus- 
fende unendliche Reihe befommt von der Form 


A,+A 1 X-AXꝰA,xAALx- un, 


welche der Potenz a“ gleich ift (in allen den Fällen, wo a“ bie 
jest eine Bedeutung erhalten bat), und in welcher die Koeffi- 
zienten A,, A,, As, 20. ıc. felber Reihen find, die nach Po- 
tenzen von (a—1) fortlaufen, d. h. beftimmte endliche numerifche 
Werthe haben Fünnen. 


Bezeichnet man nun diefe unendliche, der Potenz a“ gleiche 
Reihe AutA,x+A, x? +A,x’ 4» duch F,, und be 
deutet F, die andere Reihe, welche aus dieſer F, hervorgeht, 
wenn y ftatt x gefeßt wird; verfteht man endlich unter Frry 
die Reihe, welche aud F, hervorgeht, wenn man x-+y ftatt x 
fest, fo ift in allen den Fällen, wo a“, a9, ax+7 eine Bebeu- 
tung bis jest erhalten haben, alfo wenn x, y und x+y Diffe⸗ 
renzen ganzer Zahlen find, a aber allgemein ift, 


ax =[F,, =F,, 
aıty — F,,,; i 
alfo, weil ax.a“ — gut 
it, aud) Fx-F, = Fuy; 


d. h. die unter F, und F, vorgeftellten unendlichen Reihen mit 
einander multipligirt, geben die unter Frry fich zu denfende, fo 
oft a allgemein und x, y und x+y Differenzen ganzer Zah: 
len find. | 

Es entfteht daher nun die Frage, ob diefe unter Fx, Fy 
und Fry+y vorgeftellten unendlichen Reihen nicht im Allgemeinen 
fhon die Eigenfehaft haben, daß Fx-F, = Frry ift, für jedes 
x und für jedes y? — And zulest kann dann auch noch Die 


h 
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andere Frage entfichen, ob e8 mehrere allgemeine, nad) 
ganzen PBotenzen von x fortlaufende Reihen gibt, denen Diefelbe 
Eigenfchaft zufommt? — Fangen wir daher bei legterer Unter- 
fuhung an. Ä 


$. 138. Aufgabe. 


Eine nad ganzen Potenzen von x fortlaufende unendliche Reihe 
SIP,-x], d.b. Po+Pı, xtP, x?+P,.x?-+P,x'+ -- in inf. 
zu finden, welche, wenn man fie durch Fz bezeichnet, und wenn 
man unter F,, Fzy+y diefelbe Reihe fich denkt, nur y oder ty 
ftatt x gefegt, — die Eigenfchaft Hat, daß für jedes x und 
für jedes y, 

1) Fx+F, = Fy4y 
iſt. 
Auflöſung. Man hat vorausgeſetzt 
2) F, SIPaxa], 

fo daß nur übrig bleibt, den Koeffizienten P,, d. h. die Koeffi⸗ 
zienten P,, Pı, Pa, Ps, x. ıc. zu finden, während, nach den 
Bedingungen der Aufgabe, diefe Koeffizienten von x unabhängig 
fein, alfo ſich nicht Ändern, jondern genau diefelben bleiben 
follen, wenn y oder xy flatt x geſetzt wird. Dann ift 
aber auch 


) HR =SPey], 


und 4) Fxry = S[P«(x+y)"]. 
Folglich hat man (nach $. 57.): 
5) Fx-F, = S[P«-Psx%y}]; 
alfo ift 
6) S[Pa-(x-+y)'] = S[Pa-Ps-x°-yP] 


die zu erfüllende Gleichung 1.) 
Weil aber (nach dem binomifchen Lehrfabe $. 61.): . 


(4y° = | Hr er 


bc =a 





> 


x 
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ift, fo ift (aus 6.) die von den gefuchten Koeffizienten P,, P,, 
P,, Ps, x. 2. zu erfüllende Gleichung 1.) die nachftehende, 
namlich 





7) s[ ere! Puky] — S[P.-Pixe.y}], 


r 


woraus (nach $. 104. Nr. A.) hervorgeht, daß links und rechts 
bie Koeffizienten von x”y® einander gleich werben müſſen, 
nämlich daß 
(m-Hn)! 
8) m!n! 
werden müfje und zwar für jeden Werth von m und n, der 
Null oder pofitiv ganz if. — Man fange nun damit an, daß 
man dieſer Gleichung 8.) für n=1 genügt, d. h. daß man 
9) (m{1)-Parı = PaPı 
macht für jenen Werth von m, ber O oder pofitiv ganz ift. 
Gebt man aber flatt m nad) und nah 0, 1, 2, 3 «« bis 
m—1, fo ergeben ſich (aus 9.) die Gleichungen: 
P,=P, »-P,, ap P,=1, 
und 2P,=P, +» P,, 
3P, = P, ® P, ’ 
4-P, = P, ° P 


Pan = Pn’Pa 


woraus die Werthe von P,, P,, 
P.,.. Pm fich ergeben, alle in 
‚2 P, ausdgebrüdt, welcher Iebtere 
: Koeffizient unbeftimmt bleibt und 
m-P,n=P,_,P,, | = gefegt werben mag. 


Multiplizirt man diefe Gleichungen alle mit einander und divi⸗ 
dirt man die gemeinfchaftlichen Faktoren auf beiden Seiten weg, 
ſchreibt man ferner 1 ftatt P, und c ftatt P,, fo erhält man 


! — am 
10) m! Pa— ch, d. h. Pn= mi. 


Weil aber unjere Aufgabe nur dann gelöft if, wenn bie 
gefundenen Koeffizienten P,, Pı, Pa, Ps, ꝛ⁊e. ıc. fo find, daß. 
fie der Gleichung 8.) d. h. der Gleichung 


190 Potenz⸗Reihen. Kap. VII 8.139. 





(m-n)! _p. 
8) m! n! -Pa+n = Pın P, 
für jeden Wert von m und n genügen, welcher O oder pofltiv 
ganz ift, — fo muß man jest noch in dieſe Gleihung ftatt 
Pa+n, Pm und P„, Die (au8 8.) für n= 1 gefundenen) Werthe 
car+rn gm ce? . , 

in!’ 5 und ST fubftituiren, und zufehen, ob fie 
diefe Gleichung 8.) identifch machen für jeden der Werthe von 
m und n. — Und in der That ficht man, daß diefer Gleichung 
8.) durch die in 10.) für Po, Pz, Pz, P., ıc. 2. gefundenen 
Werthe volftändig ein Genüge gefchieht, wenn auch der Koeffi- 
zient P, ober c ganz willführlich genommen wird. 

Die gefuchte und gefundene Reihe F, ift daher die nach⸗ 
ſtehende, nämlich 


11) = SI x) 
d. h. 

F,=1+4cx+ — — ——— in inf. 

* 2! 31 541 “ 
wo c ganz willtührlich gedacht ift, wo alfo für c noch jeder 
beliebige (von x unabhängige) Ausdrud gefegt werben Tann. 


$. 139. 


Es giebt alfo beliebig viele folche im $. 138. gefuchte Rei- 
hen, die alle durch 
‚CE 
a! 


audgebrüdt find und von denen jede (für jeden beliebigen Werth 
von c) vie verlangte Eigenfchaft hat. Wird daher diefe Reihe 
ftatt, wie oben, Durch F,, bezeichnender noch Durch F..z vor⸗ 
geftelt, fo drüdt ſich die Eigenſchaft dieſer unendlichen Reihen 
auch fo aus, nämlich: 
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J. FoxFeoy = F c.xy) 
d. h. s[“].s]*] _ [tr]. 
a! al al 
Daraus folgt aber fogleich noch 
II. Fe.æ: Fe.y = Fe. 


d. h. s — sl er (x-Y)® i 








a! al a! 
weil, wenn man links und rechts mit F.., multipliziert und rechts 


dann die I. anwendet, fogleich links und rechts ein und daſſelbe 
Refultat ſich ergiebt. 


Berner folgt auch noch aus der I., wenn man nad und 
nah x, 2x, 3X, «+ (n—I)x ftatt y fett, dann die entitehen- 
den Gleichungen mit einander multipligiet, zulegt aber links und 
recht durch die gemeinfchaftlichen Faktoren dividirt: 

IM. (Fox)" = Fenx 


Er 


welche Formel II. auch noch gilt, wenn n negativ ganz fein 
folte, alfo wenn n eine beliebige Differenz ganzer 
Zahlen vorftellt. 





Denn es. it fr n=—ım, 


(Fox) = (Fer) - 14lF,x) = 1:Femz , 
eben weil m pofitio ganz, unb bie III. für biefen Fall bereits bewiefen ift. 
Sept man nun in II. fowohl O flatt x, alfo mx flatt y, und bebenft man 
babei, daß bie unenblihe Reihe F, für x=0 in ihr allererftes Glied 
1 übergeht, fo erhält man «wiederum 
1:F mx = Fo mx) — Fe.nx 


wodurch unſere Behauptung erwieſen iſt. 


Aus der III. folgt aber wieder, wenn 1 ſtatt x, und dann 
x ftatt n geſetzt wird, daß 


IV. ( Fe. i)* = F..x oder Fe.x = (F..1)* 
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fein muß, fo oft x eine Differenz ganzer Zahlen vorftellt, alfo 
pofitiv oder negativ ganz, O oder 1 fl. 
Diefer wichtige Satz Tann auch fo gefchrieben werben, 


nämlich 
v. = el] 


wenn nur x eine Differenz ganzer Zahlen vorftellt; d.h. wenn 
c? | 
1) s|]=: 
geſetzt wird, fo ift 
. 9 s| | =, 


jo oft x eine Differenz ganzer Zahlen vorftelt. — Wir erbliden 
alfo die (Differenz-)‘Botenz a® in eine nach ganzen Potenzen von 
x fortlaufende Reihe umgeformt, deren Fortfchreitungs-Gefeg 
befjer in die Augen fält, ald wir ed nach der Anmerfung 3. zu 
$. 137. hoffen durften. 


Anmerkung. Schreibt man flatt der vollftändigen Reihen 
(in 1. und 2.) lieber blos einige wenige ihrer erften Glieder, 
die übrigen fich noch hinzudenkend, fo fieht der Sag fo aus: 


Jeder Werth von c, für welchen 
c? ce? c* 
. Itetgtaıtgte a 


wird, macht, daß 
cx , 0?.x? | c°.x? z 

wird, fo oft nur die Boten; a* eine Differenz-PBotenz ift, alfo 
früher eine Bedeutung erhalten hat. 

Dabei ift nicht zu überfehen, daß, weil für ein gegebenes 
a, bie Bleihung 1.) zur Beftimmung von c, die Form einer - 
böhern Gleichung vom unendlichen Grade hat, foldde vielleicht 
unendlich viele Werthe von c liefern. Die Reihe II. muß daher 











f 
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für jeden diefer Werthe von c, einen, und denſelben Werth a* 
annehmen, wenn nur x eine Differenz ganzer Zahlen vorſtellt. 


Dies wird fi in der Bolge beftätigen. 


$. 140. 
Die Reihe Fon oder S F =) d. h. —5 iſt 


für jeden reellen Werth von c6ex konwvergent (nach $. 128. 
Nr. A). — Diefelbe zerlegt fih für jeden imaginären Werth 
von c+x, ber die Form qei Hat, fogleich in die Summe 


. 11... Er 

[m nit s|c D ai 

in welcher jeve Reihe für fich für jeden reellen Werth von q, 
fonvergent ift (ebenfalld nach $. 128. Nr. 4.) 


ei a 
Denn ſetzt man in || ſtatt a zuerſt 28, dann 2a+1 fait a, 


fo erhält man (nach $. 47.) und weil 17° = (1?) = (1), dagegen 
a _ 2 j(—1)° iſt, fogleich die vorſtehende Summe, 


- Und weil envlid (nach $. 139. 1.) 
des] de] 


al a! al 

iſt, und die beiden Reihen zur Rechten bezuͤglich für jeden 
reellen Werth von p und von q konvergent find, — das Pros 
duft zur Rechten alfo allemal einen beftimmten (reellen ober) 
imaginären Werth bat, für jeden Werth von ptqri, — fo 
fann man daffelbe Broduft zur Rechten ald den Werth der un- 
endlichen Reihe zur Linfen anjehen für jeden reellen oder imagi- 
nären Werth von p-+-qei. 

Die unendliche Reihe Fax oder F æ] hat alſo fuͤr 
jeden Werth von c von der Form ati, und für jeden 
Werth von x von der Form y-+d-i, welche beide beliebig veell 

11. F | 13 
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oder imaginaͤr fein mögen, eben weil dann cx bie Form p-Hgei 
hat, ftetd einen beftimmten reellen oder imaginären Werth. 


g. 141. 
Dezeichnet man im $. 139. V. Nr. 1., den Ziffernwerth von 
a, der fih für e=1 ergiebt, ein für allemal durch den 
Buchftaben e, fo daß 


1. e= sl] 
| a! 


1,1,1,1,1 3. 
d. h. e= 1+ Itratztgtatrein inf. #) 


*) In Dezimalftellen berechnet, wird dieſe numerifche Zahl 
| e=2,718281828459 3; 
und bie Berechnung wird durch den Umſtand fehr begünftigt, daß 
ii  __1 
Gi nt 
den durch bloße Divifion abgeleitet wird. Die Rechnung ſieht dann fo aus: 


wird, fo daß jedes Glied der Reihe aus dem vorhergehen⸗ 


e = 1 
dag vorhergehende +1 
Glied dividirt 

durch 2 70,5 
— 3“... +0,16666666666666 
— A vo. 40,04166666666666 
— 5 oc. +0,00833333333333 
_ 6 » .. +0,00138888888888 
_ 7 so. +0,00019841269841 
— 8 «oc. +0,00002480158730 
— 9 2... +0,00000275573192 
— 10 -.-.«. +0,00000027557319 
— 11... +0,00000002505210 
— 12 -.. +0,00000000208767 
— 1 ... +0,00000000016059 
— 1 ı... +0,00000000001147 - 
— 15 «.. +0,00000000000076 
— 16 .... +0,00000000000004, 


oder wenn man abbirt, und bie folgenden Glieder, da fie in den erften 14 
Dezimalen O geben, mwegläßt: “ Ä 
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wird, fo hat man (aus $. 139. V. Nr. 2.) 


n. ess3. 

a! 
d 214 x? x’, xt 237 
bh e= +T7tatz tor in ink, 


wenn nur x eine pofltive oder negative ganze Zahl oder O ober 
1, d.h. wenn e* eine Differenz,Potenz ift. 


e=2,71828182845898, 
wo die erfien 11 Dezimalftellen genau fin. 

Diefe Umformung ift übrigens nicht geeignet, die Zahl e fo vollftändig 
erfennen zu laſſen, als dies oben im Zerte der Fall ift, da ber Dezimalbruch 
vollſtändig gedacht, auch nichts weiter als eine unendliche Reihe if, deren 
weiteren Glieder aber bis in's Unenbliche, unbefannt bleiben. 


13* 


Achtes Kapitel. 


Bon den natürlihen Potenzen und ben daraus hervorgehenden 
(trigonometrifhen) Funktionen. — Bon den natürliden 
Logarithmen. 


Erſte Abtbeilung. 
Bon den natürlihen Potenzen. 


8. 142. Erflärung. 
Die unendliche Reihe 


a 3 3 
sl] d°h. 14 31 in inf, 
alſo die im 8. 139. durch F... bezeichnete Reihe, wenn in ſol⸗ 
her c=1 geſetzt wird, — Ddiefelbe Reihe, welche (nach $.141.) 
der Differenz Potenz e* (d. b. dem Produkt a-ere «+ von x 


Faktoren, wenn x pofltiv ganz gedacht wird, ober dem Quo⸗ 


tienten Pe wenn x negativ ganz fein follte) gleich ift, 


— diefe unendliche Reihe alfo, bezeichnen wir in ber Folge ſtets 

durch das Zeichen 
. e*, 

wenn auch x ganz allgemein gedacht wird (als ein bloßer Trä- 

ger der Operationdgeichen), fo daß fowohl jede reelle ald auch 

jede imaginäre Zahl darunter verfanden werben Tann, während 


e= [5]. alfo eine völlig beftimmte pofitive «(jedoch irratio- 
nale) Zahl vorftelt. 
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Diefes fo allgemein aufgefaßte Zeichen -e* nennen wir eine 
natürliche Potenz, und wir wifien, daß diefe natürliche Po⸗ 
tenz, der Differenz-Potenz e“, welche im iten Theile d. W. des 
finirt worden ift, allemal gleich ift, fo oft ftatt x in bie erftere, 
d. h. in die unendliche Reihe sr]. irgend eine Differenz 
ganzer Zahlen geſetzt wird. 


8. 143. 
Ald Definition der „natürlichen Potenz" e* Haben wir 
alfo die Gleichung 
(O)u ex — 5 


8 
d. h. — — — in inf., 
in welcher x ganz allgemein gedacht iſt. 

Weil aber ex nichts anders als die unendliche, im 8. 139. 
dur Fox bezeichnete Reihe ift, für c=1 genommen, fo 
nehmen die Säte des $. 139., wenn man c=1 feßt, fogleich 
die nachftehende Form an, nämlich 


I; ee) = et 
e? . 

11. — = ei-7 
e7 


III. (et)? = em, 
wenn nur n eine Differenz ganzer Zahlen vorftellt, fo daß (e*)* 


eine Differenz Potenz ift und deshalb eine Bedeutung bat; wäh: 
rend gleichzeitig noch befannt ift 


IV. e’=1 
und (aus II. für x=0) 


V. e—* 


hervorgeht. 
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WVieſe fünf‘ Gefege, welche ſchon im J. Th. d. W. für die 
Differenz⸗Potenzen erwieſen worden ſind, gelten alſo jetzt auch 
noch für die viel allgemeineren ‚natürlichen Potenzen, deren Dig⸗ 
nand e aber eine vollig beitimmte abjolute Zahl ift. 


g. 144. 


Außer diefen allgemeinen Gefegen ift nun noch Folgendes 
zu beachten: 

1) Da e* eine unendliche Reihe vorftelt, welche (nach 
$: 140.) für alle reellen und imaginären Werthe von x, von 
der Form a+B-i Tonvergent ift, fo hat e“ für jeden: reellen 
oder imaginären Werth von x, von der Form a+tPp-i ſtets 
einen beftimmten reellen oder imaginären Werth von derſelben 
Sorm und natürlich nur einen einzigen. Dieſer wird auf fol- 
gende Weife „ausgerechnet” ; 

Es iſt 


er? «j = — 


oder, wenn man 24 und noch 2at1 ſtatt a ſetzt, d. h. wenn 
man alle geraden und alle ungeraden Glieder diefer Reihe für 
fih aufammennimmt, und wenn man dabei berüdfichtigt, daß 


je = (de = (1 und rei ili) if, 


J ana B2a s] rs a+l Sem) 
rsl-1% all TEACD rm 
welche beide unendlichen Reihen für jeden reellen Werth von ß, 
fonvergent find, alfo mit e= zugleich reelle Werthe haben.: Da- 
duch ift aber er auf die Form p+gi gebracht, d. h. 
„ausgerechnet.“ 
2) Die Werthe von e* gehen mit den ſtetig ſich ändernden 
reellen Werthen von x, ftetig fort; d. h. man kann immer zwei 
Mertbe von x, nämlich x+h und x fo nahe an einander (d. h. 


und 
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h fo Hein) fich denken, daß bie zugehörigen Werthe von e, 
nämlich er+t und e* um weniger von einander verfchieden find, 
als jede noch fo klein gedachte (gebrochene) Zahl D. 


Denn es iſt 


eith_ Le erlitt ta + in int. ), 


h .. 
aljo reizt ——— + in int.): 
und nun folgt der übrige Theil des Beweiſes unmittelbar ang 6. 132. 


3) Denft man ſich dem Erponenten x nach und nad) alle 
ftetig neben einander liegenden reellen Werthbe von —oo an, 
duch O hindurch bis zu 00 Hin gegeben, fo find doch bie 


zugehörigen Werthe von e* ftetd poſitiv; fie fangen mit 2 


(d. 5. mit dem Unendlich⸗Kleinen) an, gehen nady und nad) 
durch alle Acht gebrochenen Zahlen hindurch, ſtets wachſend bis 
zu 1 (weil e® = 1) und wachlen dann von 1 ab ebenfalls ohne 
Unterbrechung bis zu oo bin. 


Für die poſitiven Werthe von x fällt das Behauptete ſögleich In bie 
Augen. — Für jeden negativen Wertb' — son x iſt aber 


und Dadurch ift auch ber erfiere Theil der Behauptung außer Zweifel geſtellt. 


” 4) Daraus folgt aber wieder: | | 

1.1.) Zu jedem pofitio gegebenen Werth a von e“, eriftirt 
allemal ein einziger reeller: Werth von x, und biefer ift ne⸗ 
gativ, Null oder poſitiv, je nachdem a<l, =1 oder >1 
gegeben fein follte. 


2.2.) Zu jedem negativ gegebenen Werth —b von ex, gibt 
ed nie einen reellen zugehörigen Werth des Erponenten x. 
Giebt es aljo einen Werth von x, welcher ee = —b mad, 
fo ift folcher nothwendig imaginät. 
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: 3.3) Daffelde gilt, wenn e=p-+tgq-i und imaginär 
(alfo q nicht Null) gegeben fein jollte. 


5) Wir find in vorftehender Nr. 1. bei der Auswerthung 
von etFi auf die beiden unendlichen Reihen 


_ 1 | 
-1y. (2 1 md Sn — 

geſtoßen. — Dieſe zwei unendlichen Reihen erregen daher unfere 
Aufmerffamfeit und muͤſſen nun einer befonderen Unterfuchung 
unterzogen werden. — Dies fol in der nächiten Abtheilung die- 
ſes Rapiteld gefchehen. 





Anmerkung. Wir öhnen jedoch diefe Abtheilung nicht 
ließen, ohne noch darauf aufmerkfam zu machen, daß, wenn. 
z einen beliebigen reellen endlichen Werth hat, dann 


L. (+2) =e iR fü m= to; 


d. h. daß der Werth von (1+4)" dem Werthe von ex ſich 


deſto mehr nähert, je größer m genommen wird, und daß beibe 
Werthe um unendlich wenig (d. h. immer weniger noch als jebe 
noch fo Klein gedachte, aber beftimmte Zahl angiebt) von einan- 
der verfchieden find, wenn m unendlich groß (d. h. immer grö- 
Ber noch als jede noch fo groß gedachte, aber beftimmte Zahl) 
genommen wird. 


Denn es iſt nach dem binomiſchen Lehrſatze 
og mii-1 z5 mii-1 zb 
u (+ u ser bl u el. 


Kun ift aber 
mbi—1 m(m—1)(m—2)(m—3)(m—4) «+ 
mM n:-n°:nm:m m 


Te) 
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..„1 2 3 4 b—1 
während die fubtrahirten Brüche ZT a m "a 


wenn m=« genommen und b noch nicht unendlich groß ge⸗ 


y—1 
dacht ift, unendlich Hein werden, jo daß der Einheit 


defto näher. rüdt, je größer m genommen wird. Die Reihe in 
b 
1.) zur Rechten geht alſo in V d. h. in e⸗ uͤber, wenig⸗ 


ſtens in allen erſten Gliedern, wo b noch nicht unendlich groß 
geworden iſt. Wird aber nachher b ſelbſt immer größer und 
größer genommen, alfo zulegt auch unendlich groß, fo ift nicht 











4 —-ı 
mehr — =1 zu nehmen; aber dann find auch die Glieder 
möi-1 z5 z> 
zug a Bu 


in den Entwidelungen von Ä 
(145) und ee?” 
bereit3 unendlich Klein und haben auf die Nicht-Uebereinftimmung 


der beiden letzteren Werthe Feinen Einfluß mehr, wenn nur 
m— co gedacht wird. 


Und da dies gilt, ed mag z poſitiv oder negativ gedacht 
werben, fo fann man die Gleichung I. auch in ber nachſtehenden 
Form ſchreiben, naͤmlich: 


ll. (1-2) =e= fü m=-4o. 
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Zweite Abtheilung. 


Bon den allgemeinen Sinus, Koſinus, Tangenten und 
Kotangenten. 


$. 145. 


Bon den beiden unendlichen Reihen, in welche fich die Po— 
tenz⸗Reihe 


en d. 14T 4 + + in inf. 


zerlegt, wenn man herr alle geraden Botenzen von x zufammen- 
faßt, dann alle ungeraden, bei leßterem Refultat aber den, allen 
Gliedern gemeinfchaftlihen Faktor i herausrückt; — wollen wir, 
um fie bequemer unterfuchen zu koͤnnen, die erftere durch Cosx, 
die andere durch Finx bezeichnen, und biefe Zeichen bezüglich 
buch „KRofinus von x" und „Sinus von x" audfprechen. 
Diefe Definitionen find alfo ausgebrüdt in den Gleichungen 


. xt. 
I. Sinx = S s|c- 1)*. — 


73 
oder Sinx = 42-24 in inf. 





11. Cox —$ = Ic —1)*. an ‘ 


der Csx-1- + Lin inf. *) 
o — 


*) In der Anwendung der Analyfis und in's Beſondere ber Integral⸗ 
Rechnung auf die Kurven-Lehre, wird das Problem gelöſt wie bie Länge 
einer Frummen Linie in gerade Linien ausgebrüdt wirb, welche bie Enbpunfte 
bes (frummlinigen) Bogens beftimmen (das fogenannte Problem der Rektifi⸗ 
Tation der Kurven.) Dort gebt dann hervor, daß wenn x ein Bogen ift 
eines Kreifes, beffen Radius = 1, — dann der Werth ber unenblichen Reihe 
Sinx, allemal vie balbe Sehne des doppelten Kreisbogens ausdrückt, wäh⸗ 
rend ber Werth der unendlichen Reihe Cosx, allemal den Abftand biefer 
Sehne vom Mittelpunkt liefert. Sene Linien im Kreife, deſſen Rabius = 1 
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Daß aber die Potenz-Reihe ex! fich in dieſe letztern bei- 
den Reihen zerlegt, und wie, drüdt dieſe Gleichung aus: 


IH. eri = (osx-i-Sinx, 
welche, wenn man —i flatt i ſetzt, (mas allemal erlaubt ift, 
da i jede einzelne ber beiden Formen VI vorftellen fann) 
auch noch übergeht in 

IV. el — Cosx—i. Sinx, 
fö daß man (aus II. und IV.) die Sinus- und Koftnusreihen 
auch wieder in zwei PBotenzreihen ausdrüden kann, nämlich 


xl __o—xei x —Xei 
v. Sins = I ET und VL Cox Kr 


$. 146. 


Weil fih die Kofinus-Reihe nicht ändert, wenn man —x 
ftatt x feßt (in fo fene (—x)* = x? ift) und durch diefelbe 
Subftitution jedes Glied der Sinus⸗Reihe in daſſelbe, mit entz 
gegengefegtem Vorzeichen, übergeht. (Da man (—x)+! 
= —x%+l hat), fo folgen fogleih die Wahrheiten 

. Sin-x)=-—Sinx und I. Cos(—x) = Cosx. 


Und da für x=0, alle Glieder unferer Reihen = 0 werben, 
bis auf das allererfte, welched = 1 ift, fo bat man noch 


1) Sin0- 0 und 2) Csd=1. 


it, wachfen und nehmen ftetig ab mit den fletig wachfenden Bogen und bilden 
alfo in ihrer Totalität gleichfam ein heransgefchnittenes Feines Stück ber all- 
gemeinen unendlichen Reihen, bie wir bier unter dem Namen der „Sinus 
und Kofinus von x” betrachten wollen, und enthalten Die Werihe ber Ich» 
teren nicht, welche folche für negative ober imaginäre Werihe von x anneh- 
men, ja auch diejenigen kaum, welche fie für folche pofitjve Werthe von x 
annehmen, die größer als die Lange der ganzen Kreislinie find, obgleich ſich 
dad letztere noch nachhilfsweiſe als möglich denken läßt. 

Hier aber find Sinx und Cosx bloße Buchſtaben⸗Ausdrücke, in denen 
x ganz allgemein (als ein bloßer Träger der Operationdzeichen) gedacht wird, 
alſo neaatise, imaninäre und voſitive Werthe haben kann. 
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$. 147. 


WIN man allgemeine Eigenfchaften der Sinus- und Kofinus- 
Reiben haben, fo muß man fie von denen der Potenz-Reihen 
herholen, aus denen die Sinus und Kofinus hervorgegangen find. 

Geht man 3. B. von der Wahrheit aus, daß 


e(X+2).1 — er r ezl 


ift, und fegt man hier herein ftatt der Potenzen, die denfelben 
gleicher Ausdrüde (aus $. 145. IIL), fo geht diefelbe Gleichung 
augenblidlich über in dieſe: 
Cos(x+z)-+i- Sin (x-+z) 
= (Cosx- 0052—Sinx- Sinz)-+i« (Sinx- Cosz+-Cosx- Sinz), 

aus welcher, wenn man —i flatt i fchreibt, fogleich noch her⸗ 
vorgeht, 
Cos (x-+2)—-i- Sin (x+z) 

= (Cosx-Cos 2 Sin x«Sin z)—i«(Sinx-Cosz+Cosx-Sinz) ®). 
Subtrahirt und addirt man dieſe Iehtern beiden Gleichungen von 
und zu einander und dividirt man die NRefultate noch bezüglich 
dur 2i und durch 2, fo gehen die nachftehenden eben fo ein- 
fachen als höchft wichtigen allgemeinen Eigenfchaften der Sinus⸗ 
und KofinussReihen hervor, nämlich 

I.  «Sin(x-+z) = Sinx-Cosz4-Cosx-Sinz 

ll.  Cos(x-+2z) = Cosx-Cosz—Sinx-Sinz, 
aus weldhen, wenn man —z ftatt z fegt und wenn die Glei⸗ 
dungen $. 146. 1. und II. angewandt werden, fogleich noch die 
nachftehenden fich ergeben, nämlich: 

I.  Sin(x—z) = Sinx-Cosz—Üosx-Sinz 

IV.  Cos(x—z) = 00osx-Cosz-+Sinx-Sinz, 


*) Diefe letztere Gleichung ergiebt fich auch birelt aus 
eat _ oe, oz und aus 6.145. IV. ganz fo, wie bie sosanflehenbe. 


- 
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welche beiden letzteren, auch bireft und unabhängig von den ers 
fteren gefunden werben können, wenn man von den Gleichungen 

ex-z)ri = eri. e-ri und e-(x- 2) =s e-xi . ez-i 
ausgehen will. 


Die IV. giebt no für z=x und weil (nad $. 146. 
Rr.2) Co0=1 iſt, die nachſtehende: 


V. (Siax)’+(Cox)’ =1, 
weiche Gleichung natürlich auch direkt aus dem Potenzen⸗Geſetz 
. eri.o-ıi = e — 1 *) 


hervorgeht, alfo auch erhalten werden muß, wenn man die Glei⸗ 
ungen $. 145. II. und IV. mit einander multiplizirt. 


$. 148. 


- Diefe bis jetzt in den 88. 145.—147. aufgeftellten Wahr- 
heiten bilden die Grundlagen der gefammten fogenannten ana= 
Intifchen Trigonometrie, in fo ferne die Sinus- und Ko⸗ 
finus⸗Reihen, alfo dad, was wir hier unter Sinx und Cosx 
verftehen, auch trigonometrifche Funktionen genannt wer: 
den, wegen der Anwendung, welde biefelben fpäter in dem 
Theile der Geometrie finden, den man .theild „ebene*, theils 
„Tphärifche" Trigonometrie zu nennen pflegt. 

WIN man 3. B. Formeln haben, durch welche ed möglich 


%) Diefe Gleichung lehrt weiter nichts als daß, wenn man bie Sinus . 
reihe und bie Koſinusreihe, jebe mit fich multipligirt und die Quadrate, welde 
wieder unendliche Reihen find, adbirt, — dann in ber neuen unendlichen 
Reihe, die mit 1 beginnt, alle übrigen Glieder Null zum Koeffizienten be⸗ 
kommen und daher wegfallen, fo daß bloß 1 übrig bleibt, obgleich x ganz 
allgemein (als ein bloßer Träger ber Operationszeichen) gebacht iſt. 

Natürlich gilt aber nun dieſelbe Gleichung auch für jeden beſonderen 
Werih von x (für welchen dann die Rihen Sinx und Cosx beſondere 
Werthe annehmen) noch, fo daß aljo die Summe der Quadrate biefer Iept- 
erwähnten befonderen Werihe von Sinx umb Cosx, ebenfalls jevesmal = 1 
fein muß. 
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wird, Summen und Differenzen zweier Sinus oder zweier Ko⸗ 
finus (Reihen) in Produkte von Sim, Kofinus oder Sinus 
und Kofinus (Reihen) umzuformen, fo begreift man fogleich, 
daß dazu nichts weiter nöthig ift, ald die Gleichungen I. und 
III., oder II. und IV. des 8. 147. zu einander zu addiren ober 
von einander zu fubtrahiren. Dies giebt: 

I. Sin(x+2)-+-Sin(x—z) = 2Sinx-Cosz; 

Il. Sin (x-42)—- Sin (x—z) = 2Cosx -Sinz; 

Il. _Cos(x—-z)-+Cos(x4-z) = 2C0sx -00s2; 

IV., Cos(x-z)—Üos(x+}+z) = 2Sinx «Sinz. 

Weil aber in den Anwendungen beftimmte Sinus und Ko— 
finus gegeben fein werben, deren Summe oder Differenz umge- 
formt werben fol, z. B. SinatSsinb und CosatCosb, fo 
muß man fich noch fragen, was unter x und z gebacdht werben 
müfle, damit in I. und II. 

xtz=a und x-z=b 
werbe, in II. und IV. aber 
xs-z=a wm x+z=b. 


Die algebraifche Auflöfung der erftern beiden Gleichungen giebt 


x= D und 2 = >; 
die der andern beiden Dagegen 
x= an und z=. b=a . 


Dadurch aber gehen die worftehenden Gleichungen I.—IV. über 
in folgende: 








V. Sina+Siab = 2Sin > Cos I; 


VI. Sina—Sinb = 2Cos nu ‚Sin 2”; 
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VI. _Cosa-tCosb = 2Cos .. Cos ba, 
VII. Cosa—Cosb = 2Sin „re .Sin ne 


Die Gleichungen L—IV. find bequem, wenn ein Probuft 
zweier Sinus und Kofinus (Reihen), nämlich Sinx-Cosz, oder 
Cosx-Cosz, : oder Sinx-Sinz, in eine Summe oder Differenz 
zweier anderen umgeformt werden fol, wo man fie dann nur 
noch durch 2 dividirt denken darf. 

Und da C0o0=1 iſt, fo Tann man die VII und VII. 
auch verwenden um 14Cosb in ein Produkt zu verwandeln; 
fie geben nämlid, wenn a=0 md b=x gefeht wird, 

IX. 1-400x= 2(Cos1x)?; 
X 1I-Cox = 2(Sinix)?, 
welche letzteren Gleichungen auch wieder dazu benugt werden 
fönnen, um Sin und Cos von ber Hälfte von x, in den Kofl- 
nus des ganzen x, audzubriiden; fie geben nämlich fogleich: 
1—Cosx 
XI. Sin 4x = VI; 
1-+Cosx 
xu. Cosix=]/ —* 


Wil man den Sinus oder Kofinus vöm doppelten x, in Sinus 
oder Kofinud des einfachen x umformen, fo darf man nur in 
$. 147.1. und II., x ftatt z ſetzen; dies giebt fogleich 
XIII. Sin?2x = 2Sinx-Cosx; 
XV. Cos2x = (Cosx)?—(Sinx)? 
— UCosx)?’—1 
= 1—2(Sinx)?, 
wenn man (nach 8. 147. V.) entweder 1—(Cosx)? flatt (Sinx)?, 
oder 1—(Sinx)? ftatt (Cosx)? ſchreibt. *) 


x 


*) Berbindet man mit ber Gleichung 
Cos 2x = (Cosz)’—(Sinx)?. 
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8. 149. 


Man kann nun auch fehr zufammengefegte Gleichungen zwi- 
fchen Sinus und Kofinus erhalten. — Sept man z. B. in den 
Formeln I. und II. des $. 147. nach und nach z, 2z, 3z, Az 
(n—1)z flatt x, fo erhält man eine Reihe von Gleichungen, 
aus denen man dann, — wenn man nach und nad Sin2z, 
Cos?z, Sin3z, Cosdz, x. x. zuletzt noch Sön(ln—I)z, 
_Cos(n—1)z eliminitt, — fowohl Sin(nz) als auch Cos(nz) 
in Sinz und Cosz audgebrüdt erhält. 


Man fann aber auch zu ähnlichem Zwede die Gleichungen 
8. 148. 1.—IV.) verwenden, indem man die Glieder Sin(x—z), 
Cos(x—z) vorher auf die andere Seite fchreibt, fo daß fie dieſe 
Form annehmen: 


1. Sin(x+2z) = 2Sinx-Cosz— Sin (x—2); 
1.  Sin(x-+z) = 2Cosx-SinztSin(x—2); 
II. _Cos(x-+z) == 2Cosx-Cosz—Cos(x—2z); 
IV.  Cos(x+2) = —2Sin x.Sinz-+-Cos(x—2). *) 


biefe andere 
1 = (Cosx)?+(Sinx)? 
fo erhält man durch Addition und Subtraftion biefer beiden Gleichungen wie- 
derum bie IX. und X., und zwar auch in berfelben Form, fobald man noch 
4x ſtatt x febt. " \ 

Die XIV. in ihren zwei letztern Formen giebt dagegen wieder Sinx und 
Cosx in Cos?2x ausgebrüdt, alfo die XI. und XII., fobalb man noch 4x 
ſtatt x feßt. 

*) In diefer Form konnten die Gleichungen dazu dienen, bie Sinus und 
Kofinus von, um z größerer Zahlen ald x, auszubrüden in Sinus und Kos 
finus son, um z Heinerer Zahlen ald x, fo wie in Sinus und Kofinus ber 
Zahl x ſelbſt. — Solches könnte z. B. bei Berechnung von Tabellen für bie 
Werthe von Sinx und Cosx, für eine Reihe auf einander folgender Werthe 
von x winfcenswertb erfcheinen, wenn man nicht fehneller zum Ziele füh- 
ende Diiktel (auf dem Wege ver höheren Analyſis erzielt) Dazu aufgefunden 
hätte, (©. die „endliche Differenzrechnung“ im Sten Ih. d. W.). 
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Seht man in I. und III. wieder (n—1)z ftatt x, damit 
x+z in nz übergeht, fo nehmen dieſe Gleichungen I. und HL 
die nachftehende Form an, nämlidy: 

V. Sinnz = 2Sia(n—1)z-Cos z—Sir (n—2)z 
VI. Cosnz = 2Cos (a—1)2-Cosz—Cos(n—2)2. 

Wollte man hier wieder nach und nach 2, 3, A, 5, + n—I 
und n ftatt n feben, und die Sinus und Koſinus der zwifchen- 
liegenden Pielfachen von z, eliminicen, jo würde man abermald 
Sianz und Cosnz in Sinz und Cosz ausdgebrüdt erhalten. 

Und da ſtatt (Cosz)? allemal gefegt werben kann 
1—(Sinz)?’, und eben ſo flat (Sinz)? geſetzt werden Fann 
1—(Cosz)?, fo werden fi die Refultate no auf das man- 
nichfaltigfte abändern und unter andern namentlich auch fo eins 
richten laflen, daß entweder lauter Cosz, oder lauter Sinz 
erfcheinen. 

Führt man dies letztere Durch, fo erſcheint im erſtern Fall 
Vi-(Cosz)? als gemeinſchaftlicher Faktor des Reſultats, wo⸗ 
für man Sinz ſchreiben over gleich Sinz ſtehen laſſen kann, 
während im andern Falle Stellenweiſe VI-(Sinz)? als ge 
meinfchaftlicher Faktor erfcheint, wofür man wieder Cosz fchreis 
ben, oder anfänglich gleich ftehen laſſen Tann. 

Die Refultate felbft find die folgenden: 

A. Aus V. 

1) Sin y= Siny, 
2) Sin2y = 2Siny-Cosy, 
3) Sindy = [ACosy?—1]-Siny, 
4) SinAy = [8Cosy’—ACosy]-Siny, 
5) Sindy = [16Cosy*—12Cosy?-+i1]-Siny, 
u. ſ. w. f. 
B. Aus VI. 
1) Cos y=Cosy, 
2) Cos2y=2Cosy’—1, | 
1. | 14 
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3) Gosdy =.ACosy’—3Cosy,, 
4) CosAy = 8Cosy*—8Cosy?’-—H1, 
5) Cosöy = 16Cosy°-20Cos y’+5Cosy, 
u. |. w. f. 
Und fegt man in den vorftehenden Refultaten durchaus 1—Si2y? 
ftatt Cosy?, fo ergiebt fich noch: 
C. Aus A.: 
1) Sin y=Siny, 
2) Sin?2y = 2Siny-Cosy, 
3) Sindy = dSiny—ASiny?, 
4) SinAy = [ASiny—8Siny?]-Cosy, 
5) Sindy = ISin y—-20Sin y°’+16Siny®, 
. 6) Sinby = [681 y—328iny?+32Siny® ]-Cosy, 
u. f. w. f. 
D. Aus B.: 
1) Cos y=0(osy, 
2) Cos2y=1-2Siny?, 
3) Cos3y = [1-48iny?]-Cosy, 
A) CosAy = 1-8Siny?+8Siny*, 
5) Cosöy = [1-128in y*+16Sin y*]-Cosy, 
6) Cosby = 1— 18Sin y’+48Siny* —32Siny®, 
u. ſ. w. f. 

Anmerkung. Die vorſtehenden Gleichungen A.), B.), C.), 
D.), befolgen offenbar auf der rechten Seite in ihren Koeffizien- 
ten ein gewiſſes Geſetz, fo daß in allen A Parthien Sen (my), 
Cos(my), durch Aggregate fich darftellen Iaffen müffen. — -Ob- 
gleich wir zur Auffindung dieſes Geſetzes fpäter erſt zurückkehren 
werden, fo mögen doch vorläufig die Refultate hier Pla finden. 

Man findet nämlich folgende Geſetze: 

A. Für die Formeln A.): 


—1da 
Sin(my) = Sin je )%. ET 2008 | 


2a+5 = m—1 


' 


Kap. VULS.149. Tangenten und Kotangenten. 211 


oder, wenn man ungerade und gerade m von einander unter 
ſcheiden will, 


m—l 


Sin(my) = (—1) —— Siny lc — pe], 








| 
wenn m ungerade, Dagegen 


(m—2,)?°+H12 


a vor] 


Sin(ny) = (-1)°Siny. slc-i ya. 

im Falle m eine gerade Zahl if. 
B. Für die Formeln B.): 

Oos (my) = ia 


m, (mom 


a! 
Bar = m 





(2Cos yyu | 
ober, wenn wiederum ungerade und gerade m von einander ım- 
terfchieden werden: 


mi (m— 24/2 
Cosay) =(-1 7 8|-N.® er cvuti] 


‚wenn m ungerade, dagegen 








m n«(m—24-f2)9-12 
Cos(my) = (—1)? — auye | 
im alle m gerade iſt. u 
C. Für die Formeln C.): 
m(m⸗2a1)3 
wenn m ungerade, dagegen 


m-(m—2g)?1! 


Sin (my) = (osy: sle-1r- am! 


Sinya+ı| 
wenn m eine gerade Zahl iſt. " 
D. Endlich für die Formeln D.): 


— 2aſ2 
Cos(my) = Cosy«s|(-17- a sinye | 


14* 
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wenn m ungerade. ift, dagegen 


Cos(my) = sl-i )*» sm y?e | 


wenn m eine gerade Zahl ift. : 

Sind diefe Gefege einmal (analytifch) aufgefunden, fo kann 
man fich auch funthetifch von ihrer Nichtigkeit überzeugen, d. h. 
folche erweifen, und zwar alle dadurch, daß man zuvor zeigt, 
wie fie allemal für m=h+1 gelten müflen, fo oft fie für 
die beiden nächftuorhergehenden ganzen Werthe von m, nämlich) 
für m=h un fir m=h-—1 zu gleicher Zeit gelten, unter - 
h eine beitimmte ganze Zahl gedacht. Da fie nämlich für 
h=2 und h=3 zutreffen, fo müflen fie dann nothwendig 
auch für jede folgende ganze Zahl, die ftatt m geſetzt werben 
mag, zutreffen. 


8. 150. 


Weil aber ale Gefepe der Sinus und Koſinus aus ben 
Gefeßen der Potenzen hergeholt werden fönnen, in fo ferne die 
Sinus und Kofinus (Reihen) nur Theile der Boten; (Reihe) 
find, fo koͤnnen wir (flatt und mit ähnlichen Kolgerungen wie 
die im voranftehenden Paragraphen befchriebenen länger zu bes 
faffen) lieber auch noch die übrigen Gefehe der Potenzen nehmen 
und aus ihnen neue Wahrheiten für Sinus und Kofinus ab- 
leiten. 


Nehmen wir 3. B. das Geſetz 
(exiym > em 

in welchem jedoch m als eine Differenz ganzer Zahlen cd. h. 
ald pofitiv oder negativ ganz oder ald O oder 1) gedacht wers 
den muß (©. 8.143. III), fo geht ſolches (mittelt der Formel 
II. des $. 145.) fogleich über in 

I. (Cosx+i-Sinx)" = Cos mx-i· Sia mx, 
woraus noch, wenn —i ſtatt i geſetzt wird, hervorgeht: 


Kap. VIILS.150. Zangenten und Kotangenten. 213 


II. (Cosx—-isSinx)" = Cosmx—i-Sinmx, 
wenn nur m pofitiv oder negativ ganz, O oder 1 iſt. 

Addirt und fubtrahirt man aber dieſe Gleichungen zu und 
von einander, fo findet fich fogleih aus Ihnen noch 


II.  Cos(mx) = (Cosx-+isSinx)nt (Cosx—i.Sinx)® 
IV. Sin(mx) = ar Cos x-i· Sin x)Yn- „gr Corx-i-Sin x)®, 


wenn nur m pofitiv ober negativ ganz ift, oder Null oder 1. 
Wendet man nun auf die Potenzen der beiden Binomien 
zur Rechten, ben binomifchen Lehrfag an, fo erhält man fogleich 
(aus IIL und IV) - 
V. Cos(mx) = (Cosx)"—m,(Cos —E 
tm, +(Cosx)" Sinx)'— X. x. 
oder = S[(-I)tnz-(Cosx)"—% (Sir x)?%] 
VI. Sin mx = m, (Cosx)"1Sinx—m,(Cosx)"°(Sinx)° 
 +m,-(Cosz)"-KSinx)’+ X. %. 
oder = SI emayı(Cosz)n-1-%(Sinx)*+1] *), 
wo m,, M;, M;, M,, +" Mas, ma⸗ri die Binomial-Koeffis 
zienten vorftelen, während m eine Differenz ganzer Zahlen fein 
muß. — Iſt aber m negativ ganz, fo gehen die beiden legtern 
Summen in V. und VI. zur Rechten in unendliche Reihen über, 


welche, fobald fie numerifhe werden, Tonvergent fein 
müflen. 


*) Man findet diefe allgemeinen Blieber (Aggregate) fogleich, wenn man 

ben binomifchen Lebrfab im feiner allgemeinen Form nimmt, nämlich 
(a+b)” = S[m, a" - epa ), 

bann osx flatt a, und +i-Sinx flätt b fept, hierauf aber bie geraden 
Glieder abfondert (dadurch daß man 2a flatt a ſchreibt), und dann bie 
ungeraben Glieder zufammen nimmt (dadurch daß man 2441 ſtatt a fehl), 
zulegt aber 1 erinnert, daß iꝰa = (1?) = (-1)* und 
at i ii) iſt. 
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Und da man auf (Sinx)?”* = [1—-(Cosx)? ]" und 
(Cosxz)* = [1—(Sinx)?]e ſelbſt wieder den binomifchen Lehr⸗ 
ſatz zur weiteren Entwickelung anwenden kann, ſo erhaͤlt man 
auf dieſem Wege die im vorhergehenden Paragraphen erwähnten 
Refultate noch einmal, wobei man zugleich fieht, wie fih Sinx 
oder Cosx als ein gemeinfchaftlicher Faktor heraushebt, je 
nachdem man lauter Cosx oder lauter Sinx einführen und fein 
Duadratwurzel-Zeichen zulafien will. 


$. 151. 
Geht man noch von einer andern Zormel der Potenzen aus, 
nämlich vom binomifchen Lehrſatze in dieſer Form 
(erite-rm = Sm, + (et'ym-0.(+1)%(e-1)e] 
= S[m, .ew-20=1.(+1)e]; 
und ſetzt man dann ftatt der Potenzen ee, e-=1 und elm-30x-i 
die, aus Koſtnus und Sinus zufammengefegten Ausprüde, in 
bie fih diefe Potenz-Reihen (nach 8. 145. III. und IV.) zerlegen 
laſſen, — fo erhält: man, je nachdem man bie obern ber * Zei⸗ 
hen nimmt, oder die untern, 
VI. (2Co x)? = SIm0or (m—2#)x ]+i-S[m,-Sin m) 
und 
vm. GiSinx): = $S[(—1)-.m,Cos(m—2#)x] 
-FieS[(—1)*.m..Siz (m—2o)x]. 
Und weil man auch —i flatt i fchreiben fann, fo erhält man 
aus der VI. noch eine neue Formel, welche, wenn fie zur VIE. 
addirt, ober von der VIL fubtrahirt wird, fogleich giebt: 
IX. (2Cosx)® = S[m,- Cos(m—2e)x] 
d.h. = Cosmx+tm,- ‚Cor m-2x+m,-Cosm-A)s 
. m ,„»-Cos(m—6)x-+ +» 
X, 0 = S[m,- Sin (m-24)x] 
d. h. 0= Sin mx-tm «Sin (m—2)x-tm, «Sin (m—A)x 
m; +Sin(m—6)x-+ ++ r 
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wenn nur überall m als eine Differenz ganzer Zahlen gedacht 
wird (d. h. pofitiv ganz, negativ ganz, Rul oder 1), weil wir 
andere ald Differenz» Potenzen, neben den natürlichen Potenzen, 


deren Dignand die beftimmte Zahl e ift, zur Zeit noch nilht 
fennen *). 


Sft m eine pofitive ganze Zahl, fo brechen die Reihen 
zur Rechten in IX. und X. ab, weil die Binomials Koeffizienten 
m; der Null gleich werben, fo oft a>m genommen wird. 
In der Reihe IX. zur Rechten werben dann (weil mn. = m, 
ift und weil | 
Cos [m—2(m—s)]x = Cos[-(m—2e)x] = Cos(m—?s)x wird) 
je zwei Glieder einander gleich, welche gleich weit vom erften 
und vom legten abliegen; daher kann man fich mit der erftern 
Hälfte der. Glieder begnügen, wenn m ungerade ift und wenn 
man jedes Glied doppelt nimmt, oder mit Im-Pl erften Glie⸗ 
dern, wenn m gerade ift und wenn man jedes der erſtern Im 
Glieder Doppelt nimmt, dad (Im--I)* Glied aber nur einfach 
(welches legtere dann allemal CosO oter 1 zum Faktor hat). 

In der Reihe aber zur Rechten von X. heben fi, wenn m 
pofitin ganz ift, je zwei Glieder, die gleichweit vom Anfang 
und vom Ende ftehen, einander auf, weil fie entgegengefehte 
Borzeichen befommen (in fo feine Sin(—z) = —Sinz iſt) 
übrigens aber einander gleich werden. — So erklart ſich bie 
Fentität der Gleichung X. von felbft, um fo mehr, da wenn 
m gerade ift, Das mittelfte (Im+1)* Glied den Faktor SinO 
befommt und deshalb *0 il. 

Iſt aber m negativ ganz, fo gehen die Reihen zur Rechten 
son IX. und X. bis in's Unendliche fort, umd die Gleichungen 
felbft ehren nun, daß wenn man links und rechts fatt dev Cos 


*) Aber auch fpäter, wenn allgemeinere Potenzen mit beliebigem Dig- 
nanber und beliebigem Erponenten eingeführt fein werben, wird fich zeigen, 
daß dieſe Formeln IX. und X., wenn m gebromen ift, nur in einem fehr 
beſchraͤnkten Umfange wahr bleiben. 
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und Sin die einzelnen, nach Potenzen von x fortlaufende Reihen 
feßt, welche diefe Zeichen Cos und Sin vorftellen, und mit diefen 
Reihen alle die Verbindungen vornimmt, welche die Formeln IX. 
und X. verlangen, zulebt aber alles in eine nach Potenzen von 
x fortlaufende Neihe verwandelt, dann links und rechts eine 
und diefelbe, nach Potenzen von x fortlaufende Reihe ent- 
fteht, wobei x ganz allgemein (d. h. ein bloßer Träger der Ope⸗ 
rationdsZeichen) bleibt. In der X. werden fih alfo alle mit 
- den einzelnen Potenzen von x behafteten Glieder zur Rechten 
von felber wegheben, eben weil, während x ganz allgemein 
bleibt, rechts diefelbe Null kommen muß, weldye links fchon fteht. 


Aber eben weil alle Gleichungen (folglich auch die Glei⸗ 
dungen IX. und X.) wie fo oft ſchon gefagt ift, links und 
rechts einen und vdenfelben Ausdruck enthalten, nur in verfchies 
denen Formen, während x ganz allgemein bleibt, fo folgt von 
ſelbſt, daß wenn man dem x irgend einen befonderen (reellen 
oder imaginären) Ziffernwerth giebt, dann auch in den Gleis 
ungen IX. und X. links und rechts jedesmal ein und derſelbe 
Ziffernwerth fommen muß (alfo in der X. zur Rechten allemal 
0). — Gleichzeitig nehmen dann die Sinus und Kofinus (für 
diefen beftimmten Ziffernwerth von x) ſelbſt befondere Werthe 
an, und die Gleichungen IX. und X. lehren dann, daß audy 
die Berbintungen diefer befonderen Ziffernwerthe, wie fie in den 
Gleichungen rechtd und links angedeutet find, jedesmal zu einem 
und demſelben Ziffernwerth führen (in der X. müflen alfo bie 
Berbindungen der Ziffernwertbe zur Rechten, zu dem Werthe O 
führen, der links ſteht). Dazu ift aber dann natürlich erforder⸗ 
lich, daß rechts wirklich ein Ziffernwerth eriftire, alfo daß die 
(jegt numerifch gedachten) unendlichen Reihen Fonvergent 
feien. 

Ganz fo wie wir aud der VII. die IX. und X. abgeleitet 

haben, — eben fo Fann man nun auch aus der VIII., dadurch 
daß —i flatt i gefeßt wird, noch eine zweite Gleichung ableiten, 
bie zu der VIII. addirt, ober von der VIII. ſubtrahirt, zu neuen 


Kap. VIIL 8.151. ZTangenten und Kotangenten. 217 


Gleichungen führen, welche die imaginäre Quadratwurzel i nicht 
mehr enthalten. Man muß aber, um in VII. das zur Linfen 
vorfommende i zu befeitigen, den Ball wo m pofitiv oder negativ . 
ganz und gerade ift, von dem antern Ball unterfcheiden, wo 
m pofitio oder negativ ganz und ungerade ift. 

Sept man zuerſt m=?2n, während n beliebig pofitiv - 
oder negativ ganz, oder =0, oder =1 gedacht wird, fo 
giebt die VII. | 

(—1)?.(2Sinx)? = S[L(—1)*-(2n), » Cos2(n—e)x] 
—+i-S[(—1)*(2n), » Sin2(n—e)x]; 
wenn man nun bier —i ftatt i feht,.und die neue Gleichung 
zu dieſer addirt oder von dieſer fubtrahirt, fo erhält man 

X. (TIn. (28in xyYm S[(—1)* + (2n).» Cos2(n—a)x]; 

XII. 0 = S[(-1)*(2n),» Sir 2(n—a)x]. 

Auch in diefer Formel XII. heben fich rechts die vom An⸗ 
fang und Ende gleich weit entfernten Glieder, weil fie gleich 
find und entgegengefegte Vorzeichen befommen, paarweife einan- 
der auf, fo oft n pofitiv ganz ift. 

Sept man ferner in der VIL m=?2n-+1, während n 
eine beliebige Tifferenz ganzer Zahlen vorftellt, fo erhält man, 
wenn noch durch i wegbivibirt wird: 

(1) .(2Sin x)?+! = S[(—1)"(2n+1),- Sia(2n+1—2#)x] 

—icS[(—1)*.(2n+1), + Cos(2n+1—2a)x]. 
& wie nun bier —i ftatt i geſetzt und die neue Gleichung zur 
vorftehenden addirt, ober von berfelben ſubtrahirt wird, ſo er⸗ 
haͤlt man, noch: 
ZI. (—1)°(28inx)2?+! = S[(—1)*.(2n-+1)..Sin (2n+1—2e)x] 
XIV. , 0 = S[(—1)*.(2n+1),-Cos(2n+1—2r)x]. 
Auch hier heben fich ‚in der letztern Gleichung, fo oft n pofitiv 
gedacht wird, die Glieder paarweife auf, fo daß fie in dieſem 
Falle von felbft einleuchtet. 
Die Formeln XL—XIV. gelten alfo auch fuͤr jeden negativen 
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ganzen Werth von n, gehen aber dann rechts bis in's Unend⸗ 
liche fort, fo daß die Reihen Fonvergent vorausgefegt werden 
müflen, fo oft man dem x einen befondern Ziffernwerth beilegt 
und dann auch flatt aller Sinus und Kofinud nicht mehr die 
unendlichen Reihen, welche fie vorftellen, fest, fondern die Zif— 
fernwerthe, welche fie für den gedachten Ziffernwerth von x, 
annehmen. 


Anmerkung. Alles in dieſen letztern beiden Paragra— 
phen mitgetheilte mag der geneigte Leſer nur als Andeutungen 
anſehen, — einmal wie alle allgemeinen Eigenſchaften der Si— 
nus und Koſinus am einfachſten aus den Eigenfchaften der Bo: 
tenzen hergeholt werben koͤnnen und müffen, deren Theile die 
erfteren find, — und dann wie folche zufammengefegteren Res 
jultate, wie die im gegenwärtigen Paragraphen entwicelten, 
auch noch einer allgemeinern Behandlung fähig find, Die aber 
erſt dann eintreten Fan, wenn wir zuvor die Potenz‘ ab derge⸗ 
ftalt verallgemeinert haben werden, daß a und b als bloße 
Träger der Operationdzeichen erfcheinen. Bis jetzt aber haben 
wir neben den natürlichen Potenzen e? nur folche Potenzen fen- 
nen gelernt, deren Exponenten Differenzen ganzer Zahlen find. 











$. 152. 
Man pflegt auch noch die Funktionen 
Sinx Cosz 1 und —L-, 
Cos x SInx Cosx Sinx 


welche aus Sinx und Cosx zufammengefegt find, durch eigene 

Zeichen auszudrüden, nämlich bezüglich Durch die Zeichen 
Tex, Cölgx, Secx und Cosecx, 

und dieſe leßferen bezüglich die Tangente, Kotangente, 

Sekante und Kofefante von x zu nennen. _ 
Die duch 76x und Cotgx vorgeftellten Funftionen von. 

x, find demnach nichts anders gls Quotienten zweier unends 

lichen, nach Potenzen von x fortlaufenden Reihen, während bie 


‘ 
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durch Secx und Cosecx bezeichneten Funktionen von x, Quo- 
tienten find aus der Einheit durch eine folche imendliche Reihe 
dividirt. 

Dieſe Definitionen kann man auch durch die nachſtehenden 
Gleichungen ausdrücken, naͤmlich durch 








J. Tgx= en, 1. Cotgx— Ger, 
IM. Secx= do; IV. Coteex= zi_. 
| $. 153. 
Daraus folgt aber fogleich 
Tg(xtz) = rn 


Setzt man nun bier ftatt Sin(xtz) und Cos(x+z) ihre Yus- 
drüde aus $. 147. I.—IV. und dividirt man noch Zähler und 
Nenner mit Cosx-Cosz (um lauter Zangenten zu erhalten), fo 


findet fich 
_ Tgx+Tgz , 
1. Tg (+) — 1—-Tgx-Tgz ) 
Tex—Tgz 
14+Tgx-Tgz | 
Alfo auch, wenn in I. x ſtatt z gefchrieben wird, 
2Tg x ‚*) 
1Tex)? 


II. Tg (x—z) = 





III. Tg2x = 


*) Seht man in ber J. x+y ſtatt x, fo findet ſich. fogleich noch 
1) Takctyta) = etTgytTge-Tge-TgyTg2 


1-T9.x-Tgy—-Tgx-Tgz-: Tgy-Tgz j 
woraus, wenn z=y=x gefebt wird, hervorgeht 
I3Tgx-(Tgx)® 


2) Tg 3x = IT 





220 Bon den allgem. Sinus, Kofinus, Kap. VIILS. 153. 


Aber eben fo finder man au 
Cos(xtz) 
Sin (xtz) ' 


wenn man $. 147. L—IV. anwendet, aber zulegt, um lauter 
Kotangenten zu erhalten, durch das Produkt Sirx-Sinz (Zäh⸗ 
ler und Nenner zur Rechten) dividirt: 


Cotg (xtz) = 


Cotgx-Colgı-1 . 
Cotgz-+-Cotgx ’ 

Cotg x-Cotgz-H1 
Cotg z—-Cotgx 








IV. Cotg (x-+2) = 


V. Colg (x—2) = 


Aus der IV. folgt noch, wenn z flatt x gefegt wird, 
(Cogx)’—1 
2Cotgx 
Aus (Sinx)?+(Cosx)? = 1 folgt, wenn man entweder 
duch (Cosx)? oder duch (Siax)? wegdividirt, fogleich 
vu. 1-7gx)? = (Secx)?; 
VII.  1-4-4(C01gx)? = (Cosecx)?. 


Berwanbelt man SinatSinb und CosatCosb (nad) $. 148.) 
in Produfte, — dividirt man dann die Gleichungen paarweife 
durch einander, und dann noch zur Rechten Zähler und Nenner 
fo lange durch Cos oder Sin, bis man lauter Tangenten ober 
Kotangenten bat, fo erhält man: 


SinatSinb _ Tg4(a-+b) . 


VI. Cotg 2x = 





. Sma-Sinb Tera-b) ’ 
Sina+Sinb ,,_, j 
x. Cosa+Cosb Ts3(e+b); 


Dies lebtere würbe man auch aus ber I. direkt erhalten, wenn man in Ihr 
2x ftatt z feble. 

So fieht man, wie aus den einfachen Formeln fehr leicht bie zufammen- 
gefebteren, fobald man fie braucht, gefunden werben können. 
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Sina-+-Sinb i _ Uh_ar: 
XI. Cosa—Cosb = - Cotg 1a- b) = Cotg 4(b a); 
Sina-Siab_ nur nn. 
A oral 78 ab); 


Sina—Sinb _ j , , 
XIII. Cosa_Cosb = —Cotg »(a+-b) , 
xIv Cosa+Cosb ___ Cotg4(a-b) _ Cotg 4(b—a) 
j Cosa—Cosb Tgy(a+b) 7gycb-ta)' 
Und will man endlich Summen und Differenzen von Tangenten 
oder Rotangenten in Produfte verwandeln, oder in Quotienten, 
fo erhält man augenblidlih, fobald man nur flatt Tgx und 


Sinx Cosx 
Cotgx die Quotienten Con und Sr ſchreibt, 








Sin(s+z 
XV.  Textigı= mer 
XV.  Tex-Tgz = ——— 


_ nat) _ Smate) , 
XVII. Cotg x-+0otg2z = Sinx-Sinz — Sinz«Sinx 
Sin(«—) _ Sin(z—x) 


EN OTTO — SimzSimr 
Endlich ift noch 


-XIX. 7g(—x) = Tex und XX, Cotg(-x)=—Cotgx.*) 


Diefe Formeln mögen übrigens nur ald Beifpiele dienen, aus 
welchen der Anfänger abzufehen hat, auf welche Weife für Er⸗ 
reihung analoger Zwede gearbeitet werden müfle. Da fich die 
Formeln ungemein anhäufen, fo thut der Anfänger am beften 
nur bie einfachften davon im Gedächtnig zu behalten und fich 


*) Es if namlich 


_ Sin(-x) _—Sinx Sinx 
Ic) = Cos(-)) Cox Cosx 





= -Tgx. 
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zu üben, jede weitere, welche ihm nöthig ift, aus dieſen ein- 
fachſten ſelbſt abzuleiten. 
$. 154. 
Von den trigonometriſchen Funktionen 
Sinx, Cosx, Tgx, Cotgx, Secx und Coæœcx 
iſt übrigens noch Folgendes zu merfen: 
1) Jede derſelben ift- ihrer Definition zu Folge nur einfoͤr⸗ 
mig (d. 5. nur eindeutig). 
2) Mittel ter Gleichung ($. 147. V.) nämlid) 
(Sinx)”+{Cosx)? = I 
und ter vier Definitionen L-IV. tes $. 151., nämlich 
T5x= 0, Cotg x = E’*, 
SecX= - we Concx- g- 
(apen ſich je fünf Liefer trigonemerriichen Funktionen von x, in 
bie ſechſte austrüden auf Tem gewöhnlichen Wege ter Algebra. 
A. In Sinx audgetrüdt, erbält man: 
Cox = Vi—(Siax)?, 








_ Sınx _N1—Siax)? 
ee ανL, 
Secx = — _ um Cosecx= AI 

}i—(Sisx)? Sia x 


B. In Cosx audgetrüdt, fintet ſich 
SXxIACoSXx)ꝰ?, 











I 1—(Cosx)? (osx 
= — Colt, = —— —, 
— Cos x Br, 1—(Cos x)? 
Serx = — md Cosecx= m 


(osx bi—(Casx)? 
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C. Mm Tgx ausgedrüdt, findet ſich 





. Tgx 1 
N = —ñs C SL = —— — — 
TRIER FTIR 
Colgx = Tax' - . 
VI-(Tgx)? 


— _ 
Secx = Vi+(7gx) und Cosecx Tex 


D. Endlih in Cotgx audgedrüdt, zeigt fich 
1 Cotg x 


Sin x = —————, Cosx = —, 
V1--(Cotg x)? _Vi-H(Cotgx)? 
. 4 
Tg = — 
V1-H(Cotgx)? 


Secx= und Coseex = Vi+(Cotgx)?. 


Coig x 
Die Ausprüde der Funktionen in Secex und in Cosecx 
lafien wir hier weg, weil fie faft nie in Anwendung kommen. 
In alfen dieſe Refultaten A.—D. darf jede Quadratwurzel 
jedesmal nur eindeutig genommen werben, aber fo vft fie vor- 
fommt, muß fle.immer einen und denfelben ihrer Werthe vors 
fielen. Das erftere geht. daraus hervor, daß (nach Nr. 1.) jede 
trigonometrifche Funktion nur eindeutig tft, alfo für jeden befon- 
deren Werth von x, nur einen einzigen Werth haben kann, — 
das andere folgt aus der Natur der Rechnung, Welchen ihrer 
beiden Werthe eine ſolche Duadratwurzel aber vorftelt, muß in 
jedem befonderen Falle erft noch befonders unterfucht werden; 
und da zeigt fih, daß für gewiffe Werthe von x, der eine, für 
andere Werthe von x aber der andere genommen werden muß. 


$. 155. 


Zuletzt müffen- wir no Sia(x-+h) und Cos(x--h) in 
Reihen umformen, die nach Potenzen von h fortlaufen. Dazu 
haben wir den $. 125., welcher hier die gefuchten Reihen un- 
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mittelbar giebt. Es ift aber bequemer bie Formeln I. und n. 
des 8. 147. zu Hilfe zu nehmen, nach welchen man hat 
Sin(x-+h) = Sinx-Cosh+-Cosx-Sinh 
und 
Cos(x-+h) = Cosx-Cosh— Sinx-Sirh. 
Seht man dann hier herein ftatt Siah und Cosh die unend» 
lichen Reiben, welche diefe Zeichen (nach $. 145.) vorftellen ımd 
ordnet man dann die Glieder nach den Potenzen von h, fo er- 
hält man augenblidlich 


l. Sin(x+h) = Sinx-+osx- h-Sinx-), —Cosx. a 


+Sinx- HC — ⁊x. x. 


2 - 3 
I. Cos(x-+-h) = Cosx—Sinx-h—Cosx- — 


h 
j Sinx- 51 1. 3. 





-+00sx- 7; h“ 


$. 156. 


Endlih find wir fo weit, daß wir nach dem Gang der 
MWerthe von FSinx und Cosx fragen Fönnen, den fie für alle 
ſtetig wachſenden reellen Werthe von x annehmen, von x = —oo 
- an.durh O0 hindurch bi8 zu x=-+tw Hin. — Da erhellet 
aber fogleich Folgendes: 

1) Die Reihen Sinx und Cosx find für alle reellen 
Werthe von x Fonvergent (nach $. 128. Nr. 4.); fe haben alfo 
für jeden reellen Werth von x ftetd einen beftimmten Werth, 
der nothwendig ebenfalls reell iſt (und natürlich nur einen ein- 
jigen Werth). | . 

2) Die Werthe von Sinx und Cosx gehen mit ben 
reellen Werthen von x, ftetig fort. 

Denn bies folgt aus 6. 131. Nr. 2. unmittelbar, weil (nach $. 155.) bie 


Koeffizienten ber für Sin(x+h) und Cos(x+b) erhaltenen Reihen (nad h), 
alle konvergent find. 
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3) Wird daher Fenx oder Cosx für einen reellen Werth 
a von x, poſitiv, für einen andern reellen Werth 4 von x 
aber negativ, fo liegt zwifchen « und 8 ein Werth von x, 
der diefen Sinx oder Cox=0 madt., 


4) Ob aber die Werthe von Sinx und Cosx mit den 
ftetig wachfend gedachten reellen Werthen von x (wie dies die 
MWerthe von ex gethan haben) ftetd mit wachen, oder ob fie 
gleichzeitig abnehmen, oder endlih ob fie vom Wachfen zum Ab- 
nehmen übergehen und dann wieder vom Abnehmen zum Wach: 
fen, und wo dies gefchieht und wie oft, — dies alles muß nun 
genau unterfucht werben. 


Zunaͤchſt folgt aber aus 8.132. in Verbindung mit den 
beiden Entwidelungen I. und II. des 8. 155. für S7a(x-+h) 
und Cos(x+h), augenblidlid: 


a) Der Sinx wächft mit den ſtetig wachjend gedachten 
Werthen von x zugleich, fo lange Cosx poſitiv bleibt; er 
nimmt ab, wenn Cosx negativ wird, und er geht vom Wach⸗ 
fen zum Abnehmen über (d. h. er hat einen relativ größeften 
Werth) für jeden einzelnen Werth von x, welcher Cosx = 0 
und Senx 'pofitiv macht, und biefer größefte Werth ift (wegen 
(Sinx)?+(Cosx)?=1 und Cox=0). gffendber = 1; er 
geht aber vom Abnehmen zum Wachjen über (d. h. er hat einen 
relativ Heinften Werth) für jeden Werth von x, welcher 
Cosx=0 und Sinx negativ macht, und ddieſer kleinſte Werth 
iſt offenbar = —1. 


b) Der Cosx dagegen nimmt“ Met ab, während bie 
Werthe von x immerfort fletig wachfend gebacht werben, fo 
lange Siax pofitiv bleibt; dagegen wählt Cosx mit x zu⸗ 
gleih, fo lange Sinx negativ iftz derfelbe Cosx gebt ferner 
vom Abnehmen zum Wachfen über (d. h. er hat einen relativ 
fleinften Werth und diefer it = —1) für jeden einzelnen. Werth 
von x, welder Siax=0 und Cosx- negativ madt;..— :deis " 

ſelbe Cosx endlich geht vom Wachjen zum Abnehmen über (d. h. 

II. 15 
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er bat einen relativ größeften Werth und dieſer H# = 1) für 
jeden einzelnen Werth von x, welcher Sinx=0 und Cosx 
pofitiv ‚macht. 


$. 157. | 
1) Zwiſchen x=0 und x=y2 liegt fein Werth von 
x, welder "Cosx=0 macht, fondern es wird Cosx ſtets 
poſitiv; alfo wächft (nach 8. 156.a.) Finx mit x zugleich, fo 
lange x von O bis y2 wählt, während, y2 pofitiv gedacht wird 
und = 1,4145. iſt. 
Denn man hat, umgeformt, 


3 
Gar (AZ) E) Harte) in int 
in welcher Reihe alle Glieder pofitiv find, fo lange x zwifchen 
0 und y2 liegt. 
2) Für x=2 min Cosx negativ. 
Denn man hat, umgeformt, 


x?\ x® x?\ x!’ x? . 
Cox= 1-H(1-37)-81-73)-ml!-ı70) —ininf. 
fo daß alle Glieder der jegigen Umformung,, son dem allererſten 
Gliede 1 fubtrabirt find und dabei jedes für x= 2, pofitiv if. 
2, Be 

Der Theil 1-37(1-37) wird aber für x=2 ſchon 
negativ nd = —4; um fo mehr wird alfo die ganze unend⸗ 
liche Reihe Cosx, negativ fü x=2. 

3) Weil aber Cosx poſitiv wird für x = y2 = 1,4145 «- 
und negativ wird für x=2, fo liegt zwifchen diefen beiden 
Werthen mindeftend ein poſitiver Werth von x, für welchen 
Cosx=0 und eben deöhalb (nah a.) Siax=—-1 wird 
. (aa $. 156. Rt. 3,). 

Verſucht man ed weiter, und fubftituirt man in bie Reihe 
Coex andere Werthe von x, welde >y2 ımd <2 find, fo- 
findet man bad, daß Cosx poſitiv bleibt von x5 0 bis 
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xz= 1,57, dagegen negatie wird für x = 1,58; alſo Hegt 
der Werth von x, für welchen Cosx für die von O an ſtets 
wachfend gebuchten Werthe von x, zum erftien Male der Nu 
gleich wird, offenbar zwiſchen .1,57 und .1,58. 


8. 158. Erklärungen. und Folgerungen. 

Die kleinſte der pofttiven Zahlen, welche ftatt x geſetzt, 
Cox=0 maden, und welde zwiſchen 1,57 und 1,58 liegt, 
bezeichnet man gewöhnlich durch 

177, das Doppelte verfelben alfo durch zr. 
Ihre nähere Auswerthung wird für die Bolge vorbehalten. ®) 

Aber weil für ale Werthe von’ x; welche zwifchen 0 und 
biefer fo eben definisten Zahl Ar liegen, -Cosx poſitiv bleibt, 
fo wählt Sinx von 0 an bie zu Sin za hir fortwaͤhrend, 
weshalb wiederum Cosx von +1 bis zu Cosin d.h. bis 
zu Null bin fortwährend abnimmt Called nach $. 155. Nr. A.). 

Man hat alfo nicht bloß ($. 146.) 


! 


1) Sn0 — 0; 2) Cs0 =1; 5”, 
fondern noch 6 our ta 


3), San = Hi ‚4 Fan =0. :'.% 


dt; 


*) Dieſer Werth von x, für welchen Cosx = om, und wegen i in 1 der 
Reihe der’ pofitiven Werthe von x, im Falle Darunter mehrere eriftiren foll- 
ten, denen biefelße Eigenfchaft zufoimmt, von O am aufwärts gehend nad 


+00 hin, als der erfte berfelben vorausgeſetzt witb, foll in der Folge be- 


rechnet werben, und er wird fi ch dann ausweiſen als die Hälfte einer Zahl 
= 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 in inf. 


während bie "Geometrie fpäterhin zeigen muß, daß dieſe lebtere Zahl bie 
Länge des Halbkreiſes, ihre Hälfte alfo bie Ränge des Viertelskreiſes aus- 
drückt, für den: Radius als Einheit genommen. : | 
Sm Sten Th. d. W. pag. 2. findet man biefe Zahl = bis auf 127 De- 
etmalftellen ausgebrüdt. — Man hal fie uber auch bie auf 144, und rt 
bis auf 261 Decimalſtellen „ausgerechnetk“ 
15% u: 
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und dazwiſchen (d. b. für alle Werthe von: x, welche zwifchen 
x=0 und x=47 liegen) find alle Sinus und alle Koſinus 
poſitiv und <1, alfo Achte Brüche (wobei wir immer bie irra- 
tionalen Zahlen als gebrochene, anfeben). 

Wir theilen alle von 0 bis oo ftetig wachfenden Zahlen 
in gleiche Abtheilungen, d. h. in Abtheilungen, deren Grenzen 
um gleichviel, nämlih um die Zahl 37: von einander verſchie⸗ 
den find, und nennen jede ſolche Abtheilung einen. Duadran- 
ten; wir jagen alfo: eine (pofitive) Zahl liege im 

ven, Zien, Zten, Aten, Hien, ꝛ⁊c. 2. Quadranten, 
wenn ſie zwiſchen I | 
Ou.in, Inun, nudn, au.2n, 2n u. der, 10.2. liegt; 
und allgemein: eine Zahl-Tiege im rien Quadranten, wenn-fie 
j | 


zwiſchen An und —* liegt. 


$. 159. 

Man kann nun Sinn, Cosn, Sinin, Cosin, Sin?r, 
Cos?2rr, x. x. ehr leicht berechnen, wenn man bie Formeln 
$. 147. 1.IV. ober. $. 148. XIII. XIV. anwendet, in letztern 
475, ober — ftatt x feßt, in die erfteren aber 477 ftatt z fub- 
ftitwirt, ftatt x dagegen =, 2ru, x.; dabei aber die Refultate 
$. 158. 3.) und A.) und überhaupt bei den folgenden Refultaten, 
bie vorher bereitd gewonnenen, in Anwendung bringt. _ 

Man erhält dann fogleih: 


9) Sin 0O; 6) Cos n=—-1; 


D) Snatn=A1; 8 Coin=0; 
9) Sin2r = Sin 10) Cos2rr = Cos0 
=(0; =]. 


Sept man aber in $. 147. L—IV. 2 ftatt z und nach und 
nad 27, An, 67, «» %n—1)ra ftatt x, fo ergiebt ſich 
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Sinn = Sn Un—1)n = «+ = SinAn = Sin? = Sin = 0 
und 
Cos?nrı = Co An—1)r = «+ = CosAn = Co?r = Co =1, 
wenn nur n poſttiv ganz oder O iſt. — Es iſt jedoch nach 
6. 146. 1. und 11. 

Sin(—20n) = —Sin2nn = —SinO = 0 
und Co(-Aan)= Codan= 0-1; 
folglich iſt 

11) Sin2nz=0 und 12) Codan =1, 


wenn unter n entweder Null oder jede pofitive oder jebe nega- 
tive ganze Zahl verflanden wird. 


$. 160. 

Ausrechnung ber Werthe von Sinx und Cosx für alle reellen Werthe von x. 

A. Zwei Zahlen, welche einander zu = d. h. zu zwei 
Duadranten ergänzen und welche deshalb Supplement» Werthe 
heißen, haben genau einerlei Sinus-Werthe; ihre Koſinus⸗Werthe 
find Dagegen zwar an ſich einander gleich, haben aber entgegen- 
geſetzte Vorzeichen; d. h. es iſt 

I. Sin(n-y)=Siny und Cos(n-y) = —Cosy. 
Dies folgt unmittelbar aus 8. 147. III. und IV. fr x=n um 
z=Y. 


B. Zwei Zahlen, die einander zu 2rr, d. h. zu vier Qua⸗ 
branten ergänzen, haben biefelben Sinus aber mit entgegen- 
gefeptem Vorzeichen und genau biefelben Kofinus; d. h. es ift 
(unmittelbar aus $. 147. IN. IV. für x=2n md z=y) 

1 Sinl2n—-y) = —Siny und Cos(2r—y) = Cosy. 


C. Zwei Zahlen endlih, deren Differen = rn iſt, d. h. 
die um zwei Quadranten von einander verſchieden find, haben, 
abfolut angefehen, zwar einerlei Sinus⸗Werthe und auch einerlei 
Koſinus⸗Werihe, aber ſowohl beide Sinus, als auch-beide Kos 
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\ 
finus haben entgegengefeßte Vorzeichen; d. 5. es tft (unmittelbar 
aus 8.147. LU. für x=n und z=y) 

‚IM... Sin(aty)= —Siay und Cos(n-ty) = —Cosy. 


D. Mittelft diefer drei Säge (die übrigens felbft für jeden 
imaginären Werth von y gelten) kann man zumächft die MWerthe 
von Sinx und Cosx, für alle Wertbe von x, welche im 21, 
gen oder Aten Quadranten liegen, auf diejenigen zurüdführen, 
für welche x im 1!" Duadranten liegt. Denkt man fi nämlich 
unter y alle (pofitiven) Werthe von x, im erften Quadranten, 
d. 5. welche zwifchen O0 und 475 liegen, fo drüdt 

r—y alle Werthe von x aus, welche im zweiten Quadranten, 

sy ale ®Wertbevonx,  weldeimbritten „ 
und 2rr—y alle Werthe von x, welche im vierten „ 
liegen. 

Alſo finden fich mittelft der Formeln J.- III. ale Werthe 
von Sinx und Cosx, wenn x=n—y, Oder ty, ober 
2r—y ift, d. h. wenn x im 2tr, Zien oder Ar Quadranten 
liegt, auf Siay nnd Cosy azurüdgeführt, während y im erften 
Düadranten liegt. — Man findet aber hieraus nod): 

im erften Quadranten ift der Sin pofitio und der Cos pofitiv ; 

„ aweiten 5 mm Po m Negativ; 

„dritten „nn Negativ ), m negativ; 
und „ vierten „ „„ negativx » u Poſitiv. 

Der Sinx' wächſt dabei (während x von 0 an ſtetig 
wachſend gedacht wird) im 1frn Quadranten von O bis zu +1, 
nimmt dann im 2ien Quadranten von +1 bis zu O hinab, 
fährt im Im Ouadranten fort abzunehmen von O0 bie zu —1 
bin, um dann im At Quadranten von —1 bis zu 0: hin wie- 
der zu wachſen. 

Der Cosx dagegen nimmt gleichzeitig i im 1" Quadranten 
von +1 618 zu 0 hin ab, fett diefed Abnehmen im 2" Qua⸗ 
dranten: von O bis zu —I hin fort, wächſt aber dann im Zt 
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Quadranten von —1 blo zu O bin und ſetzt dieſes Wachſen im 
at Duadranten von 0 bis zu +1 bin fort. 


E. Zwei Zahlen, welde um eine gerade Anzahl von m 
von einander verfchleven find, Haben genau einerlei Sinus» 


Werthe und auch einerlei Kofinus-Werthe d. h. es If 


IV. Sia(2nn-+z) = Sinz und Cos (2nr--z) = CosZ, 
fo oft n entweder O oder pofttio oder negativ ganz iſt. 


Solche geht aus $. 147. I. und IL. und 8.159. Nr. 11. 
und 12. ohne Weiteres hervor, ed mag y reell oder imaginär 
gedacht werden, fobald man dort 2nrs ftatt x febt. 


F. Dentt man fi aber unter z alle (pofitiven) MWerthe 
yon O0 bi 27, alſo alle Werthe, welche innerhalb der vier 
erften Duadranten liegen, jo drüdt 2nztz alle denkbaren 
reellen Zahlen aus, alle pofitiven, wenn man unter n fowohl 0 
als auch jede pofitive ganze Zahl fich denkt, und alle negativen, 
wenn man ftatt n alle negativen ganzen Zahlen fegt. — Durch 
die Formel IV. find alfo die Sinus und Kofinus aller reellen 
Zahlen, auf die Sinus und Koſinus aller, Innerhalb der vier 
erfien Quadranten liegenden (pofttiven) Zahlen zurüdgeführt; 
während leßtere wiederum kurz vorher (in D.) auf die Sinus 
md Kofinud der Werthe zurüuͤckgeführt fih fahen, welche im 
erſten Quadranten liegen. — Die nächte Yolge wird aber 
zeigen, daß lestere wieder auf die Sinus und Kofinus .aller 
Werthe zurüdgeführt werden Tönnen, welche im erften halben 
Quadranten liegen. — Wir wollen nur zuvor noch bemerflich 
machen, daß 2nre eine (pofitive oder negative) Anzahl von A 
Duadranten (oder Null) ausdrüdt, und daß daher nach IV. die 
Merthe von Sinx und Cosx 

im Zien, gien, 15m, cu (Am-Hi)® Quadranten, wie im 1tr, 

im.6te, 10m, 1 Ara, ... (Am--2)ten „ , wie im 2m, 

im Tim, it, 158, co (Am-+-ö)r „ ‚wie im ar, 

im Sin, j2te, 16m, Amt y ‚ wie im At 
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find, wo m irgend eine poſitive oder negative ganze Zahl 
vorſtellt. 

G. Bon zwei Zahlen, welche ſich einander zu einem Qua⸗ 
dranten ergänzen und welche man Complement-Werthe 


nennt, iſt der Sinus⸗Werth der einen allemal zugleich der Koſi⸗ 
nus⸗Werth der andern, d. h. es ift allemal 


V. Sin(gn—y) = Cosy und Cos(470-y) = Siny. 


Solches folgt unmittelbar aus $. 147. I. und II. und aus $. 158. _ 


NNT. 3. und 4.), ed mag y reell oder imaginär fein. 


$. 161. 


I Um daher Sinx und Cosx für alle reellen Werthe 
von x „auögerechnet” zu haben, braucht man nur dieſe Werthe 
für alle (pofitiven) Werthe z von x gefunden und tabellarifch 
niedergelegt zu haben, welde im erſten halben Quadranten 
dh welche zwiſchen O und 475 liegen. 

Auf welchen befchwerlichen Wegen ſolche Tabellen conftruirt 
worten find, zeigt dad Studium der „Geſchichte der Mathes 
matik“; welche Mittel und Wege man jetzt anwenbet, um folche 
Tabellen möglichft bequem zu conftruiren, findet fich im Sten Th. 
d. W. bei Gelegenheit der „Lehre der envlihen Summen und 
Differenzen" angedeutet. 


Um dem Lefer jedoch noch eine Anficht zu geben, wie die - 


hier bis jet beigebrachten Mittel auch ſchon hinreichen würden, 
eine ſolche Tabelle zu liefern, fo machen wir noch darauf aufs 
merffam, daß für fehr Heine Werthe von z, die 3.8. <0,0001 
find, und wenn man nur bis auf 7 Decimalftellen Gennuigfeit 
haben will, dann 


CHz=1 md Sinz=z 

genommen werden kann, weil bie nächften Glieder der Reihen, 
naͤmlich —42? und —zz? auf die 7’ Decimalftelle nicht mehr 
einfließen. Ä Ä 
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Iſt dagegen 2>0,0001 aber <0,001, fo kann man - 
Cooz=1-12?, abe noch Snz=z | 
nehmen, weil nun 42? noch auf die 7 Decimalftelle einfließen 
fann, aber nicht mehr —zz°. 
Die Werthe von Sinz und Cosz für größere Werthe von 
z kann man dann mittelft der Formeln der 88. 147. 148. und 
149., aus den Werthen von Sinz und Cosz für die Fleineren 


Werthe von z, durch einfache Multiplifation, Addition und Sub: 
traftion ableiten; wobei jedoch noch Arbeit genug ftatt findet. 


11.. Unfere gewöhnlichen Sinuss und KRofinus- Tafeln find 
nicht auf analytifchem, fondern auf geometrifhem Grund und 
Boden gewachfen und haben daher für den analytifchen Bedarf 
eine etwas unbequeme Form. Es ift nämlich der 90% Theil der 
Zahl 47 dort Grad genannt, der 60" Theil hiervon, Minute, 
und ber 60% Theil diefer letzteren, Sekunde; u. f. f.; und 
eine Zahl z, welche zwifchen O und 477, alfo zwifchen O0 und 
umgefähr 1,57079 ... liegt, wird dann etwa fo gefchrieben 

25 Grade 13 Minuten 37 Sekunden 
oder fo: 25° 13’ 37", 

In den Anwendungen auf Geometrie dagegen, ift diefe ge- 
wöhnliche Sorm der Tabellen wiederum bequemer, ald wenn fie 
eine, den analytifchen Begriffen mehr entfprechende, naturge: 
mäßere Form hätten. Ä 

Es ift aber 


1 Grad d. 5. 1° = 0,01745329252 
1 Minute d. 5. 1’ = 0,00029088820 -- 
1 Sefunde d. h. 1” = 0,00000484813 «+ 
1 Zertie d. h. 1" = 0,00000008080 -- 


Danach läßt fih die Zahl leicht berechnen, mie z. B. 
buch 25° 13 37" ausgedrückt iſt. 


Umgekehrt, ſoll irgend eine (poſitive) Zahl z in die Form 


- 
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einer. Summe aus Graben ‚, Minuten und Sekunden beſtehend, 
gebracht werben, fo folgt aus 


_ımn_ nn 8, {4159 -- 


—— 
— — — Be 


90 180 180° 
daß y’ die Zahl In: ausdrücken, daß alfo, wenn dieſe letz⸗ 


tere Zahl die gegebene z fein fol, y felbft aus ver Gleichung 


180.2 
wg oder = 77 


gefunden werden müſſe. Dadurch findet fich eine ganze Zahl 
von Sraden und noch eine Acht gebrochene Zahl verfelben, 
welche Tegtere dann auf Minuten, Sefunden u. |. w. ge 
bracht wird. 


II. Wir wollen hier noch einige Werthe von Sinx, Cosx, 
Tgx und Coigx herftellen, welche in den Anwendungen häu- 
figer vorkommen. 

Man findet nämlich unmittelbar aus den Formeln 8. 148. 
XI. und XII, wenn zuerſt zz, dann Ar ftatt x gefebt wird: 

1) Sinin= Osin=-+y4= +Hiy2, 
alfo 
2) Tein= Cogin=1; 
.3)  Sintn = Vi—1y2 = 4V2-Y2; 
4) Cos;n = vH 2=1} ıy2 24 2; 


5) Tein= Var, und Cgin = Vz 


Ferner findet fi 


Sinin = Cosın und Cosi = Sintm, 


in fo ferne Ir und Ir Complement:Werthe, d. h. ſolche Werthe - 
“find, deren Summe =4r if. Weil aber aus $. 148. XIII. 


xXIV., wert ru ſtatt x geſetzt wirh, noch 
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Sinzn 2in m Oosnt 
und | 
Coszrt = (Cos In)? (Sinti)? = 1—2(Sintn)? 
hervorgeht, fo folgt auch noch aus ver Vergleichung diefer beiden 
Werthe von Sinzrz und von Cosyrr, augenblidlich 
6) Sinin=ı9) md 7) Cotn=-+iy, 
alfo auch 
Csinr=4 und Sinin=-+!yd 
und | 
2) Colgjm = Tgin = 09-43 
und 
8) Teyn = Colgin = +y3. 


*) Sept man in ber Formel 
Sin(x+z)+Sin(x—z) = 2Bin x . Cosz 
ir fatt x, fo liefert fie (weil 2Sintn =1 if) 
Sin ($n+2)+Sin (gr — 2) = Cosz 

oder 

(O-«  Sin(in+z) = Cosz-Sin(4n—ı). 
Hat man alfo eine Tabelle von Sinx und Cosx beredimet für alle Werthe 
von x’, welche zwifchen O und 4 (dem dritten Theil des Quabranten) liegen, 
fo barf man nur in dieſe Formel (. ſtatt z alle Werthe feben, welche 
zwifhen O und Ir liegen, um fofort dur einfache Subtraftion auch bie 
MWerthe von Sinx zu haben, für Die Werte von. x, melde zwiſchen u 
und $rr liegen. — Hat man aber alle Meribe von Sinx, von x=0 big 
x=&n, fo giebt bie Gleichung Sin(in-y)= Cosy ſogleich noch bie 
Werthe von Sinx, von x = in bis x=%n, wenn man bie Werthe von 
Cosy bat, von y=0 bis y=Hm. ' 

Die letztere Gleichung  Cosy = Sin(in—y) giebt dann alle. Werthe 
son Cosy für alle Weribe von y, von y=0 bis y=}r, fofort dazu. 

Man braucht alſo nur Siax unb Cosx son x=0 bis zu x = }r 
auf anderen Wegen zu berechnen, um ſofort Sinx und Cosx für alle 
Werthe von x berechitet zu haben, welche zwifchen O unb $rz db. h. weiche 
im erfien Quabranten liegen. 
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Es ift aber (nad II.) 3 = 90°; 4 = 60°; An = 45°; 
ar =30%; In =22 30; „r=15%; u ſ. w. 

Daß man aus 7.) und A.) fogleich wieder (mittelft ber 
Formeln $. 148. XI. und XI.) in (abfoluten) Quadratwurzeln 
ausbrüden könne die Werthe der Sinus und Kofinus von +';77, 
197, za, Fat ur, ar, uf. f., fallt in die Augen. 


$. 162. 

Ausrehnung ber Werthe von, Sinx und Cosx für bie imaginären Werthe von x. 

I. Endlich kann man nun auch die Werthe von Sinx und 
Cosx für jeden imaginären Wert p-+t-g-i von x „außrechnen“ 
d. h. ebenfalls auf die Form P-+Q-i bringen. — Denn man 
bat zunächft aus $. 145. V. und VI., wenn man daſelbſt q-i 
flatt x ſetzt: Ä 


— XX 
) Sin(q.i) i . =: | 








2 (261)! 
und | las Br 
2) Cos (q-i) = ° Te —E slasr) 


woraus dann, wenn in 8.147. I. und II. p ſtatt x und gei 
ſtatt z geſetzt wird, hervorgeht: 
el—e-14 


3) Sing = ET Spt. 5 :Cosp; 





A) Cos(p-+qg-i) = HT. op-i. —— .Sinp, 








wo, da q nicht Null if, die (Erponential-) Funktionen 
4 4—e-1 

— und _—; welche bezuͤglich = Cos(g-i) und 

*) In einem ber folgenden Paragraphen wollen wir bieje beiben (Ex⸗ 
ponential-) Funktionen noch näher heiraten, in fo ferne auch fie für 
alle pofitiven Werthe von q ausgerechnet und in Tabellen gebracht fein müf- 
fen, wenn bie Augrechnung in Ziffern von Sin(p+g-i) und Cos(p-+q-i) 
für beftimmt gegebene Ziffernwerithe von p und q möglichft ſchnell und be⸗ 
quem von Statten geben foll. j 
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— 2 .8in (gi) = —i.Sin(g-i) find, zwar ſtets reell fein, aber 
nie den Werth O haben werden. 


U. Ih daher Sax=0 oder Cox=0, fo hat x 
felbft nie einen imaginären Werth, weil im Gegentheil. Siup 
und Cosp zu gleicher Zeit der Null gleich fein müßten, was, 
wegen (Siap)’+(Cosp)? = 1 nicht möglich iſt. 

IT. Auch findet fh Sin(p+g-i) reell, fo oft Cop=(, 
alfo p= (2nt4)= iſt; dagegen ift Cos(p+q-i) reell, fo 


2nrı 
oft Szp=0, alfo wenn p ln nal ift. 


- $. 163. 
” Auffinbung ber Werthe von x, wenn Sinx unb Cosx (seefl) gegeben find. 

FM man im Befib einer Tabelle, in welcher die Werthe 
von Sinx und Cosx für alle Werthe von x berechnet ſtehen, 
die im erſten Quadranten (alfo zwifchen O und 4) liegen, fo 
fann man num auch umgefehrt, zu gegebenen reellen Sinus und 
Kofinus von x, die zugehörigen Werthe von x ſelbſt, ſofort 
leicht angeben. 


1. Iſt naͤmlich Sinx = zu und Coſsx = +9 "gegeben, 
fo findet ih, wenn a’? =1 nicht ift, fein einziger Werth 
von x, welcher tiefen beiden Beftimmungen genügte (nach 
8. 147. V.). — ft aber u?4»? =1, und find u und » po⸗ 
ſitiv oder Null, fo Liegt innerhalb der vier erften Duadranten 
(d. hd. von x=0 bis x=2n) allemal ein Werth von x, 
aber auch allemal nur ein einziger, welder diefen beiden 
Gleichungen entfpricht und zwar ift folcher Werth von x 

yund im 1!" Duadranten, wenn Sinx=+tu und Cosx=+, 

sc--y und im 2 „ ‚wann „ tum „=, 

r+-y und.im Zt n ‚vn „=-um „=, 

= 2r—y und im Alm ’ ‚wenn „ =-uu „ tr 
\ 


l 
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gegeben fein follten, während jedesmal y felbft im exften 
Quadranten liegt, durch eine der beiden Gleichungen 


Siny=-+tu ober" Cory — 4v 
‚vollig beſtimmt ift und aus der Tabelle fofort entnommen wer- 
den kann. ($. 160. D.). 

Waͤre u=0d, al Sinx=0 und Cox= +1, fo wäre . 
xı=0 für Cosx= ru und xenr fr Cox=—l, wu 
nehmen. - Ä ' 

Wäre aber v—=0, alſo Sax=Ft1 und Cox=0, fv 
wire x= 47 für Snx= + und x = 37 fr Snax= —l, 
zu nehmen. , 


1. ft dagegen Sinx allein, oder Cosx allein gegeben, 
pofitiv oder negativ aber an ſich —, oder Null; ſo hat man 
(aus $. 147. V.). 


Cosx = tVi—(Sinx)*, oder Sinx —VI(CoS)îx)ꝰ, 


fo daß zu dem gege enen Siax zwei Werthe von Cosx, oder 
zu dem gegebenen osx zwei Werthe von. Sinx gehören, — 
dann finden ſich natuͤrlich | 

a) zu dem gegebenen Sinx=tu, innerhalb ber vier 
erften Quadranten allemal zwei und nur zwei Werthe von x 
dazu, und biefe ind =y m = n-y, wenn y aus - 
Siny= tu im erſten Duadranten genommen wird und 
Sinx = tu gegeben iſt; oder fie ſind = n+ty und = 2n--y, 
wenn Sinx=—u gegeben ift, aber y aus Siay= u “im 
erften Quadranten genommen wird; — und eben fo finden ſich 

b) zu dem gegebenen Coox=+r, innerhalb der vier 
erften Quadranten allemal zwei und nur zwei Werthe von x, 
welde =y und =2n-y find, wenn Cosx=-+v gegeben 
iſt — wei der =-n—-y und =n-ty find, wenn 
Cox =—v gegeben fein follte, während y ſelbſt allemal im 
erften Quadranten und aus ber Gleichung Cosy = +7 ge 
nommen wirb, 
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Hai man aber u Inxo tu nd Cax=Htr, 
welche veell voraudgefegt werben, den einen Wert) 9 von x 
gefunden, welcher innerhalb der vier erſten Quadranten (d. h. 
zwifchen O und 275) liegt, fo brüdt die Gleichung 


(Or  x-innty,. 


‘wenn n fowohl 0 als auch jede pofltine und auch jede negative 
ganze Zahl vorftellt, alle Werthe von x aus, welhe ven ge 
gebenen Einus und gleichzeitig auch dem gegebenen Koſmus 
haben. | 


Denn es ift (nach S. 160. E. IV.) in der That 
Sin(2nn+y)= Sing und Cos(2nn4yg:) = Cosip; 
alfo find Zna+p unendlich viele Wertbe von x, welche bie gegebenen Si- 
nus⸗ und Kofinus-Weribe haben. 

Bäbe es nun aber noch irgend einen Werth, w von x, für welchen cben. 
fald Sinw und Cosw bie gegebenen wären, fo hätte man 

1) Sin(arn+y)=Sinw und 2) Cos(2nunty) =Cosw; 
dann wäre aber auch (nach S. 158. E. IV.) | 

3) Sin(2na-+p—w) = Sin (g-w) = Sin p-Cosw-Cosgp-Sinw 

(nad 1. und 2.) = Sing-Cosy-Cosgy-Sinp, 
= 0 , Na 
und 

4) Cos (2nn+y--w) = Cos (4-w) = Cosy. Cos w+Sing-Sinw 

us h und 2) = Eine 
=+l; : 
” aljo wäre Znntg—w nicht imaginär, weil der Sinus dieſer Differenz 
=0 iR (nad $. 158. L.); folglich wäre der Werth w reell. 

Sf aber w reell, fo ik auh Znnty-w reel, und ba ber Sinus 
diefes lebten Werihes =0O, fein Kofinus aber = +1 if, fo kann (nad 
6. 158. D.) diefe Differeng nn tp-w nit. gleichzeitig >O und <2n 
fein und auch nit =2unty, wo y>0 und <2n if, wenn unter u 
entweber O oder irgend eine pofltive ober negative ganze Zahl verftanden 
wird, — weil fonft der Sinus (poſitiv oder negativ aber) nicht O fein Fönnte, 
mit Ausnahme von y=rr, wo abex dann ber Kofinus nit = +, fon- 
den = —1 fein würde. Alfo müßte (megen 3. und 4.) 
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2nnt+y—w = 2un 
bh w = n-u)n4p 
b. h. w=2artp . 


fein, weil n-u, eben fo wie n allein, auch nichts weiter, ausdrückt, als 
bie Reihe aller negativen und pofitiven ganzen Zahlen, von —oo an bie 
zu +00 hin, mit Inbegriff der Null. Jeder ſolche Werth w ift alfo unter 
dem. obigen (in O aufgefiellten) Werihen von x bereits enthalten. 


IV. Dan findet daher auch alle Werthe von x, welche 
einen gegebenen reellen Sinuswerth und zu gleicher Zeit auch 
einen gegebenen reellen Koſinnswerth haben, — wenn man zu 
irgend einem Werth Zun--p von x, wo u ganz oder Null 
ift, noch Znrz addirt und dabei unter n alle pofitiven und alle 
negativen ganzen Zahlen und die Null fich denkt. 

Man nimmt fehr häufig den erſten Werth von x, nicht 
zwiichen O und 27r, fonvern lieber zwifchen —rz und +rz (den 
Werth tz mit eingerechnet und den Werth — ausgefchloffen). 

Sf nämlich Seax poſitiv gegeben, ſo liegt diefer erite 
erſten 


ein! Duadranten, je nachdem 


Wert 9 von x im | 


An ben iſt. I aber Si tin gegeb 
Cosx negativ gegeben ift. If aber Sinx negativ gegeben 


— —u, fo fuht man aus Siay=-tu den Werth y im 
erften Quadranten (aud der Tabelle), nimmt aber dann den 
gedachten erften Werth 9 von x, Be und zwar 


je nachdem Cosx 





-y 
= BA m gegeben ift. 
Denn es ift dann 


Sing = Sin(-y) = —-Siny=—t, 


nat 


und 
Cosp = Cos(-y)= Cosy pofitiv 
oder 
Cosp = Cos[—(r—y)] = Cos(a—y) = —Cosy negativ. 
V. If aber Sinx, oder Cosx allein und reell gegeben, 
fo finbet man zuerft (nach II. oder IV.) zwei Werthe ꝙ und 
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o' von x, welche innerhalb ber vier erfien Quadranten oder 
welche zwifchen —r und +75 liegen; und dann drüden 
(A) 2nz+p und 2nn-tQp‘, 
wenn n fowohl 0 als auch jede pofltive und auch jede negative 
ganze Zahl vorftelt, — alle Werthe von x aus, welde 
diefen gegebenen Werth von Siax, ober diefen gegebenen Werth 
von Cosx haben; und außer diefen (in C dargeftellten) Werthen 
giebt es Feinen weiteren Werth von x, weder einen reellen noch 
einen imaginären. 
VI. Aus 11. folgt aber nun als ein befonderer Fall, daß 
_ wenn 
Sinx = (0 und Cox = 41 
gegeben find, dann x=2nrz alle Werthe von x ausdrüdt, 
fobald unter n jede pofitive und jede negative ganze Zahl und 
auch die Null verftanden wird, und eben jo folgt, 
VD. daß, wenn 
Sinx = 0 und Cox = —1 
gegeben fein follten, dann x= (2n-Hi)n alle Werthe von x 
aushrüden würbe; weil nun 7 der einzige, innerhalb der vier 
erften Quadranten liegende Werth von x fein würde, während 
in VI. verfelbe = 0 gewefen ift. 
vi. Iſt aber | 
Siax= +1 und Cox = 0 | 
gegeben, fo ift der erfte Werth von x, = 377, und alle Werthe 
von x find nun audgebrüdt Durch (2n-4-2)x. 
IX. Und ift endlich 
Sinx = —1 und Cox =(0 
gegeben, fo ift der erfte Werth von x, = 37; und alle Werthe 
von x find dann audgebrüdt in 
x=(2n+4})n oder x=(in)n, 
in fo ferne, wenn x um —2rr vermehrt wird (wodurch 14-377 
II. 16 
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in — Ir übergeht) die Anzahl der Werthe von x, dadurch Feine 
Veränderung erleidet. 


Anmerfung Aus er!= (osx-+i-sSinx ($. 146. III.) 
folgt aber num: 


1) Sucht man alle Werthe von x, welche e= -H 
d. h. welche CosxHSsinx= +1, dh. wilde Cox=-H 
und Siax=0 machen, fo findet man (nach VI.) 


x=2ın, alſo IL eri= H. 


2) Sucht man aber alle Wertbe von x, welde e!= —1, 
d. h. Cox=—1 und Siax=0 machen, fo findet man 
(aus VI.) 


x= (nn, alfo I. msi 1. 


Sucht man alle Werthe von x, welhe el=i, d. h. 
ev-D=y(-1), d.h. Cox=0 und Sinax=1 machen, 
fo findet man (aus VIII.) 


x=(2n44)r, alſo II. e@+D-i— Li. 


‚Und gerade fo findet fi (aus IX.), oder auch dadurch, 
dag man in vorftehender II. —i ftatt i fchreibt, was allemal 
erlaubt ift, 


ep —i, oder IV. emp —i, 


wenn nur immer unter n jede pofltive und jede negative ganze 
Zahl und die Null verftanden wird; weshalb man auch überall, 
fowohl in den hiefigen Refultaten, als auch in denen bed Para⸗ 
graphen, —n fatt n fchreiben Fann, auch ntu, oder —nHu 
ftatt n ſetzen darf, fobald u eine ganze Zahl iſt; weil, wenn 
n fo, wie verlangt wurde, gedacht wird, dann unter —n, unter 
ntu und unter —ncku auch nichts anders vorgeftellt ift, als 
die vollftändige Reihe der ganzen Zahlen von —o an bi zu 
too bin, mit Inbegriff der Null. 
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$. 164. 

J. Die Werthe von x find allemal imaginär, d. h. fein 
einziger iſt veell, fo oft Sinx oder Cosx ſelbſt imaginär 
ober, wenn reell, doch (abgefehen vom Vorzeichen) >1 gegeben 
ift; weil im letztern Sale, wo Sinx = t(1-+p) gegeben ift, 
Cosx = Vi—(Sinx)? = V—2p—p? = irV2p+p? imaginär fein 
wäürbe, oder, wenn Cosx==#(1-+p) gegeben fein follte, dann 
Sinx imaginär und von der Form qei fein würde (in fo ferne 
wir und p pofitiv gedacht haben); und weil (nach $. 160. F.) 
jeder reelle Werth von x, ftetd einen reellen Werth von 
Sinx und auch von Cosx Tiefer. 

I. Sind p und w zwei imaginäre Werthe von x, welche 
den beiden Gleichungen 

Sinx — 6.i un Cox=y+tdi 
genügen, während a, 6, 7, d veell und fo find, daß 
(0-6. i) 0·i =1, 

d. h. 213-9? —=1 und aß4yd=0 

ift, — wo ferner 4 und d nie zugleich den Werth O haben 
follen (damit ꝙ und w wirklich imaginär find, nad 1), — fo 
find fie beide, wie wenn fle reell wären, allemal nur um eine 
gerade Anzahl von zz von einander verfhieben. 


Denn es folgt aus 
Sinw=Sinp und Cosw=Cosp 
genau wie im 6. 159. III. gezeigt worden, 
Sin(w-y9)=0 und Cos(w-p)= +1, 
alfo if (nah $. 163. VI.) wo = 2nr 
und w= 2nrHtg. 
11. Man findet daher alle imaginären Werthe von x, 
/ welche Six =atß-i und zu gleicher Jet Cox=ytdi 
machen, wenn man einen einzigen @ berfelben Tennt und dann 
x = 2nn-+p 
16* 
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nimmt. Der imaginäre Theil von x bleibt daher in allen 
Werthen von x ſtets derfelbe, wie er in dem Werthe 9 be: 
reits vorhanden ift, während die reellen Theile je zweier Werthe 
von x, um eine gerade Anzahl von 72 von einander verfchies 
den find und einer diefer reellen Theile (eines der Werthe von x) 
auch innerhalb der vier eriten Quadranten liegen muß, und ber: 
felbe, oder ein anderer, auch zwiſchen —r und tr. 


Iv. Iſt bloß Sinx=atPi gegeben, fo iſt 
Cosx = +{y+d-i), wo man ſich y pofitiv denken Tann, wäh- 
rend oͤ reell und fo ift, wie ſolches aus 


y+di = VI—(a-+-P:i)? 
hervorgeht, wenn man y pofitiv nimmt. Iſt nun der zu 
Sinx = o-tPp-i und Cosx=y4td-i (nad) IV.) gehörige eine 
Werth von x, =9Y, fo ift ein u Cosx= —(vIi) gehoͤ⸗ 
tiger Werth von x, = np, (weil nad 8. 160. 1. 
Cos (n-) = —Cosp ift); und es find daher nun alle Werthe 
von x ausgedrüdt durch 


x=?2na4p und: x=(2n+1)n—g. 


Dabei kann der eine Werth @ ftetd fo genommen werben, daß 
fein reeller Theil zwifchen —yrr und +47 liegt oder = 477 iſt. 


Denn es giebt immer (nach TIL) einen Wertb p+gq-i von x, deſſen 
seeller Theil p zwifhen —r und +7 liegt; ein anberer Werth von x if 
dann (z-p)-gq-i, wie wir fo eben gezeigt haben. Liegt nun p nicht zwi⸗ 
fhen —ir und +47, fo liegt p eniweber zwifchen —z und —ir, ober 
zwifchen +47 und +7. — Im erfiern Ball liegt np zwiſchen 2 und Jr, 
und wenn man von bem Werthe (z—p)-g-i von x, 2 fubtrahirt, fo be- 
kommt man einen anderen Werth von x, beffen reeller Theil zwiſchen — ir 
und O liegt, alfo auch zwifchen — und +47. — Im anderen Balle (wenn 
p zwiſchen Fa und zz liegt) würde z—p zwiſchen O und +47 liegen, fo 
daß dann der Werth (z—p)-q-i bereits ein Werth von x fein würde, 
deſſen reeller Theil zwifhen —irz und +47 liegt. 


V. Das Analoge gilt, wenn Cosx = y+bi (wo y und 
Ö beliebig reell gedacht werden) allein gegeben ift, und daher 
Sinx = +(a4-f-i) zweiförmig (zweibeutig) bleibt. — IR dann 


Kup. VIILS.165. Tangenten und KRotungenten. . 245 


p'ein Werth von x, welder zu Sux=atP-i gehött, fo 
ft 5—0 ein Werth von x, weldyer dem Sinx = —(a-H-Peri) 
entfpricht (weil nach 8.160. II. Sin(n+p) = —Sinp if); 
und alle Wertbe von x find dann ausgebrüdt durch 
x=2nn4 und x=(2n+H)n+p, 

wenn nur überall ımter n die vollftändige Reihe der ganzen 
Zahlen von —coo bis zu co mit Inbegriff der Null, ver 
ftanden wird. 

Dabei kann der eine Werth 9 allemal fo genommen werben, 
daß fein reeler Theil zwifchen O und — liegt. 

Denn es giebt (nach TIL) immer einen Werth p+g-i von x, deſſen 
reeller Theil p zwiſche — und +7 liegt. Liegt nun p nicht zwifchen 
O und nz, fo liegt p zwifchen — und 03 und dann ift der andere Werth 
a+lptgi) Bh. (ntp)tgi don x, fo, daß fein reeller Theil z+p 
zwifchen O und 7 liegt 

Wie man aber überhaupt einen Wert) 9 von x findet, 
‚ welcher einem gegebenen imaginären Sinx oder Cosx entipricht, 
wird in der vierten Abtheilung dieſes Kapiteld gezeigt werben. 


8. 165. 
Weil 


Sinx _ Cosx 
Cosx und Colgx — Sinx 


ift, fo folgt fogleih d. 5. weil Sin(nntz) = tSinz und 
gerade 

Cos(nrr+z) = +Cosz ift, je nachdem n ungerabe 
dies auch noch gilt, wenn —z flatt z gefeht wird, während 
+Sin(—z) = zSinz if, Bu 

1) Telnn+z)= Tgz; 2) Cotg(nn-+z2) = Cotgz; 

3) Te(nn-z) =—Tgz; A) Coig(nn—-z) = —Colgz, 
wenn n entweder O oder eine pofltive oder negative ganze Zahl 
vorſtellt. — Dies gilt, felbft wenn z imaginaͤr ift. 


Tgx= 








— und weil 
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Denkt man fih nun z poſitiv und im erflen Quadranten, 
fo drückt nn +z alle poſttiven Werthe aus, welche im 1tm, 
gen, Hin, Tin 2xc. (Ami) und (Am-5)t® Quadranten lie 
gen, fo wie noch alle negativen Werthe, welche im (—2)", 
(A)tm, (br, 10. 0. —(Am)ten und —(Am-+2)r Quadran⸗ 
ten *) liegen. Die Zangenten und Kotangenten aller diefer 
Werthe find daher (nach 1. und 2.) pofitiv. 

Ferner drüdt nnm—z gleichzeitig alle pofltiven Werthe 
aus, welche im 2m, Atem, Gt, ꝛc. Amten und (Am--2)" Qua⸗ 
branten liegen, fo wie noch alle negativen Werthe, welche im 
Ye, (3), Sr, 10.20. —(Am+1)er und —(Am+3)te 
Quadranten -Tegen. Die Tangenten und Kotangenten aller 
diefer Werthe find daher negativ. 

In beiden Zällen kennt man alfo alle diefe Werthe von 
Tgx und Cotgx, fobald man diefelben in der Tabelle für alle 
Werthe von x zu ftehen hat, welche im erften Duadranten liegen. 


$. 166. 


I. Umgekehrt: IH Tex= tu gegeben, fo fucht man z 
im erften Quadranten (aus der Tabelle) und fo, daß 


Tgz=-+tu 

it; dann find nr +z alle Werthe von x, wenn Zgx= tu 
gegeben war; dagegen find n—z alle Werthe von x, wenn 
Tgx=—u gegeben war. Und dies gilt auch noch für 
“u=0, wo dan auch z=0 if. Ä 

1. &ben fo fucht man, wenn Cotgx = tv gegeben ift, 
zueift einen Werth z im erſten Duadranten, fo daß man 
Cotgz=-+» hat; dann find nratz alle Werthe von x, 
welde Coigx = +» machen, wo die obern Vorzeichen zugleich 
gelten, oder beide unteren zugleich; wenn nur n fowohl 0 als 


*) Dies iſt fo zu verſtehen, daß man fagt: „eine Zahl liege im (—r)ten 
Quadranten“, wenn man fagen will, daß fie negativ tft, aber abgefehen vom 
Vorzeichen, im rien Ouabranten liegt. 
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auch jebe poſitive und jede negative ganze Zahl vorkellt. Und 
dies gilt auch no füt 7=0, wo dann z=4n if. 


Denn, it Tyx pofitio gegeben und = +u, fo find Sinx und Cosx 
beide zugleich pofitis oder beide zugleich-negativ; im erſtern Ball iſt = (menn 
Tgz=+u), im andern Sal if n+z ein Werth von x, welcher den gegf- 
benen Sinus und gleichzeitig ben gegebenen Kofinus bat. Folglich find 

Znntz und 2untHntz) d.h. (2nH)ats 
d.h. nat4z alle Wertbe, welche dieſe Sinus und Koſinus, alfo auch 
dieſe Tangente haben (nach $. 163. III.). 

SR aber Tgx negativ gegeben und = — u, fo iſt entweber Sinx poſitiv 
und Cosx negativ, ober es tft Siax negativ und Cosx pofitio; im erſtern 
Ball (wenn z aus Tyz= + im erften Quadranten genommen wird) {fl 
na—z, im andern Fall 2n—z ein Werth von x; alfo find (nach $. 163. TIL.) 

Znazt(n-2) und 2nm+(2z-s) 
d. h. (2n}i)a-—z und (2n+2)n-z 
db. h. na-z alle Werthe von x, welche viefelbe Tangente haben, wenn 
nur n ſowohl O als auch jede pofitive und jebe negative ganze Zahl vorſtellt 
weil dann n zu gleicher Zeit jede ungerade Zahl Zn+l und auch jede gerade 
Zahl Zn oder 2n+2 vorſtellt. 


Das ganz Analoge laßt fih zum Beweiſe der Behauptung IL. anführen. 


Cosx 
Sinx 


Sinx 
Cosx 
iſt und 7 und 2 (nad) dem Iten Th. d. W. 88.35 u. 36.) 
im Kalkul unzuläffige Formen find, fo fanın 75x im Kalful 
nicht beibehalten werden, fo oft Cosx=0, alſo wenn 


x=(n+3)” iſt, während Cotg x im Kalful nicht beibehalten 
werben darf, fo oft Siax=0 wird, d. h. fo oft x= na iſt. 


Es haben daher | 
Tgla+z)”, alſo auch Tgyz, 








Anmerfung Da 7gx= und Colgx= 


ferner 
Cotana, alfo au CoigO und Coigrı 


gar feinen Werth, d. h. ed kann gar fein anderer Ausdruck 
für fie gefeßt werden, der ihnen gleich wäre, eben weil biefe 
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Zeichen gar nicht im Kalkul zugelaffen werben dürfen, alſo ges 
wiffermaaßen im Kalkul gar nicht eriftiren. 

Wenn man daher früher und zuweilen jeht noch fagt 3. 2. 
Tgtr, ober Coig0 wäre unendlich groß, jo beruht died auf 
der fo oft vorkommenden Verwechslung der O (Null), welche 
eine Subtraftion q—q vorftellt, mit dem Unendlich⸗kleinen 


u welches eine Divifion if. — Da nun der gefammte Kal 


ful es nur mit dem Verhalten der Operationen (db. h. der aus 
den Zahlen hervorgegangenen PVerftandes-Thätigfeiten) zu ein- 
ander, zu thun bat, fo ift nichts natürlicher, als daß die ges 
dachte, alfo wirflide Subtraftion p—p oder 0, ſich nad 
ganz andern Gefegen richtet, als die gedachte, mithin wirk- 
liche Division —, daß man daher beide im Allgemeinen un- 


geftraft nie mit einander verwechleln darf, wenn es auch in 
befonderen Fällen, in Bezug auf die Anwendung ded Kalkuls 
zur Vergleichung der Größen, fehr häufig erlaubt fein Tann 
(da, wo es jedesmal im Befonderen nachgewielen tft), die O 


Ruli) ſtat des Unenblih-Rleinen I, oder oft auch flatt 
des nur fehr Kleinen r zu feßen. 


Wenn aber CotzO im Kalkul nicht zuläffig ift, fo ift doch, 
wenn h pofitiv und unendlich-klein gedacht wird, 


Cos(+h) Cosh : 41—1h’+ 


MEAN = Smcan) 7 Eh "A 
d. h. 


h 


während —h der Null in der Reihe der reellen Werthe (von —ao 
zu oo hin) dicht vorangeht, und +h ihr dicht folgt. — Man 
findet alfo, daß Cotgx für Werthe von x, welche der Null 
Dicht anliegen unendlich⸗groß ift, aber negativ oder pofttiv, je 
nachdem x dem Werthe O dicht. vorangeht oder dicht folgt. 
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Eben fo ft T7e4r im Kalkul unzuläffig; aber 


_Sin(ank&b) _U Coshh 1—1h? + ... 
Tearr&h) = Go, (imEh) Bin — Eh) 


1 
Isgarth)= FI = FR. 


Es iſt alſo Tax unendlich⸗groß für Werthe von x, welche dem 
Werthe von re dicht anliegen; fie ift aber poſttiv unendlich, 
wenn x dem Werthe 47: dicht vorangeht, und negativ unendlich, 
wenn x dem Werthe zz dicht folgt, in der ſtets ftetig wachſend 
gedachten Neihe. aller "reellen (und “bier bloß aller pofltiven) 
Werthe von x. 

Die Secx ift mit Tgx zugleich im Kalkul unzuläffig; und 


R : y’ j — 
eben fo die Cosecx mit Cotgx zugleich, weil Secx= Cosx 


1 
und Cosecx = — iſt. 


$. 167. 


Sol Tgx oder Coigx für einen imaginären Werth 
p+q-i von x „audgerechnet” d. h. auf die Form —6.i ge 
bracht werden, fo hat man zunächit | 


. _ Sin(p+-g-i) _ Sinp-Cos(g-i)-H-Cosp-Sin(q-i) 
THd = pLgi) — Cosp-Cos(q-1) — Sim p-Sin (gi) 
d. h. | 


„_ _78p+7g(gi) 
Sin(gi) _;, ei—o-1 if 
Cos (q-i) ei-he-1 h 
gefunden wird. Setzt man diefen Werth flat Tg(g-i) und 
multiplicht man Zähler und Nenner mit 1-4Tgp-Tg(lq-i), 
um die Wurzel Ci) aus dem Nenner wegzufchaflen, fo er- 
hält man . 








währen Tg(gi) = 
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_ _Tep-d—h) ,, AHZEph 
TERTED ST TI 


wenn der Küne wegen 


5 durch fu bezeichnet wird; 
oder, wenn man diefen Werth) fubftituirt, weil 
Ih’ = Gage Tarp un 
HI = ne N 
TEEN = Gau TE 


e?ı—e-4 . 


TI Fey. Cop? Here Rn 
Ind eben fo findet fich 


I. Cotg (p+g:i) = ASinp-Cosp 


(e1—e-9)?(Cosp)?+(ei+e-9)? (Sin p)? 
era —e—24 


I EST Cp Fer Fe En” 


$. 16768, 


J. Sollte Tgx oder Cotgx imaginär fein, fo ift ent 
weder Sinx oder Cosx imaginär, oder beide; folglich find 
dann auch die zugehörigen Werthe von x imaginaͤr. 


1. Sind aber w und 9 zwei imaginäre Werthe von x, 
welche eine und biefelbe Tangente, oder eine und biefelbe Kos 
tangente haben, fo find beide nothwendig um nz verſchieden, 
wo n entweder 0 oder irgend eine pofitine ober negative ganze 


Zahl ift. 


Denn da Tgw=Tgp if, fo findet ſich Tylw-g)=0; folgli iſt 
w-p=nn, Won irgend eine ganze Zahl ober O ift, weil nn alle Werthe 
enthält, beren Tangente = 0 iſt (nach 6. 166. 1.). 
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SR aber Cotgw = Cotgp, fo iR, weil im Allgemeinen 
_\ _ Cotgw-Cotg g+l 
Cotg (wg) = Cotg w—-Cotg p 
gefunden wird, dasmal ber Nenner von Cotg(w-y) ber Null gleich, 
während der Zähler wicht Null if. Dies iſt (nad Anmerkung zu $. 166.) 
nur ber Ball, wenn w-gp=nn if. 


IM. Die unendlich vielen- imaginären Werthe von x, welche 
einem gegebenen imaginären Werth von Tgx ober Colgx 
zugehören, find alfo in ihrem imaginären Theil nie von einander 
verjchieden, fondern nur in ihrem reellen Theile und da nur um 
eine ganze Anzahl von 77, fo daß immer ein Werth von x 
exiſtiren muß, deſſen reeller Theil wiſchen —ır und +47 
liegt, oder 47r felbft ift. 

Wie aber diefe imaginären Werthe von x gefunden wer 
den, lehrt die vierte Abtheilung dieſes Kapitels. 


8. 168. 
Betrachten wir jet noch die beiden Ausdrücke 
_ ei-—e-4 unb ei—e-1 


— — — — 


2 


wovon der eine (nach 8. 162.) = Cos(q.i), der andere aber 
= —isSin(gi) iſt, und welche. auch, da 


ei = sI4; und Eei= sl 3 

er al 
ift, in die beiden unendlichen Reihen, nämlich bezüglich in die 
Reihen 





q2 | q’ q‘ q® j . 
S|Ası ober ASt ty + in inf 
und 
qꝰ 41 | q’ q? q’ , 
lan oder AH Im inf 
. umgeformt werben koͤnnen. — Diefelben beiden Bunftionen be- 
dürfen einer tabellarifchen Ausrechnung ihrer veellen Werthe, 
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wenn man Sin, Cos, Tg und Coig von p-tq-i bequem und 
ſchnell „ausgerechnet“ ſehen will, und haben, eben ihres Ur⸗ 
fprung® wegen, mit Sinx und Cosx analoge Eigenfchaften, 
welche legteren auch wieber zur tabellarifchen Ausrechmmg ihrer 
reellen Werthe benutt werben koͤnnen. Wir wollen dies hier 
noch näher nachweifen. 
Die beiden Funktionen von x, nämlich 
ei—e—X e-e—= 
2 


5 und 





wollen wir von nun an bezeichnen durch bezüglich 


Sx und K,. 
Daraus folgt: 
e* -e⸗ xꝰai | ER 
l. 5 = — = lan = «Sin (x-i); 
tet _ rs = (os (x-i 
I. K= 5 * 8 S Cos (x-i). 


Berner ergiebt fich (analog dem $. 147.) 
III. S = SK, XK.⸗S,; 
IV. EM. = KK, +8,58, 
wo alle obern Vorzeichen zugleich gelten ober alle untern zugleich. 
Denn es if 
KB... = Cos (x-itz«i) = Cos (z-i)-Cos (z.i)#Sin (x-i).Sin(z°i) 
= K,-K,riS, i · S = K,+K,45, 5, ; 
eben fo aber auch if 
St = Sin (x-itz.i) = 28in (x.i) · Cos (z-i)& 2.Cos (x:i).Sin (z-i) 
=8, KK, +5,.*) 


- %) Man Tann auch aus J. und IE. ableiten: 
e =K,+S,, 
et-K-8,; 
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Berner findet fich 

V. KY-S)=1, 
weil (Kx)? = [Cos(x-i)]? und (8)? = —[Sin(xi)]? iſt. 
Daraus folgt wieder, wenn man in II. und IV. x ſtatt z 
fett: 
VI. Sr = 25, K, und S,=0%#); 
WM.  Kax=(K)’+($S) und K,=1*). 

Direlt aus den Definitionen (in I. u. IL) geht noch hervor: 
VIII. ss. -æ8 und K,=K,.. 


Addirt man bie III. und IV. zu und von einander, fo er- 
bält man noch 


IX. Se+ +8: = 25.K,; 

X. Ser — 5: = 2Kr.S,; 

xl. Kr +K;_, = 2K,-K,; 

All. Kxr Ar, = 2528,, 
woraus, wenn man xtz=a und x-z=b ſetzt, ſich noch 
ergiebt: 

XIII. S.+5, = 2Sgcarpy Ryan; 

XIV. S. — So = 2Kgarsy Sya_n; 


dann bie Gefebe ber Potenzen nehmen, d. h. 
et _- ce 
und ee) _. Let, 
daraus durch Addition und — finden: 
2-K 4, = ee 4e Tor? 
2:5,,, = dee t.o?, 


bier herein aber ftatt ber Potenzen ihre Aushrüde in die K- und 8⸗Funk⸗ 
tionen ſubſtitiren. 


*) Dieſe Refultate zur Rechten ergeben ſi auch unmittelbar ans ben 
Definitionen I. und II. 


u 
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XV. Krk = 2Karıy Kran; 
XVI. K,—K, = 25 g(arpy Sga—n): 
Aus den Gleichungen V. und VII. folgt auch noch 








_ YKa+1 _ 1/&-+1 

XVII. K= l 5 oder Ke=]/ I 
und 

Kr—1 Kl 

u &=V- oder = > 


Man fieht jedoch hinreichend, dag und warum bie Funf- 
tionen 8. und K, ganz analoge Eigenfchaften haben, wie die 
Funktionen Sinx und Cosx; und wir wollen und daher aller: 
weiteren Entwidelungen enthalten. 

Dagegen müflen wir noch den Gang der reellen Werthe 
der beiden Funktionen 8. und K, betrachten, die ſolche für alle 
ftetig wachfend gedachten reellen Werthe von x annehmen, und 
zwar brauchen wir, wie bei Siax und Cosx, nur bie von O 
bis zu oo ftetig wachfenden pofitiven Wertbe von x im’s 
Auge zu fafien, eben weil 


S_, = —$, und K_, = K, . 
gefunden worden iſt. 


$. 169. 
Nach den Definitionen $. 168. I. und II. hat man 


h® h°’,h’, .. 
1) »ebratztrt in inf. 


2) K= IHasta top + in inf. 


Und fo findet fih wegen 
Ser = Sr Ku +Kr- Sn 
nd Kun = KrKutSscH, 


augenblidlich, jobald ftatt K. und S, bie Reihen gefeht werben, 
welche dieſe Zeichen vorftellen, 
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3) Sn StKahts Hrn rs A in inf 
) x+h = x+K;,: + at art ar ın ıni. 
Kom KetSchtK.- 48,246. in Inf 
x-+h x x “ 2] x 3] x A! . 


Da nun die Reihen S, und K, zu denen gehören, welche 
nach $. 128. Nr. 4. für jeden reellen Werth von x Fonvergent 
find, fo find die Koeffizienten der Entwidelungen in NN. 3. u. 4. 
alle für jeden Werth von x fonvergent; und die Reihe ber 
reellen Werthe von S, und K,, für alle reellen Werthe von x, 
geht alfo mit x zugleich ftetig fort. (8. 131.) 

Und da 5 für x=0, felbft der Null gleich wird, und 
für jeden poſitiven Werth von x nothwendig poſitiv werben 
muß, weil alle Glieder der Reihe 8. addirte find; da ferner _ 
K,=1 if, und K, für jeden pofltiven Werth von x pofttiv 
und >1 werden muß, — eben auch, weil alle Glieder biefer 
Reihe addirte find, — fo folgt aus dem Umftande, daß in den 
Entwidelungen von Sn und Kryn die zwei erften Glieder 
bezüglih S.+Kx-h und Kx-+S.-h find, (nach $. 131.), daß 
die Werthe der Reiben S, und K,, während x von O an bis 
zu oo hin ftetig wachfenn gedacht wird, ebenfalls ftetig mit 
wachſen, ohne alle Unterbrechung bis in's Unendliche fort; bie 
erftere von O an, bie andere von 1 an. 


Und weil S,=—5 ift, fo nimmt die Reihe 8. von O 
an fletig ab, durch alle negativen Werthe hindurch bis zu —oo 
hin, wenn x von O an bis zu —co hin ftetig abnehmend ge- 
dacht wird. | | 

Un da mid K,.=K, if, fo wachſen die Werthe 
von K,, von 1 an bi in's Unendliche, alle dazwifchen liegenden 
(pofitiven) Werthe nach und nach annehmend, während x von 
0 an bis in's negative Unenbliche ftetig abnimmt. 

Die Funktion K, hat alfo für x= 0 einen Heinften Werth 
md dieſer it = 1. — Die Funktion S, Dagegen hat feinen 
Heinften Werth, jondern fie wächft mit x zugleich ftetig und 
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ohne Unterbrechung, von —oo an durch O hindurch bis zu 
to Hin. 

Und weil 15, = Sin(gi) und K, = Cos(q-i) if, fo 
bedarf” man einer tabellarifchen Aufftellung der reellen Werthe 
von S, und K,, wenn man Finx und Cosx für imaginäre 
Werthe von x (fowohl für x= gi, ald auf für x= p--q-i) 
eben fo bequem aus einer Tabelle entnehmen will, als dies für 
die reellen Werthe von x gefchieht. 

Den Anfang einer folhen Tabelle hat Gudermann in 
Erelle’s Journal der Mathem. gemacht, welche Tabelle auch 
in befonderen Abdrücken in den Buchhandel gefommen ift. 


Anmerkung. Es ift aber nun, „ausgerechnet“: 
Sin(p-+q-i) = Sinp-Cos(qi)+-Cosp-Sin (gi), 
d. h. 
J. SFin (p- q. i) KèSin p-i· Sq Cos p 
und Cos (p-q · i) = Cos p-Cos (q. i) Sin p. Sin (q.i), 
d. h. 
II. Cos (p-+q:i) = K,-Cos p-ie8..Sinp. 
Und (aus $. 167.) 
⸗ 193 Po 
aa EB Lorniecnen, 
4i. S.-K, 
RK," Corp)? 48, (Emp)?" 


.  Sinp-Cosp 
IV. Cotg(p+q-i) = Dee 
Sq K. 


8. 170. | 
Eine der wichtigften Anwendungen, welche man von den 
Kofinuss und Sinus⸗Reihen machen kamn, ift die, daß mittelft 
derjelben jede imaginäre Zahl von ber Form pq.i, welde 
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eine Summe ift, allemal fogleih in ein Produkt umgeformt 
werben kann; was für die Beantwortung einer größeren Anzahl 
von Fragen ungemein wichtig if. 


Man kann nämlich eine pofttive Zahl r, und einen Werth 
x allemal fo finden, daß 


1) p-+q-i = r(Cosx-+i-Sinx) 
wird. Man hat nämlich die beiden Gleichungen 

2) p=rlox und 9)  q=rSinz; 
eliminirt man nun x mittelft der Hilfs⸗Gleichung 
(Sinx)’-+-(Cosx)? =1; d. h., quabdrirt und addirt man bie 
Ieteren beiden Gleichungen, fo erhält man augenblidlich 
pP’+q?’=r?, alſo 

4) r=+/p+Q?, 
wo wir abfichtlich den pofttiven Werth der Quadratwurzel neh⸗ 


men. Diefelben beiden Gleichungen liefern dann fogleich noch 
dazu: 


5) Cox=t und 6) Sinx=-. 


Da die Zähler p und q eben fo gut poſitiv wie negativ gegeben 
fein können, während der Nenner r poſitiv gefunden worben ift, 
fo find Cosx und Sinx, ganz unabhängig von einander, bald 
pofitiv, bald negativ (bald Nu) und e& findet fich alfo immer 


erften 


ein Werth p von x, der im | Duadranten liegt, wenn 


dritten 
Ä " , zweiten 
p und q beibe il gegeben find, der aber im I en 
. negativ pofitiv 
Duadranten liegt, je nachdem p —* 


gegeben iſt. 
Und bat man dieſen einzigen Werth ꝙ von x, gefunden, 
jo drüdt die Gleichung 


&) x=2nn-tp | 
I. 17 
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alle Werthe aus, welche x haben kann und hat (nach 8.163. ILL), 
wenn nur n fowohl Null ald auch jede pofitive und jede nega= 
tive ganze Zahl vorftellt. 

Sind aber p und q pofitiv, fo liegt @ im 1" Quadranten, 
iſt p negativ und q pofitiv, fo liegt @ im 2" Quadranten, ift 
p pofitiv und q negativ, fo liegt g im Art Quadranten, und 
find. p und q negativ, fo liegt @ im Zr Quadranten. Sub⸗ 
trabirt man jedoch, fo oft ꝙ im Atem oder Ir Quadranten liegt, 
2r davon (oder addirt man —27), wodurch ein Werth von x 
erhalten wird, welcher noch immer genau benfelben Kofinus und 
denfelben Sinus hat, welcher aber jetzt negativ ift und dabei, 
abgefehen vom Vorzeichen, bezüglich im 1" ober 2!" Quadran⸗ 
ten Hiegt, fo kann man auch diefen legtern (negativen) Werth 
in 7.) flatt @ nehmen. 

Die Gleichung 7.) giebt daher ebenfalls alle Werthe von 
x, wenn man @ ftetd nur im eriten oder zweiten Quadranten 
nimmt, je nachdem p poſitiv oder negativ ift, — denfelben 
Werth P dagegen mit q zugleich pofitiv oder negativ fein läßt. 
Der Werth 9 Liegt alfo nun immer gwifhen — und 2 
(fann aber auch ſelbſt = nr fein), und diefen wollen wir 
fünftig unter @ in ber Gleichung 7. verftehen. ° 

Man hat alfo gefunden 

.  ptrai=r-[Cos(2nn+9p)-+ieSin (2nn-+9)], 
wenn r und @ gegeben find durch die Gleichungen 

I. r=-Vp’+g°; IL Cog= 2 und IV. Sing = I; 
wenn 9 eindeutig und zwifchen — und tz genommen wird 
und wenn n die Null und jede pofttive und jede negative ganze 
Zahl vorftelt. Dabei iſt 9 mit q zugleich pofitio oder negativ, 


erften 
und, abgefehen vom Vorzeichen, im | i 


weite 
pofitiv 
nachdem p negativ gegeben ift. 


„ Quadranten, je 
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Nun ift aber (nach $. 145.) 
8)  Cosx-tisinx = ei; 
alfo verwandelt fich die Gleichung I. noch in die nachftehende 
V. p+g:i — pee(dnr+p)-i , 
wenn nur r und ꝙ9 und n bie fo eben audgefprochene Bebeu- 
tung haben. 
Statt det Gleichungen I. und V. kann man natürlich auch 
die einfacheren nehmen, naämlich (für n= 0) 
VI. p-q i = r(Cosp-+i-Sinp) = ref", 
wo r und @ die oben audgefprochene Bedeutung haben *). 
Diefe Umformung in IV., V. und VI. ift eine der wichtig. 
ftien. — Man nennt dabei die pofttive Zahl r den Model des 
imaginären Ausdrucks p+-q-is dagegen wird ꝙ ober 2nz+@ 
ber zu demfelben gehörige Bogen genamt. 


u 


$. 171. 


Diefe Umformung V.”ift befonderd für die „Ausrechnung“ 
der, aus imaginären Zahlen zufammengefegten Ausvrüde wichtig. 


A. Wir haben z. B. im L Th. d. W. das Produft 


(p-+q-i)(p'+g'i), den Ouotienten ET, und die Quas 


dratwurzel VpFa:i „ausgerechnet”, d. h. auf biefelbe Form 
a--Pp-i gebracht; — mit den jegigen Mitteln geſchieht dies viel 
leichter. — Man verwandelt 
p+tqgi in rer 
und p+tai in re! 
und bat dann fogleidh: 





*) Dividirt man die V. durch die VI, fo wird man wieder zur Glei⸗ 
hung I. der Anmerkung zu 8. 163. geführt. 
17 * 


“ 
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1) (p+g@ij(p/+g‘i) = rre@teN 
= mr. -[Cos(p+P')-+iSin(p+9')]; 


2) en = = ep 





| = + [008(P-P')-Hi-Sin (9-P))]. 
Für r=er=1, gehen diefe Gleichungen 1.) u. 2.) über in 


3) (Cosp-Hi«sSin p)(Cos W-Hi.Sin V) 
= Cos(Pp+Y)-HisSin(P-+Y), 
_ Go Y)-HirSin(p-Y) 
Cosw-+i.Sin V " 

B. If m pofttio oder negativ ganz oder Null, fo bat 

man befanntlich (nach $. 143. II.) 
(eF-!ym = empꝙ.i, 
alſo auch 

J. (Cos ꝙ-Fi· Sin ꝙ)n = Cos(mp)-+i-Sin (mp) 
und (wegen $. 170. VI.) 

11. (p+g-i)? = ren ri = r.[Cos(mp)--i-Sin (mp)], 
wenn nur r und p ber Model und der zugehörige Bogen 
des imaginären Ausdrudd ptgq-i find. 

Mittelft diefer Formel II. hat man alfo fogleich die me Po⸗ 
ten; von ptgri „ausgerechnet”" d. h. auf die Form atPf:i 
gebracht, während man außerdem den binomifchen Lehrfag hätte 
Dazu anwenden müffen und dann das Endrefultat in einer fehr 
wenig brauchbaren Form erhalten haben würde. — Nur muß 
der Exponent m einer Differenz ganzer Zahlen gleich fein. 

C. Iſt eine unendliche Reihe 

1) a0 ta,x+a,x?+a,x?+a,x'+ in inf. 
für x<a@ fonvergent, fobald alle Glieder als pofltive gedacht 
werben, während « irgend ein gegebener pofitiver Werth ift, — 
fo ift diefelbe unendliche Reihe allemal für x = p+g-i konver⸗ 
gent, fobald der Model r dieſer imaginären Zahl, <a iſt. 
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Denn es wirb die gebachte unendliche Reihe für x = p+g-i (nad) B. II.) 
2).. = aota,r-Cosptazr?-Cos2y+tazr?-Cos3yp+ in inf. 
+ic(a 1 roSin g+ayr?-Sin2p-+a,.r?.-Sindgy+ in inf.) 
und da bie einzelnen Glieder biefer beiden Reiben (abgefehen vom Vorzei⸗ 
chen) offenbar Heiner (oder gleich) find den einzelnen Gliedern 
| af, Gsr?, Myr?, Murt, co, 
(weil jeder Sin und Cos, <1 if), die Summe biefer letztern aber, ber Vor⸗ 
ausfebung zu Folge, wenn fie auch bis in’s Unenbliche genommen werben, 
einen beftimmien endlichen Werth bat, fo haben auch die letztern beiben un⸗ 
enblichen Reihen nothwendig einen beſtimmten enblichen Werth. 

D. If die unendliche Reihe in C.1. für jeden Werth 
von x fonvergent,. wenn auch alle Glieder pofitiv genommen 
werden, fo find auch die beiden unendlichen Reiben in C. 2. für 
jeden Werth von r fonvergent; alfo ift dann auch die Reihe 
C.1. für jeden imaginären Werth p-+q-i von x fonvergent. 

Deshalb find namentlich die beiden durch Sinx und Cosx 
bezeichneten unenblichen Reihen 


x2a-+l x?2a 
sr. Ti ji und lm. 25] 
auch für jeden imaginären Werth) p-+gqri von x allemal fon- 
vergent. 
E. lm noch eine weitere Anwendung dieſer Umformung 
zu zeigen, wollen wir jegt | 
bie beiden Wertbe von VYp-+-qri, 


8 
die drei Wertbe von Vp-q.i, 


4 
und die vier Werte von Vp-qei 

„ausrechnen”, d.h. in die Form a+Pp-i umformen, unter der 
Borausfegung, daß p und q beliebige reelle Zahlen vorftellen. 

Es ift (nach $. 143. III.) für jedes allgemeine x, 

(e3x)? — e*; (e$=)? — eg: und (etz) * — e*; 
alſo iſt nach den Definitionen der allgemeinen Quadrat⸗, 
Kubik⸗ und vierten Wurzel (im J. Th. d. W.) 


u 
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1) ei@nr+Pp)i ein Werth von Veinr+9)i d. h. von Ver 


- 3 8 
2) ea u Verst d. h. von Ver! 
md | 
4 4 
"ou „ Vea+mi d. h. von Ver, 
- wenn ftatt n entweder Null oder irgend eine pofitive ober nega- 
tive ganze Zahl gefegt wird; in fo fene et — eri und 
ei] iſt, fo lange num n entweder Null oder jede pofttive 
und negative ganze Zahl vorftellt. 
Hat man nun p+gq-i (nach 8.170.) in das Brobuft 
rer! oder rear+.H umgeformt, fo folgt aus der Gleichung 
p+q-i = rear+P)i 


3) el@nrıp 


fogleich | 
4) — X = Vr. oz 


für m= 2, m=3 und m=4; (aber zur Zeit noch nicht 
für eine größere ganze Zahl als Werth von m, weil wir bis 


jegt die allgemeine ya, wo a beliebig ift, für m>A noch 


nicht eingeführt haben). — Diefe Gleichung A.) giebt die 2, 3 


oder A MWerthe, welche die Wurzel zur Linfen hat, wenn man 


einen einzigen der MWerthe von yr (etwa den abjoluten Werth, 
deſſen Auffindung in den Elementen gelehrt wird) mit allen 2, 


3 oder A MWerthen von Yelar-tpp multiplieirt, wie im I. Th. 
d. W. nachgewiefen worben if. Nimmt man daher 1.—3.) zu 
Hilfe, fo giebt die A.) 


5) Yp+g-i= Vree@r+Hion = yr-[Cos (nnt4p)+isSin (nnt3 9) ], 


np , 


8 
6) Vp+q:i = yr«e 3 = yre [os rt? LP] 





4 Are 


4 . 
7) VpFai=yre 2" =yr. er ——— 
ſo daß die Gleichungen zunächft nur in dem Sinne gelten, daß 


* 
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rechts jedesmal, für jeden dem n gegebenen ihm zukommenden 
Werth, ein Werth der Wurzel zur Linken (des = Zeichens) fteht. 


Weil man aber in 5.) zur Rechten, für n=0 und für 
n=1 zwei verfchiedbene Werthe wirklich erhält, fo ift bie 
Gleichung 5.) eine vollfommene, welche rechts wie links nicht 
mehr als zwei Werthe und auch genau diefelben vorftellt *). 


Und weil man in 6.) zur Rechten, fr n=0 und n=1 
und n=—1, drei verfhiedene Werthe wirklich erhält, fo ift 
auch die 6.) eine vollfommene Gleichung, welche rechtd und linke 
gleich viele und genau diefelben Werthe vorftelt**), 


*) Sept man flatt n alle übrigen pofitiven ober negativen ganzen Zah⸗ 


Ien, fo muß man jebesmal wieber einen Werth bes Wurzel Yp+g-i erhal- 
ten; weil aber biefe Wurzel nur zwei Wertbe bat, fo können biefelben nur 
unendlich oft wiederkehren. 

Und in der That erhält man alle pafitiven und negativen ganzen Zahlen 
(alfo alle übrigen Wertbe von n), wenn man zu ben beiden Werihen O und 
1, die man flatt n genommen bat, noch jebe pofitive oder negative gerade 
Zahl addirt; — dadurch aber vermehren fih die Wertbe nrz+ip um eine 
poſitiv ober negativ genommene gerabe Anzahl von zz und beshalb bleiben 
Cos(nn+4p) und Sin(nn+ty) davon ganz unverändert. 


Man erhält alfo Me beiven Werthe von Yp+g-i „ausgerechnet*, wenn. 
man in ber Gleihung 5.) rechts flatt m zwei beliebige nächft auf einander 
folgende, (dem n zufommende) Werihe nimmt. 


**) Alle übrigen Werthe von n erhält man, wenn man zu dieſen brei 
nächſt auf einander folgenden —1, O und +1 noch jedes poſitiv oder negativ 
‚genommene Bielfache von 3, (+3, &6, +9, #12, x. x.), alfo 3» abbirt, 
wo » pofitio oder negativ ganz gedacht wird; dadurch aber vermehrt (oder 


vermindert) ſich arte um d.h. um 2yn, und deshalb bleiben 





Cos und Sin genau biefelben. 
Für die übrigen Werthe die (außer —I, O und +1) flatt n gefekt 
werden Fönnen, wiederholen ſich alfo nur flets biefelben drei Werihe ber 


3 
Vptai, jo daß man letztere überhaupt erhält, wenn man flatt m brei nächſt 
auf einander folgende feiner Werihe (z. B. —6, - 5, —A, ober etwa 8, 9, 

10 oder 0, 1, 2) fekt. 
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Weil man endlich in 7.) zur Rechten, fobad n= 0, 1,2 
und —1 genommen wird, wirklich vier verfchiedene Werthe 
erhält, fo ift die Gleichung 7.) ebenfalls eine volllommene Glei⸗ 


4 
Hung, die zur Rechten alle vier Werthe der Vp+-q-i liefert, 
d. h. alle Werthe, von denen jeder die Eigenfchaft hat, daß, 
wenn er mit A potenzirt wird, allemal ein und daſſelbe End⸗ 
refultat, näamlid p+q-i, kommt. 


Giebt man dem n noch alle übrigen Werthe, — und man 
erhält fie alle, wenn man zu den vieren —1, 0, 1 und 2 noch 
alle. pofitiv oder negativ genommenen Bielfachen von A, alfo Av 
adbirt, — fo wird dadurch der Austrud tg um * 
d. h. um 2vrs vermehrt (wo » auch negativ ganz fein kann) 
und eben deöhalb werden Cos und Sin dadurch nicht geändert. 
Es kehren alfo nur immer biefelben vier Werthe unendlich oft 
wieder. . 


Man befommt daher aus der Gleichung 7.) zur Rechten, 
4 
alle vier Werthe von Vp-Fq-i, wenn man flatt n irgend vier 


feiner nächft auf einander folgenden Werthe feht. Und dabei 
werden r und @ gefunden mittelft der Gleichungen 


8 r=H4Yp’Tg4; 9 Cogy= rn und 10) Sing = T, 
wobei p zwifhen — und +rz liegt (auch = +rr fein Tann), 
mit q zugleich pofitiv oder negativ ift und (abfolut genommen) 


erften pofttiv 
im zweit a! Duabdranten liegt, je nachdem p eat. e⸗ 
geben iſt. 


Anmerkung 1. Sept man p+qi=1, alſo q=0 
und p=1, ſo wird r=1, Coy=1, Snp=0, alſo 
p=0; und man erhält nun aus 5.—7. 
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yi= Cos nn +isSiann = +1, weil Sinnn = 0; 
Cos0 -+i.Sin0 (fürn=(0) 
y1 = 00 His „Sin nn ECos In-Fi· Sin In (fürn=1) 
Cos3r -i· Sin Jn (fürn= —I) 
CosO -i Siað (fürn=0) 
2nICos InA-iSin In (fürn 1) 
= Cory His Zr \Cosin-isSinin (fürn=—1) 
Cos n+irSin n (fürn=2). 
Dann CsO=1, Sn0=0; Coin=0, Saln=i, 
Cor=— und San=0 ift, fo reduciren fich die letztern 
vier Wertbe auf +1 und #i. 
Und da Cosx= —Cos(n—x), Dagegen Sinx = Sin (n—x) 
ift, fo it Coe = —Cosin und Sinyn = Sinzrz, während 


und 


477 im eriten Quadranten liegt. Die drei Werthe der y1 find 
daher nun auh"1 und —Cos Iiccki· Sin *). 


Anmerkung 2. Um noch zu zeigen, wie nothwendig bie 
Kunft ift, jeden Ausdrud und namentlich auch die obigen Wur⸗ 
zeln „ausrechnen”, d. h. auf die Form ati bringen zu 
können, wollen wir noch die Cardani'ſche Formel betrachten. 
Im 1. Th. d. W. haben wir nämlich gefunden, daß die drei 
Werthe von x, welche der reducirten Fubifchen Gleichung 


x°+ax+b *0 


*) Da wir im (6. 161.) 


Cos%rnr = Sinn =% 


und Sinn = Cos$n = 1y3 
gefunden haben, fo zeigen fich biefe letztern beiben 
= —I44i-V3 
= 424/73. 


d 
Genau fo haben wir yi im I. Th. d. W. auf algebraifchem Wege gefunden. 
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genügen, durch diefe (Cardani' ſche) Formel - 


3 3 

= Vi ta +YH-V a 
audgebrüdt find, wenn man nur in ihr flatt der erften Kubik⸗ 
wurzel jeden ihrer drei Werthe ſetzt, von ben drei Werthen ber 
andern Kubifwurzel dagegen jedesmal denjenigen dazu nimmt, 
der mit dem erſtern multiplicitt, genau — a giebt. 

Sp lange nun 4b?4-,za? (unter der Vorausfegung, daß 
a und b reell gegeben find) pofitiv ift, gefchieht die Ausrech⸗ 
nung der Werthe von x, auf dem Wege der Elemente dadurch, 
dag man die Radifanden der Kubifwurzeln ausrechnet, welche 
pofitiv oder negativ werben, — im erftern Fall die abfoluten 


3 
Kubikwurzeln findet, im andern Yall aber —YR flatt V—R 
Schreibt und fo einen negativen Werth der. Kubifwurzel leicht 
audmittelt, auf dem gewöhnlichen elementaren Wege des Qua⸗ 
drat- und KubifwurzelsAusziehend. Sind dann « und A die 
pofitiven ober negativen Werthe diefer beiden Kubilwurzeln, ſo 
bat man 


aß 
x = ——— N, 
«4-1 -3)+B-(-344V—3 
wo die Werthe der beiten Kubilwurzeln immer fo zufammen ge- 
nommen find, daß ihr Produkt ſtets = aß ift, während 
«ß—= —la fein muß. 

Ganz anderd aber ift ed, wenn die Quadratwurzel 
VIp?,a? imaginär wird, db. h. wenn 1b?-4,4a? negativ 
wird, was nur dann, aber dann auch allemal der Fall ift, 
wenn a negativ und der abfolute Werth von “(za)”, >4b? ifl. 
Dann werden nämlich die Rabifanden der beiden Kubikwurzeln 
imaginär und nehmen die Form 


—1b+i.Y 3b? — ya? 
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an, wo die jetige Quadratwurzel wieder reell und fogar pofitiv 
ift,_ weil wie die Zweideutigfeit auf das doppelte Vorzeichen 
gelegt haben. Nun reicht das Rechnen mit den im 1. Th. d. W. 
gelehrten elementaren Hilfsmitteln nicht mehr aus, und deshalb 
nannte man früher diefen Fall den irreduciblen Fall der 
Gardant’fchen Formel. Mittelft des 8. 170. ift er natürlich 
nicht mehr irreducible, wenn man dad Wort der Wortbedeutung 
nach nehmen will, 
Berechnet man nämlich _ 

‚DD r=+4ViB Fb’ ga?) = V-ga®, welches poſt⸗ 
tiv ift, und dann ꝙ aus den Gleichungen 

2) 0y- und 3) Sing= Haare! 
fo liegt 9 im erften oder zweiten Quadranten, je nachdem b 
negativ ober poſitiv iſt; — und man hat num 


3 3 
-Tyre(Cos41p-+isSintp)-yr-(Cos 3p—-i-Sinip) *) 
—F yr-( Got? i. gi N), yr. 1 ua us u) 

















3 3 
— — ur 
vr 00° F- 1.810” 3 —— 3 Prigin 9) ) 


*) Da fih der Rabifand ber erfteren Kubifwurzel von dem ber andern 


nur dadurch unterfcheidet, daß in dem einen —i flebt, wo in dem andern i, 


— fo gehen die drei Werthe ber andern Kubikwurzeln aus denen ber erflern 
dadurch hervor, bag man in ven lepterwähnten, —i ſtatt i fchreibt. Da 
ferner nach der Bedingung, unter welcher allein die Sarbani’fche Formel 
gilt, das Produkt der zuſämmengehörigen Werthe beider Kubikwurzeln alle⸗ 
mal —La geben, alſo reell werben muß, fo konnte man nur die Werthe 
zufammennehmen, welche bier wirklich genommen tworben find; bag Produkt 
biefer (beiden zufammengefuchten) Werihe (in der erfien, bes andern und ber 


3 8 
dritten Linie) ift nämlich ſtets = (Yr)?, alfo (weil YVr= y—%a gefunden 


”) Es if bier n=—1 gefeßt worben; baburch bat man zum Werth 
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3 8 3 

d. h. weil yr Wat = V Va = VIE if, 
2V—Ia « Cos4p 

x 2) —3a . Cop — — Cos Tt-—-O@ 





3 3 
2/—la» 009 , 





wenn Y—a ihren pofttiven Werth vorftelt. 

Dies find Die drei ausgerechneten Werthe von x, da —za 
pofitio ift und die Quadratwurzel Y—La mittelft der Elemente 
vollends audgerechnet werben Tann. 

Wir fehen zugleich, daß gerade in dieſem fogenannten irre- 
duciblen Sale, die Werthe von x, welche der Tubifchen Gleis 
hung x’+tax+b=0 genügen, alle drei reell find, während 
die Auflöfung des erſtern (veducible genannten) Falles zeigt, daß 
dann allemal nur einer der Werthe von x reell, die beiden an- 
dern aber imaginär find. 


Anmerfg. 3. In allen diefen und ähnlichen Fragen ift 
es gut recht fet zu halten, daß (nach 8. 163. Anmerfg.) 


I. iz-414 md IH ettmrmi— —1 


ber erften Kubikwurzel gefunden 
Yr- (os te +ieSin 8). 


Weil aber Ze = ar und Cos(-v) = Cosv, ſo Wie 


Sin(—») = -Sinv it, fo gebt biefer Werth in bie Form über, welche wir 
für ven praftifchen Gebrauch bequemer, oben gefebt haben. 


. Zantp _ n-p _2n4p _ a, R-p 
Auch if noch Cos 3 =- Cos ꝓ und Sin 3 = Sin 3- 











(mei nu P° = n- ®), fo Daß die zweite Zeile (der zweite Werth 
von x) auch fo gefchrieben werben kann, wie er oben umgeformi ſich findet. 
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ift, welche pofltive oder negative ganze Zahl auch immer ftatt 
n gefchrieben werben mag, wie auf für n=0, wie ſolches 
aus der Yormel 
ei = (osx-+i-Sinx 
augenblicklich hervorgeht, wenn man Zn und (2n+1)r Statt x 
febt, weil 
Sindar=0 und Co2nz=-+1, 

Dagegen 

Sin(2an +1) =0 und Cos(2n+-I)n = — 
ift. 


Dritte Abtheilung. 


Bon den natürlihen Logarithmen. 


$. 172. _ 

Wir haben im $. 144. den Gang der reellen Werthe von 
ex verfolgt und gefehen: 

1) daß, während die Werthe von x, von —oo an, durch 
Null hindurch bis zu oo Hin, fletig wachſend gedacht werben, 
die zugehörigen Werthe von e*, ſtets pofitiv bleiben, aber eben, 
falls ftetig und ohne Unterbrechung wachſen, von 4 an, Durch 
alle Achten Brüche und zulegt durch 1 hindurch, bi8 zu 0 hin. 

2) daß alfo zu jedem pofitiven Werth a von er, alles 
mal ein reeller Werth von x, aber auch nur ein einziger eris 
ftirt, welder e=a madt, und. daß derfelbe negativ, Null: 
oder pofitiv iſt, je nachdem der pofitive Werth a Fleiner, gleich 
oder größer ald 1 gegeben ift; 

3) daß, wenn a negativ oder imaginär ift, dann nie ein 
reeller Werth von x eriftirt, welder e“=a mad. 
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Den (nah 2.) immer eriftivenden reellen Werth von x, 
welcher e* der pofitiv gegebenen (ganzen oder gebrochenen, ra⸗ 
tionalen oder irrationalen) Zahl a gleich macht, bezeichnen wir 
von nun an durch 

" La 
und nennen dieſes Zeichen den Neper’fchen Logarithmen 
von a (weil Baron Neper zuerft Tabellen diefer Werthe be- 
rechnet und befannt gemacht hat). _ 

Diefer Neper’fche Logarithme ift alfo immer nur eindeu⸗ 
tig und eriftirt gar nicht mehr, fo oft der Logarithmand a 
negativ oder imaginär wird. 

Diefe Definition ded Neper’fchen Logarithimen ift audge- 
fprochen in der Gleichung 

(O)- ebe=a. 


$. 173. 


Weil (wie wir fchon in der Meberficht gezeigt haben, welche 
im erften Kapitel des I. Th. d. W. gegeben worden ift) ber 
Logarithme allemal der Potenz gegenüber liegt, wie der Duos 
tient dem Produkt, u. |. w.; — fo müfjen wir. die Eigenfchaf- 
ten des Neper’fchen Logaritimen aud aus denen der natür- 
lichen Potenz ableiten. 


Betrachten wir nun die brei Geſetze der natürlichen Poten⸗ 
zen, nämlich 


1) etz — eX.e? 
2) en = eXe 
und 3) (am =em, 
wo m eine Differenz ganzer Zahlen fein muß, — fo finden wir 
aus ihnen fogleidh, daß wenn 
4) ex— a wm 5) e=h 
ift, dann 


6b) ar a· b; 7) em un 8) Mm=a" 
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fein müffe, während aus 4.) und 5.) 
9) x=La uw 10) z=Lb 

hervorgeht, und, die Gleichungen 6.—8.) bezüglich 

L(ab)=x+4z= La+_b; 

L-— -ıı= La-Lb; 

L(e®)=mx = m-La 
geben. | 

Und da a pofitio ift, fo eriftirt (nach dem I. Th. d. W.) 

auch die (abfolute) Wurzel ya als eindeutig und poſitiv, 
und fegt man dieſe flatt a in die legtere Gleichung, fo erhält 
man (weil (ym=a ift), 


La=m-Lya, d.h. Lya=—.La. 


Man hat daher für dad Rechnen mit Neper’fchen Logas 
rithmen folgende vier Geſetze 


L. L(eb) = La+Lb; 
1. L- — La-—Lb; 


II. L(e®)= m-La; 
IV. Lya = L.ra, . 


wo a und b nie anders als pofltiv gedacht werben dürfen, waͤh⸗ 
rend in ber II. m poſitiv oder negativ ganz oder = 0 ober 
—1 gedacht wird (weil wir andere Potenzen, neben den natürs 
lichen, noch nicht Fennen als die im I. Th. d. W. definirten 
Differenz Botenzen), — während endlich in der IV. m pofitiv 


ganz gedacht werben muß, weil fonft ya feine Bedeutung hätte. 
Außerdem ift aber noch, wie unmittelbar aus der Definition 
des $. 172. hervorgeht, 


V. L1=090 w VI. ZLe=1, 


U 
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während die Zahl 
e= sl; | = 2,718281 828459 045235 36028 «+) 


bie Basis der Neper’fchen Logarithimen genannt wird *). 


$. 174. 

Iſt a eine beliebige reelle oder imaginäre Zahl, und fol 
ee —=a werden, fo wird ed (nad) dem, was wir bereits in 
der Anmerfg. zu $. 169. fr a= +1 md für a=+i= 0Hei 
gefehen haben) hoͤchſt wahrjcheinlich allemal unendlich viele, eins 
„ander nicht gleiche Werthe von x geben, welche diefer Bedingung 
genügen. 

Alle diefe Werthe faffen wir von nun an in dem Zeichen 

log a 
zufammen, und nennen daſſelbe einen natürlichen Loga⸗ 
rithmen. 

Diefe Definition ift ausgefprochen in der Gleichung 

(C)- ebs* = a. 

Die Zahl e wird wiederum die Bafid der natürlichen Los 

garithmen genannt. 


Anmerkung. Iſt a pofitiv, dann ift der Neper’fche Lo- 
garithme La offenbar einer der Werthe des natürlichen Lo⸗ 
garithmen, weshalb man den Neper'ſchen Logaritimen gewöhn- 
lich ebenfalls einen natürlichen Logarithmen nennt. — Wir 


*) Daß 
L(e)=2, Lfe)=3, u. ſ. f., 
1 1 

L—-=-1, Lo4=-2, ff 
fein möüffe, verſteht fih von ſelbſt. Eben fo geht aus ber IE. aufs Nene 
berwor, daß. der Neper’fche Logarithme eines aͤchten Brucdes, negativ 
fein werbe, fo wie ber einer ganzen Zahi oder eines unächten Bruches 
allemal poſitiv werden muß. 
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wollen aber bier, der größern Deutlichfeit des Vortrags wegen, 
die beiden Begriffe auch in den Worten ſteis fireng aus einan- 
der halten. 


8. 175. 


In fo ferne die Form p-tgri jede beliebige reelle Zahl 
p vorftelit, fobald q= 0 gedacht wird, und außerdem jede bis 
jegt und befannt geworbene imaginäre Zahl, — fo werden wir 
die Werthe des natürlichen Logarithmen einer jeden reellen oder 
imaginären Zahl „ausgerechnet“ d. h. in die Form P-+O-i um- 
geformt haben, fobald dieſe Umformung für den Zog(p-+q-i) 
ftattgefunden bat. 


Soll aber 
1) bog (p-+q-i) = a +P-i 


werden, wo p und q gegebene, a und A aber gefuchte reelle 
Zahlen find, fo muß @ und £ fo fein, daß 


2) et _ ptgi 
wird. Run ift aber 
3) er+di — eredi 8% Cosß-+ieSinPß); 


alfo müflen « und ß fo gefucht werben, daß 
4) elodß=p und 5) en — q 
wird. Eliminirt man nun aus letzteren Gleichungen zuerſt 4 
(dadurch, daß man die Gleichungen quadrirt und addirt), fo 
findet fich 
6) (?=p’+q, alſo e=Vp’+q. 
Weil aber a reell fein foll, fo kann es nie negativ fein; alſo 
hat man, wenn unter r ber pofitive Werth der Quadrat 
wurzel Vp?-+q? verftanden wird 
7) e=r, folglich a=Lr, 
wo Dr den Neper'ſchen Logarithmen der pofltiven Zahl r vor- 
II. 18 


— — — 
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ftelit, während wir aus 8. 172. wiſſen, Daß «a nicht mehr als 
diefen einzigen Werth haben kann. 

Die Gleihungen 4.) und 5.) geben nun, will e=r 
ift, noch | 


8) Cosß = H und 9) Sinß= 4, 


woraus ein Werth po von PB fich ergiebt und nur ein einziger, 
welcher zwifchen — rs und ts liegt, mit q zugleich pofitiv oder 
negativ ift, und dabei (abfolut gedacht) im erften ober zweiten 
Duabdranten liegt, je nachdem p pofitiv oder negativ ift; und 
der genau beftimmt fich findet durch die Gleichungen 
d 

. Csp=t wm 1. Smp- 4, 

während r gegeben ift durch die Gleichung 


II. r= +VYp?-+q°. 
Alle Werthe von 4 find nun ausgedrüdt durch Zn p, wenn 
unter n fowohl Nu als auch jede pofitive und auch jede nega- 
tive ganze Zahl verftanden wird; alfo hat man 
10) p = np; 
und 4 hat nur diefe Werthe und Feine weiteren (nad) $. 163.), 
wenn nur n die feftgefeßte Bereutung hat. 
Man hat alfo num gefunden. 
IV. bog (p+g-i) = Lr+(nn+p)ii, 
wenn r und @ nad I.—IH. berechnet werden, wen Lr den 
Neper'ſchen Logarithmen und n fowohl O als auch jede poft- 
tive und negative ganze Zahl vorftellt. 
Und die Formel IV. liefert alle unendlich vielen Werthe, 
welche der natürliche Logarithme haben kann und hat. 


Anmerfung Da e° für = -w den Werth +, 


und für «=-4oo den Werth too, für alle zwifchen —oo 
und ‚oo Hiegenden, fletd wachfend gedachten Werthe von «, 
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ſtets pofitiv, alfo nie der Null gleich wird, fo eriftirt ein reeller 
Werth von @ nicht, welcher e — 0 machte; das Zeichen Zr 
hat alfo feine Bedeutung mehr, wenn r=0 iſt. — Aber eben 
deshalb ift auch Zog(p+q-i) im Kalful unuläffig, fo oft 
r=Vp?+g4?=0 wir, alfo wem p=q=0 if. — €. 
ift naher Z0g0 eine im Kalkul unzuläffige Form. 
Wenn alfo zuweilen gefagt wird, ZO wäre negativ un- 
endlich groß, fo beruht ſolches wieder auf der Verwechslung 


der Form q—q oder Null, mit der Form = denn, 


ıı- Li-Lo >-o. 
od 


8. 176. 


Betrachten wir nun einige fpecielle Fälle hiervon. — Sepen 
wir q=0 und ftatt p zuerft eine pofitive (ganze oder gebro- 
chene rationale oder irrationale) Zahl a, — dann aber auch 
eine negative Zahl —a. 

Im erftern Fall, wo q=0 und p=-a iſt, findet fi 
(a8 L-IH) r=-+a, Cog=-1, Sapg=0, alo =, 
während Zr=La wir. Man hat alfo 
u 1) dloga= La2nnii, 


wenn n fowohl 0 als auch jede pofitive und jede negative 
ganze Zahl vorftellt. — Und diefer Ausdruck zur Rechten (in 1.) 
enthält alle unendlich vielen Werthe des natürlichen Logarith, 
men ber pofitiven Zahl a. 

SH q=0 und p=—a, fo beredinet fi) (aus J. III.) 
r=+, GSspo=—, Suap=0, alo P=n; und bad 
Refultat IV. giebt jetzt: 

2) log (—a) = La-{2n-+HI)r:i, 
wo n dieſelbe Bedeutung bat. 

Segt man in den Bleichungen 1. und 2. a=1, fo 
halt man noch (weil nach $.173.V. Z1==0: wir): 

18* 
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3) log = Znn:i 
und 4) dog(—1) = (2n+1)r-i, 
wenn n die obige Bedeutung behält *). 
Und tiefe Gleichungen 2.—4A. enthalten zur Rechten (wie 


tie 1.) alle unendlich vielen Werthe des natürlichen Logarith- 
men der Zahlen —a, +1 und —1. 


8. 177. 


Denft man ſich in der Formel IV. des 8. 175. flat n 
irgend eine beflimmte pofitive oder negative ganze Zahl m ge= 
feßt oder die Null, fo hat man einen einzigen der Werthe des 
log(p+44-i), nämlih den Werth Zr4(l2mn-tgp)i. Addirt 
man nun zu dieſem Werth alle Werthe des natürlichen Loga⸗ 
rithmen von 1, welche (nach 3.) durch 2nrr-i audgebrüdt find, 
fo erhält man Lr-H2n+m)a+gp)i. — Weil aber n-+m 
eben fo wie n allein, doch wieder nichtd anders ausdrüdt, als 
alle ganzen Zahlen von —oo an, durch O hindurch, bis zu 
to hin, fo drüdt dieſes letztere Nefultat nicht anders als 
alle Werthe von Zoglptg-i) aus. Man findet alfo den 
wichtigen Satz: 

Alle Werthe des natürlichen Logarithmen einer jeden 
reellen oder imaginären Zahl, findet man allemal dadurch, 
dag man zu irgend einem einzigen Werth veflelben, alle 
Werthe von Jogi addirt **). 


*) Diefe Refultate find ſchon in ber Anmerkung zu 6 163. gefunden, , 
namlich 
einr-i — 41 und —B—— = —1. 
*2). Diefes Refultat if ganz analog ven im I. Th. d. W. bereits erbal- - 
3 
tenen, nach welchen 3. 8. alle (drei) Werthe ver Ya erhalten werben, wenn 


3 
man irgend einen berfelben mir allen (drei) Werihen ver yi multipli- 
cirtz; (bier oben wisb addirt). 
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$. 178. ° 


Unter allen Werthen Zr-H{ZuntY)i des Zog(p+gs), 
zeichnet fich derjenige, in welhdem n=0 gedacht ift, al& der 
einfachfte aus. Iſt p-q.i eine pofltive Zahl a (alfo q=O 
und p=a), fe it r=a und dann ift allemal der, den 
wir durch La oder Zr bezeichnet und den Neper’fchen 2o- 
garithmen genannt haben, diefer einfachfte Werth von Zoga. 

Deshalb Fönnen wir die Bedeutung dieſes Logarithmens 
Zeihend Z dahin erweitern, daß wir von nun an den „ein 
fahften Werth" des dog(p-tq-i) durch Zlp—+tg-i) bezeichnen. 

Man hat alfo 

1) L(p+qi) = Li+pii, 
wenn r und @ die in L—IN. des 8. 175. feftgefeßte Bedeutung 
haben, fo dag r—=-+Yp?+qg? und Y eindeutig ift, zwifchen 
—rz und +7 liegt, mit q zugleich poſitiv oder negativ ift und 
im erften ober zweiten Ouabranten liegt (abfolut genommen), je 


nachdem p pofltiv oder negativ ift, übrigens aber durch bie 
Gleichungen 


009 = 2. und Snp= 4 


gegeben ſich findet. 

Ferner iſt noch (nach 8. 177.) 

2) dgp+gi) ⸗L(PAq. i) 1 = L(p+g-i)+2nn-i 
eine, auf beiden Seiten ded (=) Zeichens unendlich viele und’ 
genau diefelben Werthe vorftellende Gleichung. 

In diefer Gleichung fledt die Nr. 1. des 8. 176., fo ' oft 
q=0 und p=a und a pofltio gedacht wird; und Z(p-+-q-i) 
geht dann in La über und letzterer ift der Neper’fche Logas 
rithme der pofitiven Zahl a. 


$. 179. 


Verfährt man nun genau fo, wie im $. 173., fo überzeugt 
man fih bald, daß, welchen ihrer Werthe man auch unter Zog a 
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und Zogb verftehen mag, und wie auch a und b felbft reell 
oder imaginär gedacht werben mögen, doch allemal die Summe 
loga+logb ein Werth von Zog(ab), 
die Differenz . 
loga—logb ein Werth von Zog T 
und das Produkt | | 
m. loga ein Werth von Zog (am) *) 

fein muß, fo lange m eine Differenz ganzer Zahlen ift, damit 
die Potenz; am zur Zeit für jedes a eine Bedeutung habe. — 
Es entfteht jedoch die Frage, ob die gedachten Summe, Diffe- 
renz und Produkt jedesmal auch alle Werthe bezüglich von 
log(ab), log —- und log (am) ausprüden, wenn unter loga 
und Zogb jever feiner Werthe gedacht wird. 

Es find aber alle Werthe 

von Zoga audgevrüdt duch Za-+2nnei, 
und von Zogb „ „ Lb+2vnii, 
wo n und » Null und alle pofitiven und negativen ganzen 
Zahlen und Za, ZLb die „einfachftlen Werthe” von bezüglich 
loga, logb vorftellen; alfo find alle Werthe 

von logatlogb audgebrüdt duch Zatzb+%Antr)mi, . 
und von loga—log b „ „ La- Lb-42(n-)wi; 
und da nt» und n—» auch nichts weiter vorftellen als alle 
ganzen Zahlen von —co an, durch Null hindurch, bis zu oo 





:*) Es if nämlich (nah $. 143. I.- III.) 
elosatlogb _ gloga,logb — ap (nach 8. 174. (); 
ferner 


elog a-logb _ loga, .logh _ - ; 


enblich 


eu-loga _ ( elog a ym — am. 
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bin, fo Fann man 2Znr-i ober Jogi jchreiben, fowohl ftatt 
n-+r)n-i, wie flatt 2(n—)ni; während Za+ZLb zwar 
nicht nothwendig = L(ab), aber dod ein Werth von Zog(ab) 


fein muß, und Za—Zb zwar nicht nothwendig =L-, aber 


doch ein Werth von log fein wird. Nach 8. 177. drücken 
alfo die Summe Zloga--i/ogb und die Differen Zoga—log b 
alle Werthe bezüglich von Jog(ab) und log 7 aus, fo da. 
die beiden Gleichungen 

I. log (ab) = loga-Hlogb 


und 1. log = boga—logb, 


wo a und b ganz allgemein gebacht find (alfo reell oder ima⸗ 
ginär) vollfommen richtige Gleichungen find, d. h. fo, Daß beide 
Seiten derfelben unbedingt für einander gefeßt werden fünnen. 

Befonderd wichtig ift es aber, daß aus der vorftehenden: 
Entwidelng auch noch auf das deutlichfte hervorgeht; daß. 
diefelben Gleichungen J. und I. au ſchon vollfom- 
mene (allgemeingültige) Gleichungen find (die auf beiden 
Seiten gleich viele und genau diefelben Werthe Haben), wenn 
auch recht ftatt eines der beiden Logarithmen nur 
ein einziger feiner Werthe gefegt und nur der an- 
dere allgemein gedacht wird. — Nimmt man beide %o- 
garithmen zur Rechten allgemein, fo reproduciren fich rechts Die 
unendlich vielen Werthe, welche der Logarithme zur Linken hat, 
unendlich oft *). 


*) So war es gerade auch 3. B. mit der dreideutigen Kubikwurzel im 
1. Th. d. W. In der Gleichung 


3 33 
V(ab) = ya-yb 
3. B. fiehen rechts 3 mal 3 (alfo 9 Werthe) aber doch nur die 3 Werthe 
8 
per Ylab) zur Linken; aber jeder verjelben xeprobueirte fich rechts 3 mal, 
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Dagegen ift nicht allgemeingültig die Gleichung 
log (am) = m«loga, 
wenn auch m eine Differenz ganzer Zahlen vorftellt; denn es 
find alle Werthe von m-Zoga ausgedrückt durch m-Za-H-2mnzz-i, 
während m-ZLa (weil emZe= (elr)u — au wird) zwar 
nicht nothwendig = L(am), aber doch einer der Werthe von 
log(a”) fein wird, etwa der Werth L(lam)I2unmi, wo M 
eine einzige beftimmte poſitive oder negative ganze Zahl oder O 
vorfielt. Man bat alfo nun 
m. log a = L(am)-+2unei-t-2mnni = L(a”)+2(mn+u)rei 
als eine vollfommene Gleichung, d. h. als eine ſolche, wo rechts 
und links genau biefelben Werthe ausgedrüdt find und rechts 
nicht mehr und nicht weniger als linfd. Weil aber mn+tu (da 
m und u entweder O oder beftimmte ganze (pofitive ober ne⸗ 
gative) Zahlen find) nicht mehr jede pofltive ober negative 
ganze Zahl, und auch nicht nothwendig die Null noch vorftellt, 
fo bat man in der Gleichung Zog(am) = meloga, zur Rechten 
nicht mehr alle, fondern nur den mt" Theil aller Werthe von 
log(e®) *), oder den (—m)t® Theil aller Werthe, wenn m 
negativ, alſo —m pofitiv fein follte. 
Die Gleichung - 


(D) log (a”) = m-loga 





and man befam zur Rechten fchon alle 3 Werthe, went man einen Werth 


von ya mit allen Werihen ber yb multipligirte. 

» 982.28 m=3 und u=2, fo brüädt, wenn 

n die Werte 0, 1, 2, 3, 45,6 7, 8, wm. ic. hat, 
In+2 die Werte 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 33, 26, a0. 2. aus, 
während, wenn 

n be Were A, —, 3 4 9, -6 me hat, 
In+2 die Werte A, —, —, —10, —13, -16, 36. 38. 
ausdrückt; man ſieht alfo, daß In+2 weit eniferni bavon it, O und alle 


ganzen poſitiven und negativen Zablen zu liefern. 





Rap. VIILS.180. Bon ven natürlichen Logaritimen. 281 


iſt alfo Feine vollfommene Gleichung, fondern fie hat zur Linken 
m mal fo viele und ganz andere Werthe ald zur Rechten. 

Wenn die Gleichung (9) aber in dem Sinne gebraucht wird, 
daß der Ausdrud zur Rechten allemal einen Theil (den mie 
Theil) aller Werthe des log (am) liefert, fo ift fie in diefem 
Sinne zugulafien, bei allgemeinen Rechnungen dagegen darf 
fie nicht verwandt werben. 

Weil aber meloga doc fietd ein Werth von Jog(a®) 
ift, fo folgt, daß man alle Werthe von Zog(a®) erhält, wenn 
man zu mega noch Zogl d.h. Znrei addirt (nad 
8. 177.). 

Die Gleichung 


111. log (a”) = m. log a+2nrei, 


wenn man fich unter n alle ganzen Zahlen (die pofttiven und 
die negativen) und die Null fich denkt, ift daher eine vollfom- 
mene, allgemeingültige, richtige Gleichung. 


8. 180. \ 
Gerner koͤnnen wir ftatt der Gleichung Q des $. 179., die 
rechts nicht alle Werthe giebt, welche links ftehen, die nadh- 
fiehenden allgemeingültigen (vollkommenen) Gleichungen ſetzen, 
nämlich: ' 
III.1.  Zog(a?) = 2.log (a-y1) = 2log (+a), 


HL2.  doglar) = 3loglai), 
m. 3.  doglat) = Arlog(a/i) ®), 


*) Es ift namlich 

1) 2.log a 2La-2. 2n2 i 
und log(-—a) = Larlog(—1) (nad 8. 179. 1. in fo ferne 
(-3)=a(-1) iſt); alſo if | 

2) 2.Jog (-a) = 2L a+2(2nH)nei, 
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wenn nur die Wurzeln, wie die Logarithmen, ganz allgemein 
gedacht find, während a felbft ebenfalld allgemein gedacht wird, 
alfo eben fo gut reell, wie imaginar. 


3 4 
Sept man in III. 1.—3. bezüglich ya, ya, ya ftatt a und 
bedenkt man, daß alle Werthe diefer allgemeinen Wurzeln er- 
halten werden, wenn man irgend einen einzigen derſelben, be- 


Ferner if, weil 2La jedenfalls einen Werth von Zog(a?) vorſtellt, 

3) log (a?) = 2La+logi 

= 2La+2un:i; 

und da in 1.) zur Rechten nur alle voppelten geraben, in 2.) dagegen nur 
alle doppelten ungeraben Zahlen vorfommen, in 3.) aber alle doppelten 
ganzen Zahlen, fo machen vie Werthe von doga nebſt ben Werthen von 
!og(-a) zufammen genau alle Werthe von log(a?) aus, wodurch bie 
III, 1. außer Zweifel geftellt fich findet. 


8 
3 . 
Die drei Werihe der YA d. h. von Vet”! find ausgedrückt durch 
esnmi d. b. durch 1, ei und esml, alfo hat man (nad) S.179.1.) 


N 


log a La+2unei 
1og (a.Y1) = 1 ati. N I a+2ut%) nei 


log a+ nei La+(2u43)nei; 
alſo 
3La+2.3unei 
4) 3log(a-yi) = !3L a+2.(3u+l)r-i 7 = 3La+?nnei, 
3L a+2.(3u+2)n ei 


weil, da u alle (pofitiven und negativen) ganzen Zahlen (und die Null) 
vorſtellt, Zu, Iut+l und Zu42 zufammen genau wieder alle ganzen Zablen 
(oder die Null) ausmachen, welche jet durch nm ausgebrüdt find. — Auf 
ber andern Seite bat man, weil 3La jedenfalls ein Ber son log(a?) 
iſt (nad 6.179. Q.), 

5) log (a?) = 3L a+log1 = 3La+2nr:i, 
und dadurch ift die III. 2. außer Zweifel. 

Ganz analog wisb nun auch die III. 3. erwieſen. Zugleich erfennt man, 


. m 
daß wenn fpäter Die allgemeine mie Wurzel (Ya) wird eingeführt und als 
m beutig erkannt worben fein, — daß dann bie Formel III. auch ganz allge- 
mein wird aufgefellt und erwiefen werben koͤnnen. 
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zügli mit allen Werthen der y1, yl, yi multiplicirt, fo erhält 
man augenblidlich noch die nachftehenden vollkommenen Glei⸗ 
Hungen, (welche links und rechts gleich viele und genau diefelben 
Werthe haben), nämlich 


IV. I.  dog(ya) = 3. loga; 
8 
IV.2.  dlog(ya) loga; 


IV. 3. log (ya) = — 4.loga, 
wenn nur alle Wurzeln, wie alle Logarithmen, allgemein, b. h. 
vielfoͤrmig angeſehen werden. 
Dabei iſt überall a ſelbſt ganz allgemein gedacht, alſo eben 
fo gut reell wie imaginär *). 


*) In dem berühmten Streite zwifchen Leibnitz und Bernoulli, 
welcher fpäter zwifchen Euler und d'Alembert forigefept wurde, ſchloß 
man fo: Es iſt (-—a)?=a®, alfo Zog[(-a)?] = log(a?); num ift aber 
log(a?)=Rloga und dog[(-a)?]=2-log(-a)53 foiglich iſt auch 
2log(—a) = 2loga;s demnach auch dog(-—a) = loga; und dadurch wollte 
man bewiefen haben, baß ber Logarithme einer negativen Zahl —a rel 
und dem Logarithmen der pofitiven Zahl a gleih if. — Euler ſchloß 
biefen Streit dadurch, daß er nachwies, daß ber Logarithme einer jeden Zahl 
unendlich viele Werthe babe und daß 2log(-a) bie eine Hälfte und 2loga 
bie andere Hälfte der Wertbe von Zog(a?) fei, und baß baber aus 
log(a?) = 2log(-—a) und Jog(a?) = 2loga nicht gefolgert werben koͤnne, 
daß 2log(-a) = Rloga ſei. 

Aber eben deshalb muß man Feine anderen Formeln, nach benen ge- 
rechnet werben foll, aufftellen, als nur folche, welche wirflich dem, im 
1ten Kapitel des I. Th. d. W. aufgeftellten Begriff der Gleichung entfprechen, 
fo daß ihre beiden Selten unbedingt und unbeſchränkt für einander 
gefeht werben können. Sind daher bie Selten ber Gleichung mehrbeutig, fo 
müſſen fie alle beide gleich viele und genau dieſelben Werthe haben, um in 
allgemeinen Rechnungen mit Sicherheit angewandt werben zu können. — 
Deshalb haben wir ſchon im I. Th. d. W. die Gleichung yYla?)=a ober 


Ya’) = =za nidt aufgeeil, ſondern dafür dieſe anderen, nämlich 
Ya?) = ayi=#a; V(a®) * avi; u. f. w. 
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Anmerkung. Bei bem unendlich vieldeutigen Zeichen 
loga muß natürlich) dem Rechner diefelbe Vorſicht empfohlen 
werden, welche wir bereitd im I. Th. d. MW. für die 2, 3- und 


Adeutigen ya, ya und ya empfehlen mußten, nämlich: „daſſelbe 
„mehrbeutige Zeichen, wenn es mehreremale erfcheint, nicht als 
„einen und denfelben Ausdruf anzufehen und danach au 
„behandeln, jo lange man fich nicht überzeugt hat, daß 
„Daffelbe Zeichen auch jedesmal einen und denfelben 
„Seiner Werthe vorſtelle.“ Man darf alfo bei allgemeinen Rech- 
nungen nicht fchreiben: | 
2.loga ſtatt Zoga-ioga, 

nicht 0 ftatt loga-loga, 

nit (pFg)loga ſtatt pelogatg-loga 
u. f. w. f.; obgleich dieſe Subftitutionen alle erlaubt find, ſobald 
man fich überzeugt hat, daß in jedem der Ausdrüde zur Rechten, 
das Zeichen Zoga, welches zweimal vorfommt, jedesmal einen 
und denfelben feiner Werthe vorftellt. — So wäre es ganz rich⸗ 
tig, aus 1) Zog(a?) = 2-loga und 2) log(a?) = 2-.log(—a) 
zu folgern, daß auch 2doga= 2-dog(—a) und dann auch 
loga = log(—a) fein müffe, — wenn man nur überzeugt wäre, 
daß in den Gleichungen 1.) und 2.), Das zweimal vorkommende 
Zeihen Zogla?) jedesmal vdiefelben feiner Werthe vorftelle. 
Wir haben und aber fo eben überzeugt, daß dies gerade hier 
nicht der Fall ift, fondem daß die Gleichungen 1.) und 2.) 
nur unter der Vorausſetzung richtige Gleichungen find, 
daß Zog(a?) in 1.) die eine Hälfte, — in 2.) aber die andere 
Hälfte feiner Werthe vorftele. Deshalb ift der Schluß, daß 
2.loga = 2.log(—a) fein müfje, ein vwerwerflicher. 

Die Einführung des „einfachften Werthes“ Zep-+gq-i), 
welche es möglich macht, alle Werthe von Zog(p+q-i) ſicht⸗ 
bar zu machen und von einander abzufondem, erleichtert das 
Arbeiten mit ſolchen unendlich wieldeutigen Logaritimen (»Zeichen) 
bedeutend. 
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Nach $. 179. I. und I. kann man aber unbedingt fehen 
log(a?) ftatt Zoga-tloga; 
log 1 ftatt loga—loga; 
d. h. wenn man jeben Werth ded erflern Zoga zu ober von 
jedem Werth ded andern Zoga addirt oder fubtrahirt, fo erhält 
man im erftern Falle alle Werthe von Zog(a?), im andern 
Falle aber alle Werthe von Zogl; und dies ift auch fchon ber 
Fall (nach 8. 179.), wenn man flatt eines der beiden Loga- 
rithmen zur Rechten nur einen einzigen feiner Werthe febt. 
Setzte man aber ftatt Zoga-loga lieber 2.loga, oder ftatt 
log a—loga lieber O (Null), fo hätte man die beiden Summan- 
ten, oder Minuend und Subtrahend, ald diefelben Werthe 


| ei jedem 
angeſehen, alſo nicht mehr eben Werth In. einen 





Werth, fondern nur jeden Werth Me on 
addirt 
ein! j 
Segte man endlich ſtatt Zogatloga einmal log (a?) 
und dad anderemal 2loga, fo dag man folgerte 
| log (a?) = 2loga; 
und feste man ftatt Joga—loga einmal O, und das anderemal 
logi, und folgerte man fo daß 
logl =0 
ſei, fo wären diefe beiden letztern Gleichungen 
log(a?)=Rloga und dgl=0 
nicht mehr allgemein wahr, weil recht in der erſtern Gleichung 
nur die Hälfte der Werthe von Zog(a?) audgevrüdt find, in 
der andern Gleichung aber rechtd nur ein einziger der unendlich 
vielen Werthe von Zogl zur Linfen, gefunden werden würde. 


Beide Ausdrüde links und rechts, einer jeden dieſer letztern 
Gleihungen, koͤnnten alfo nicht unbedingt für einander gefett 


demselben Werth 
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werden, und gerade dieſes unbebdingte für einander Sehen ber 
gleihen Ausbrüde, ift unferem Begriffe einer allgemein wahren 
Gleihung allein entſprechend. 


$. 181. 

Nah Einführung der natürlichen Potenz kann der wichtige 
Cat IV. des $. 139. fo umgeformt werden, nämlich: 

Iſt ee Sa, fo ift allemal IF |=*, fo lange 
nur x eine Differenz ganzer Zahlen vorftellt, alfo eine-pofttive 
oder negative ganze Zahl, oder Null ober 1. 

Weil jedoch aus der Gleichung 

e=a jet c=loga 
hervorgeht, wo Zoga unendlich viele Werthe hat, fo läßt ſich 
berjelbe Sag nun auch fo geben, nämlich: 

Es ift allemal für jedes allgemeine a, wenn nur x eine 
Differenz ganzer Zahlen vorftellt, 

x°.(log a)* 
(O).. J 
(nach 8. 142.); und zwar liefert die unendliche Reihe zur Linken, 
immer ein und daſſelbe a* (d. h. ein und daſſelbe Produkt 
A-A-ard +, Wenn x poſitiv ganz iſt, oder einen und denſelben 
Dutienten —— wenn x negativ ganz iſt), welchen 
feiner unendlich vielen Werthe man auch ſtatt Zoga ſetzen mag *). 





| = at ober erlag: 


*) Die unendliche Reihe zur Linken in O., nämlich die Reihe 
2. 2 25, 3 , 
trag a ı in inf. 


nimmt für verfchiedene veelle oder imaginäre Werthe von x, verſchiedene 
Werthe an, und zwar für einen und benfelben gebrochenen ober imaginären 
Werth von x, felbft noch verfchienene Werthe, nach ben verſchiedenen Wer⸗ 
then des Zoga. — Sie, diefe Reihe, ift nämlich (nach $. 142.) 
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Diefe Gleichung giebt und ein bequemes Mittel an bie 
Hand, um Zog(1-+2) in eine nach ganzen Botenzen von z 
fortlaufende imendliche Reihe zu verwandeln. — Seht man 
nämlich in ihr 1-+z ftatt a, ımd bedenkt man, daß dann rechte 
(142% zu ftehen kommt, während nach dem binomifchen 
Lehrſatze 


x — ze. BI 
gefunden worden ift, fo geht die Gleichung © über in dieſe: 
ge. a bI— 
(C)-- s Sara] _ IT =], 


4 


b] 
welche Gleichung unvolfommener gefchrieben, fo ausfteht, naͤmlich 


1-+x-log (i-+2)+ — — — — in inf. 


. x(x—1)(x—2) 


= 1+x.2+ — 24 I. z’+- in inf. 


Eubtrahirt man nun 1 ir beiden Seiten, bividirt man nad- 


e* log a — aX[Z a+-2n”.i) 


_ e® La, ezaxr-i 


= e"b® .[Cos2uxn-+i-Sin Zuxr], - 


wo La, mag a reell oder imaginär fein, ven „einfachften Werth“ des Zoga, 
und deshalb, fo oft a pofitiv ift, ven Neper' ſchen Logarithmen vorſtellt 
(8. 176. Nr. 1.). — Iſt nun x z. B. =2, fo wird 2nzx nach und nach 
=0, 7, in, +, 20. 2c.3 ober, — wenn man diefe Werthe um 
2n, An, x. 36. größer ober Heiner nimmt, weil dadurch weder der Koſinus 
no der Sinus geändert wird, — es kommen flatt Anz nach und nad bie 
Werthe 0, #47, +4n, A%m, 10.2, beren Rofinus und Sinus bezüg- 
lich nit alle einander gleich find. — Iſt aber x pofitiy oder negativ ganz, 
dann ift Znxrz ſtets eine pofitive ober negative gerade Anzahl von zz, beren 
Cos, =1 und deren Sin,=0 if. Es bat alfo nun es ® hloß ben 
einzigen Werth er? um biefer ift, wie wir oben gefehen haben, das 


burh a” vorgeſtellte Produkt oder der Quotient and 1, dividirt durch ein 
ſolches Produkt. 
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gehende durch x auf beiben Seiten, und feßt man in der neuen 
Gleichung zulegt O ftatt x, fo bleibt zur Linken bloß Zog(1-+z), 
während rechts die gefuchte Entwidelung fih ergiebt. — Wir 
wollen dies aber mit der allgemeinen Form (in C) fo machen. 
Wir fondern zu dem Ende links und rechts (in C) das aller 
erfte Glied 1 ab (dadurch, daß wir Ind a=0 und dann 
ati flatt a, rechts aber b= 0 und dann bPI flatt b feßen); 
laffen wir dann links und rechts das Glied 1 weg, fo bleibt 
se esdtap" |] mn] 
(„+1)! (b-+-1)! 
Dividist man nun jedes Glied diefer Gleichung, alfo die Re: 
präfentanten aller Glieder links und rechts durch x, fo ergiebt fich 
——— BT | = Sr nl 
HD! (b-1 
wo zur Linfen das allererfte Glied (für «= 0) bloß Zog(i-+z) 
wird, während die folgenden Glieder alle entweder x, oder x”, 
oter höhere Potenzen von x zu Taltoren haben, daher mit x 
zugleich der Null gleich werden. Wird alfo nun O flatt x ge 
. fest, fo ergiebt ſich | 


—1 5-1 
log (1+z) = lern m]. 
Und weil nn = (-1)989+1 = (—1)).bl und nod 








een = ift, fo geht diefe Gleichung in ihre einfache 
Form über, nämlich in 
I. log(1-+z) = slc-17. ei | \ 


d. h. dog(14+z) = 12? +42?’ —1z'442°— in inf, 
zu welcher Gleichung rechts noch Zog1 abdirt werben muß, um 
links und rechts gleich viele und genau diefelben Werthe zu haben. 

Anmerkung. Diefe Reihe ift e8 alfo, welche die Eigen- 
haft hat, daß wenn man mit ihr die Zahl e volenzirt, dann 
1-+2 herauskommt; es findet ſich alſo 
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teen tz 
h. er ott.eir.ett ct". in inf. = 1-tz, 


h., wenn man ftatt der Potengen eꝛ, e-#*, ıc. ıc. die un 
blichen Reihen fegt, welche fie vorftellen, 


FEGE —— z-s s[-1r- rpm in. —1+z 
al bl 2⸗ I 38 oa! 4 
h. 
(—I)+H+H+ za 20--Bc-HAb-HeH8f+ | iz 
‚albicldlelfl.. 2 3A 5u6fen] j 
nd in der That: ordnet man dieſes Refultat zur Linfen, nach 
otenzen von z, Dadurch daß man den Erponenten | von z, * p 
bt, alfo 
- +2b+-3c445-+5e+6f+ in inf. = o, 

id dann nad und nad ftatt p zuerſt O, Dann 1, dann 2, 3, 
‚9 und alle pofitiven ganzen Zahlen, — fo zeigt ſich das 
Nererfte Glied — 1, das erfte (für p=1) = 1-z, und die 
effizienten aller übrigen Glieder (für p=2, 3, A, in inf.) 
igen fich wirklich, fo weit man auch die Rechnung fortfeßt, 
Ne einzeln der Null gleich, fo daß fich die letztere Gleichunge 
iirklich als eine richtige (identifche) ausweiſt. 

Wir wollen z. B. p=4A nehmen. Der Koeffizient von 
* in der legten Gleichung zur Linken, if nun 

_\ (1JHHr+ 
SI I —— 
E bIcldlel fl... 28.3.4561. | 


aHBb-FBC-HAbhöe Höfe . 4 
die deutfchen Buchftaben koͤnnen, der unten ftehenden Gleichung 
u Folge, Feine anderen Werthe haben, als die nachflehenven, 
Amlich 


Lo 198 
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fo daß, wenn man diefe Werthe nach umd nach fubfiituirt, ber 
eben erwähnte Koeffisient aus folgenden 5 Gliedern beftcht, 
nämlich 


1,1 1 1 1 
 itrstrzar32tT1234 
=—!+4+1—-14.,, und diefe Summe ift offenbar = 0, 
wie wir behauptet haben. 
Setzte man »=1, fo hätten 

bie Buchflaben a, b, c, d, e, f, 

bloß die Werthe 1, 0, 0,0, 0,0, -- 

und ber gedachte Koeffizient von z' oder z, beftünde nur aus 
einem einzigen Gliede und folches ift 
_ (a. EEE y 

110!0! . 20.30.40 77 
behauptet haben. 
Da nun in der gefundenen Gleichung 
log (1-+z) = z—32”+32°—12°-- in inf., 

die unendliche Reihe vechtd die durch das Rogarithmen- Zeichen 
links vorgeftellte Eigenfchaft hat, während z ganz allgemein (als 
ein bloßer Träger der Operationd- Zeichen) gedacht wird, fo 
folgt von felbft, daß wenn für irgend einen reellen oder imagi- 
nären Ziffernwerth von z, (der, wenn reell, <1 fein muß, und 
in welchem, wenn er imaginär und von der Form p+q-i d. h. 
r-(Cosg-+i-Sinp) ift, der Modul r, (nah $. 171.) <I fein 
muß) die Reihe zur Rechten einen Werth bat Cd. b. konvergent 
iR), — dann diefer Werth der Reihe auch einer der Werthe 
des Zog(i-+z) oder ded Zogl(i+p)+g-i] fein mäfle; — 
daß aber fo oft die gedachte unenbliche Reihe divergent ift, d. h. 
gar feinen Werth hat, fie auch nicht geeignet ift, ben Werth 
von Zog(i+z) oder log[(1i--p)+g-i] zu geben, wenn auch 
die Gleichung im Allgemeinen ſtets der Definition der Gleis 
hung vollfommen entfpricht, d. h. ſtets eine richtige Gleichung 
bleibt. | 


— 1, wie wir ebenfalls 


— 
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Schreibt man e 
1. dog(i-+z) = ogi+zr-42°-42’—1z2°+ in inf., 
fo ‚hat man der logarithmiſchen Reihe ein allererfted Glied ge 
geben; die Reihe hat jegt noch die duch Zog(i-+z) ausge: 
. drüdte Eigenfhaftz fie giebt aber jetzt, fo oft fie Fonvergent if, 
alle Werthe des Zog(i-z); fie if eine vollfommen richtige 
Gleichung, d. b. eine foldhe, wo beide Ausprüde links und 
rechts des (=) Zeichens unbedingt für einander gefegt werben 
fönnen, wie bied nach unferer Definition der (allgemeinen) Glei⸗ 
hung ftetö verlangt werben muß. 

Dabei Tann man no 2nr-i oder Zuri ftatt Zogi 
fchreiben, wenn man unter n ober u jede pofttive und jede ne 
gative ganze Zahl verfteht und auch die Rull. 

Seht man aber in II. —z flatt z, und fubtrahirt man 
das Refultat von der I., fo erhält man (weil 


log1-Iog1 = log = Ig1, 


und log (1-Hz)—log (1—z) = log * iſt). 





—z 
1. log 1 t= = log 14+2(@-H2°-Hi125 11274 in inf.) 


| 2 E nl 
oder dog — T- = log1+28 51 
1+z xy __Y 
Sept man I, =, Alle zent, fo finde 
fich hieraus noch, wenn auf beiden Seiten Zogx addirt wird 
(weil Zogx-tlogi1 (x»ly logx iſt). 


IV. dog(x+y) = log x+28|5.4- 5} 


oder bg(xry) = Lex-Hla.r. Hl) + — E nt. 
| | 19* 
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welche Gleichung allgemein wahr ift, wenn man mur ıumter 
log(x+y) und Zogx alle ihre Werthe vorgeftellt fich denkt. 





he $. 183. = | 
Denkt man fih hier Cin IV.), x und y poſitiv und 
* 5*8* damit die Reihe zur Rechten konvergirt, ſo nimmt 


die —2 IV. diefe ſpecielle Form an, nämlich - 


v. Laxty)= Lxh2| 2], —A — en} Hin inf. 
Die Gleihung IN. giebt für Neper’fche Logarithmen 


vi. DIE XuHjarhizr Hart ne) 


d. h. -25[,4 zei. - 


Die Gleichung II. giebt, wenn man fih 1-2 pofitiv und 
z an fih <1 denkt, fo daß die Reihe zur Rechten eine Fonvers 
gente ift, für Neper’fche Logarithmen, j 
VII. L(I2) = 2-32°’2°—12'H12°— in inf. 


= s|-1r- 2 il. 


In diefer Gleichung bat man noch 1-2 = ya gefebt, 


wo a poſitiv und unter ya die im I. Th. d. W. defjnirte, 
ftetd eindeutige und pofttine „abfolute Wurzel” verftanden wird, 


und (weil Lya = 11a ift) erhalten 











vi, La= ms|(-13%. - a ] 
— m-[(ya-1)-4(ya-1)?+Kya-1)°— ininf.].*) 


*) Der Gleichung V. konnte man fich bedienen, um bie Neper’fchen 
Togarithmen näherungsweife zu berechnen. Sept man nämlich x=y=1, 
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Man fchlug num vor, von jeder pofltiven Zahl, deren Neper⸗ 
fchen Logarithmen man finden will, erft Hinter einander bie Qua⸗ 


4 8 
dratwurzel auszuziehen, fo daß man nach und nach die ya, ya, 
: 16 


Va, va, u. f. w. erhält, während dieſe Wurzeln nach und 
nach von der Einheit immer weniger verſchieden werden. Hat 


man nun den WurzelbEzponenten m groß genug, fo daß ya 
ein fehr Heiner Bruch ift, fo reichen fehr wenige erfte lieber 
der Reihe zur Rechten aus (oftmald nur ein einziges) um «einen 
verlangten Räherungdwert) von Za zu liefern. 


fo erhält man L2 (weil L1i=0 iß); weil aber die Reihe dann fehr 
langſam konvergirt, fo ſetzt man lieber in VI. an =2, was z=% er 
giebt; ober endlich man wendet die VIIL an um gerade L2 möglichſt genau 
zu befommen. Sept man dann in V. x=2 und y=1, fo erhält man 
L3 (in L2 ausgebrüdt) auch näherungsweife.. Und weil LA=2.L2 if, 
fo würde man nun (in V.) x=4 und y=1 ſetzen um L5 zu haben. 
Weildann L6=L3+L2 if, fo würde man x=6 und y=i fehen 
um L7 zu belommen; bann findet ſih LE=3-L2 und LI=2.L3, 
fo wie L10=L5+L2; hierauf würde man x=10 und y=1 fegen 
und erbielte (aus V.) ben Werth von Lil; u. f. m. f. — Mit einem 
Wortes Jede abfolute Primzahl ift um 1 größer ald bie nächſtvorhergehende 
Zahl, welche immer ein Probuft Fleinerer Zahlen iſt; ſetzt man alfo dieſe 
letztere flatt x, und y=1, fo erhält man den Neper’fchen Logarithnien 
ber Primzahl 541 in den Lx ausgedrückt, während, weil x=a-b if, 
Lx=La+Lb aus ben fhon gefundenen Logarühmen der Fleineven 
Zahlen a und b burd bloße Addition gebildet wird. Und je größer x ge- 
nommen wird, wenn y=1, befto ſchneller Eonvergirt die Reihe zur Rechten 
in V., d. 5. defto weniger Glieder braucht man, um eine beftimmte Annähe- 
zung' zu baben. Im Sten Theile diefes Werkes und zwar in der „Lehre der 
endlichen Differenzen” find jedoch die Mittel angedeutet, welche ſchueller zur 
Conſtruktion einer Logarühmen-Zafel führen. 

Un wel L * =La-Lb if, fo hat man ben Reper?fchen Lo⸗ 
garühmen jener gebro denen Zahl, fobalb bie ber ganzen Zahlen gefun- 
ben find. 


4 


204 Bon ben natürlichen Logarithmen. Kap. VELS.1SA 
In diefem Sinne kann man auch fagen: es fei (indem man 
nur das erfte Glied der Reihe in VIIL nimmt) - 
IX. La= m-(ya-1) fr m=o, 
dv. b. je größer man m nimmt, deflo mehr nähert fich ver Werth 


von m-(ya—1) dem Werthe des Neper’fchen Logarithmen 
La, und der Unterfchien zwifchen beiden Werthen kann fo Fein 
werden, ald man nur immer will, alfo auch unendlich Hein, 
wenn man mur m ımenblich groß fich denft. 


8. 184. 
Denkt man fih x, y und z pofltiv und x fehr groß gegen 
y 2 
y und auch gegen z, fo daß *5 und X ſehr kleine 


Brüche find, z. B. <n fo find die Zen und He und 


y 
noch höheren PBotenzen von ty und — * ungemein viel 
1 


1000 000.000.000 , nd haben alſo 
auf fpätere Decimalftellen, im Beifpiel auf die 12 Decimalftelle, 
feinen Einfluß mehr. WIN man daher nur eine Annäherung, 
die bis zur 3. DB. 12!" Decimalftelle .genau ift, fo darf man in 
der Reihe V. zur Reiten die 3" und höhern Potenzen außer 
Acht lafien, und man hat näherungsweife 


Heiner, im Beifpil < 


L(x+y)—Lx= ar 
und 


22 
L(x+z2)—- Lx = tz’ 





folglich, wenn man dividirt, 


L(x+y)-Lx _ y 2x+2 
Lixtz)_Lz z %ıty 
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2x+z -y . Ä 
TE 
a u" Sr 


folglich, bei unferer Annahme, um weniger als oo von 1 
verfchieden. Schreibt man daher die letztere Gleichung fo: 
X. L&4y)-Lx_y 


La+t:)-Lı 2 
fo ift fie fehr gemähert wahr. Sie lehrt uns aber: 


„Denn x fehr groß ift und xy und nahe an x 
„liegende Zahlen ſind, ſo verhalten ſich die Differenzen zwiſchen 
„ihren (Neper' ſchen) Logarithmen und dem Lx, wie die Dif- 
„Ferenzen zwifchen ihren Logaritimanden und dem Logarithman⸗ 
„den x (jehr genähert). 

Hat man .alfo z. B. 2983750 und ZIEI760 bereits 
gefunden und wänfcht man den Neper'ſchen Logarithmen ber 
zwifchen liegenden Zahl 983756, fo ſetzt man die erftere Zahl 
ftatt x, die andere ftatt x+z, fo daß z= 10 wird, die britte 
aber Ratt xty, ſo daß y=6 wir, und die Gleichung X. 
giebt und nun 


Nun iſt aber 


L983756— L 983750 = N . (L983760— 983750). 


Da nun, der Borausfegung zu Folge, die lebtere (eingeflam- 
merte) Differenz augenblidlih gefunden und ein fehr Kleiner 
Bruch if, fo ift bis auf eine Genauigfeit von mindeftend 9 De- 
eimalftellen auch die Differenz zur Linken gefunden, die zu bem 
befannt vorausgefeuten L983750 addirt werden muß, um den 
gefjuchten LYS3756 zu haben. 


Sind daher die Neper’fchen Logarithmen aller Haifftigen 
Zahlen, alfo auch der Zahlen 98375 und 98376 gefunden und 
iR eine Tabelle gebracht, fo darf man nur Z10 hinzu addiren, 
um LI83750 und ZI83760 zu haben, und das eben. befchrie- 
bene Berfahren giebt dann leicht und fehr genähert die Neper- 
ſchen Logarithmen aller zwifchen 983750 und 983760 liegenden 


w 
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Gaiffrigen Zahlen, jo dag man durch dieſes Hilfsmittel eine Tas 
belle, welche die Logarithmen aller Zahlen von 1 bis 100000 
enthält, in jedem einzelnen Rechnungsfall als eine ſolche bemühen 
fann, welche Die Logarithmen von 10 mal mehr Zahlen, näm- 
lich bis zu 1000000 Hin enthält. Ja man kann diefe Erweite- 
rung der Tafel noch einmal auf dad 10fache des neuen Um; 
fanges verfuchen, muß aber dann mit Sorgfalt erſt nachfehen, 
ob die verlangte Annäherung noch erreicht wir. 


2 


Vierte Abtheilung. 
Bon denjenigen Iogarithmifchen Funktionen, welde Argu- 
mente und Arcus genannt werben”). 
8. 185. | 
Sind gegeben die Gleichungen 
1 





1) z= Sinx d.h. z= 5; .(eri—e&), 
oder 
2) z= Cox d. h. z=i.(eritemt), 
oder 
Si e*- _—e—X 
3) = = d. h. 2*877 ei let’ 
oder endlich 
Cosx . erite- 


4) 2 = Cblgx= v.h z=i- 


fo iſt jedesmal z eine Funktion von x, aber eben deshalb auch 
x jedesmal eine Funktion von z. Man kann nun diefe vier 
Gleichungen nach x auflöfen und fomit diefe Funktionen vonez 


*) Diefe Abtheilung kann der Anfänger vom $. 187. ab bis zum 6. 196 
inel., bei dem erfien Studiren, Überfchlagen. 


1 
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herſtellen. Die Gleichungen ſelbſt finb zwar alle vier, in Bezug 
auf den Unbekannten x, foldhe, die wir (im 1. Th. d. W.) 
tranfcendente genannt haben; fie gehen aber ſogleich in alge⸗ 
braiſche uͤber, ſobald man 
eu, alſo em 1 
u 
fett und dann zunaͤchſt u als den Unbelannten anſteht. Die 
Gleichungen werden dann, alle vier, nach u quabratifche; eine 
jede derſelben Liefert für u zwei Werihe und aus e!= u, 
folgt dam | 


x .ugu, 


fo daß x jedesmal noch, für jeden der beiden Werthe von u, 
unendlich viele Werthe Hat, die alle der, im der entfprechenden 
der Bleihungen 1.—A. audgefprochenen Eigenfchaft genügen, 
ohne einander gleich zu fein, ja ohne daß nur zwei dieſer Werthe 
einander gleich werden. Sie find jedesmal alle von einander 
verſchieden. 

Die Auflöfung dieſer Gleichungen giebt nun: 


. As z=Snx wid x= . us VIEH). 


1. Aus z=Cox folgt x= ı .log (+-i-V1—z?) 


* 4 log (2+V2?—1). 


_ ’ 41 1-+2z°i 
II. Aus z= 7gx ergiebt fih x = lg 


| oo 
IV. Aus z=Cotgx wird =. ) 


*) Gewöhnlich ſtellt man biefe Refultate, wie folgt, ber: 


Es if 1) et! = Cosxti-Sinzx 


und ei - Oosx-i.Sinx. 


- 
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Diefe vier unendlich vieldeutigen logarithmiſchen Funktionen 
von z (incl. der Faktoren 4* oder fuͤr welche man noch 


bezüglich —i und —i ſchreiben könnie) zur Rechten ver Gleich⸗ 
heitszeichen in I—IV., bezeichnen wir von nun an bezüglich 
durch die Zeichen 
Er 4, 1, und I 2 

Sn ' Ca ' Te: Cotg 
und wir nennen dieſe Zeichen: bie zu z, als Sinus, Koſinus, 
Tangente oder Kotangente gedacht, gehörigen Argumente und 
wir fprechen fie bezüglich aus 

Argum. Sinus, Argum. Cosinus, Argum. Tangens, 
Argum. Cotangens, 


Dividirt man diefe beiden Gleichungen durch einander, fo. ergiebt fich 
el _ Cosx+i-Sinx . 
— Cosx-i-Sinx ’ 


oder, je nachdem man Zähler und Nenner biefes Quotienten durch Cosx, 
ober durch Sinx dividirt, 





2x1 _ 1ti-Tgx . 3.1 _ Cotgxti 
2) ec" = 1-1-7g9x ’ ) e "= Cotgx-i ' 


Die Gleichungen 1.—3. geben nun bezüglich 


4) x = + log (Cosx+i-Sinx); 





' 1 144-Tgx , 

P 
_ 4, _Cotgxti_ 

6) lg Tags Cotgx-i ' 


Iſt nun Sinx=z gegeben, fo it Cosx= yVi-z? und bie hiefige A.) 
giebt dann bie obige J. — If aber Cosx=z gegeben, fo if 
Sinx= y1-z? und biefelbe 4) giebt dann die obige IL — If ferner 
 Tgx=z gegeben, fo if die hiefige 5.) non ber obigen III. nicht verſchieden. 
— Und if endlih Cotgx=z gegeben, fo fällt bie hieſige 6.) mit ber 
bigen IV. zuſammen. 


Sn 
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indem wir ben gegebenen Sinus oder Kofinus, oder bie gege- 
bene Tangente oder Eotangente unmittelbar mit ausfprechen. 
Die Bedeutung der bier eben eingeführten Zeichen 
BERGE 
Sin' Cos 75 un Cotg 
ift alfo ausgefprochen in den Gleichungen 
Y 1 “ — ‘ 
V. Sin (5,2) = 2; VI. Cos (4 2) =2z; 
1 
vn. 757; 2)=z un VI. Cote (du: 2) =:; 
eben fo wie in den Gleichungen 


1 1 
IX. 57 ——— 


| X. = = 2 gl. VIR); | 











Cos 
xl. 7 u - ‚log —— 
XII. Tag = = & ig tt}. 
8. 186. 


Sett man in IX., Xl. und XI. zur Rechten, —z ftatt z, 
fo werben die Logaritimanden, wenn fle vorher = N waren, 


jetzt = m und da Iog 2 = —IogN ift, fo ergeben fi 
fogleich folgende drei Refultate, nämlich 
1 1 
) u C69=--5% 


1 1 
y» me 





1 — % 
und 3) Gig ae 7777 De ). 
*) Diefe Refultate ergeben ſich auch aus ben Gleichungen 
Sin(-x)=-Sinxz, Tg(-x)=-Tgx und Cotg(-x)= —Colgx. 
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Sept man aber in der X. zur Rechten, —z flatt 2, fo 
erhält man einen Logarithmanden —z+i-VI-z?, welder mit 
dem Logarithmanden in X., nämlich mit z-+i-VI-z? multi» 
plicirt, —1 giebt. Man hat alfo 


log (-2+i-Vi 2?) = log (-1)-Jog (2-Hi-Vi—2°) 
wo man (nad) 8.179.) ftatt Zog(-1) eden fo wohl alle 


feine Werthe (2n-H1)r-i, als auch nur einen einzigen (4. B 
ri) derfelben, feten kann. Man erhält alfo 





1 1 
4) A) = Qn+1)n— 7,2 
1_ % j 
oder = 5 2 





wenn nur unter n, ſowohl Null als auch jede poſitive und nes 
gative ganze Zahl verftanden wird; und man ift überzeugt, 
baß dieſe Gleichung A.) in der einen, wie in ber andern Form, 
eine vollfommene (richtige) Gleichung ift, welche vechtd nicht 
mehr und nicht weniger Werthbe bat und genau biefelben, 
wie links. 
Endlich ift noch 
1 


1 | 
I ann 


Sept man nämlich Sinx=z, fo wird Sin(-x)=—z, alſo 

1 
== En e(-z), währnt x= Si: if. — Gerade fo verfährt man mit 
“ben beiden andern Gleichungen. 


*) Dies Refultat fann man auch aus Cos(n—x) = —Cosx folgern, 
indem man Cosx=z febt, dann Cos(n-x)=—z, alſo n-x = — 


bat, während flati x ſelbſt 5 2 geſetzt werben kann. — Man müßte aber 


nun erft unterfuchen, ob die Gleichung links und rechts gleich viele und genau 
dieſelben Wertbe bat. 


Kap. VII. S. 187. welche Argumenten. Arcusgen. werd. 301 


wie ſowohl daraus heruorgeht, daß, wenn Cosx = z iſt, dann 
auh Cos(-x)=z fein muß, — ald auch daraus, daß 


I. 1 i. 1 1 
N 
(nad $. 179.) = I. 10g (0-1. Vi?) 
! 
gefunden wird, — weil 
1 va 
2-+i.VI—z? = aim 


it; — während wegen der Zweiförmigfeit der VI—z? 
z—i.Vi—2? derſelbe doppelförmige Ausdruck ift, als 
z-+iVi—z?, fo daß ſich wiederum 

1 . . 1 “ ! 

log (z-i- 1—z? = 
findet. 


$. 187. 


Die nächften Aufgaben, welche man fich zu ſtellen hat, ſind 
nun: „die vo vielen we der Funktionen 


= (et d, 5 as DE lan DEZ 7 Pre). 


" —— “d.h. auf die om a+ß-i zu bringen." 
Man muß zu dem Ende in IX.—XIL. des $. 185. zur Rech⸗ 
ten, p-+q-i flatt 2 feßen, die dadurch entſtehenden Logarith- 
manden ebenfalld auf die Form P-0.i bringen, dann aber 
die Kormel des 8. 175. anwenden, welche Zog(P-+Q-i) in der 
„ausgerechneten” Form liefert. — Berſuchen wir dies zunaͤchſt 


mit zwei derſelben, naͤmlich mi — i). 
A. Sept man: in der al. des s. 185. 47 ſtatt 2, 
ſo erhaͤlt man 


1+zi _1-qrpi _ 1-g’— op? PD’) 2 BEN 
1-zi I4g-pi Ad+p’+p? "iHg’+p 
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Um nun den Logarithmen dieſes Ausdrucks „auszurechnen“ (nach 

8. 175.), berechnet man ſich zuerſt 

1-72 VASE Hp _ HET 
[d+g’-+p’J? (d+gQ’+p? 

dann aber ꝙ aus den Gleichungen 


2) Cop = = tg’ 
HWa-p-p)’Hp” 

und 
3) Sing = — — 
—— ' 


nimmt 9 zwiſchen — und +r, fo daß p mit p zugleich 
pofitiv, oder mit p zugleich negativ ift und dabei (abgefehen 


vom Vorzeichen) im —* 


— Quadranten liegt, je nachdem 


129-⸗ pꝛ nat ift; und hat nun (für z=p4q:i) 


| log = = Lr-H2un+g).i 
und dann (aus $. 185. X1.) 





l. gibr=naHg-i-r, 
wenn nur n fowohl O ald auch jede pofltive und negative ganze 
Zahl vorftelt, während ꝙ und r aus den Gleichungen 1.—3. 
bergeholt werben müflen. — Dadurch ift aber gelöft, was im 
8. 1670, nur befprochen werden konnte. 

Denken wir und den befondern Ball, wo q=0 und p 
pofitio (beliebig groß oder beliebig Klein) ift, fo wird r=1, 
alſo Zr=0 und 


4) Co9= 





1-Fp?' 
und man findet, wenn p pofitiv if, 


5) Sp = 


1 
1.1. 75? = nn-449;5 
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und alle dieſe Werthe find reell, während p, da Sing pofltiv 
ift, felbft poſttiv if und im erften oder zweiten Quadranten 
liegt, je nachdem 1—p? poſitiv oder negativ, d.h. p<I1 ober 
p>1 iſt; fo dag 49 jebenfalld im erſten Quadranten liegen 
muß. — Für n=0 zeigt fih aber (aus 1.1.).49 als ein 
1 

Werth von 7% ſo daß Tgapy=p If”). 

Däcdhte man ſich den anbern beſondern Hal, wo p ·i 
eine negative Zahl wird, wo alſo q=0 und p negativ iſt, 


fo würde man ein analoged Refultat erhalten. Man fommt 
aber aus I. Pu unmittelbar dazu, wenn man bedenkt, Daß (nach 


8. 186.) * .p) = pP iſtz denn daraus folgt ſogleich, 


indem wir p pofitiv, alfo —p negativ vorausfeken. 

1.2. * (pP) = np) = un 49, 
in fo ferne man na ftatt —nrz ſchreiben kann, weil n doch 
‚eben fo gut alle negativen, wie alle pofitiven ganzen Zahlen 
vorſtellt; ; nur muß 9 aus ben Gleichungen A.) und 5.) beftimmt 
werben, oder aus der Gleichung 


Tg3P =Pı 


wo p pofitiv ift, fo daß 49 im erften Quadranten genommen 
werden muß. 


B. Gehen wir nun zur „Ausrechnung“ von ern «(p+qg:i) 
über. — Sept man deshalb in XII. des 8. 185. zur Rechten, 
p+q-i flatt z, fo bat man 


”) Dies findet man auch aus Sinip= V — 


1+Cos Sin! 1—-Cos 
Cop = V * =, alſo — u —* 


und 








2 
* 2 =yp’=4#p, während, da Fo im erfien Quadranten legt, nur 
+p (nit aber —p) genommen werben barf. 


Pu 
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zHi _ p+Harl»i _ Pa’ — _ 
2-31 pHa-Ti pPrHg-1)° FH 


Daher findet fih (nAdh 8. 175.) 
log + = Lr-H2artg)i 


. 
«dr 
®. 





wenn 
6) 1 Hete-IH 
p - 1) 
genommen und 9 berechnet wird aus 
| __P+P-1 | 
Hp’ F 1 -Hp? 
und. .. 
3) Siap _2p 


+ (p®+a?—-1)’-HAp? 
währenn P wieder mit p zugleich pofitiv ober mit p zugleich 


negativ ift, und Cabgefehen vom Vorzeichen) im —* Qua⸗ 


poſi 


al. if; und bie 


⸗ dranten liegt, je nachdem p’+q?—1 | 
XII. des $. 185. giebt nun 
1 . 
1. Got Pre) = n7449—3i- Lr 
dazu. 
Sept man in diefem allgemeinen Refultate wieberum q — 0 


und denft man fich gleichzeitig p poſitiv, fo wird abermals 
r=1, Lr=0 wd 9 beftimmt durch die Gleichungen 


9) Copy= 





und 10) Snp= 





2p 
5 p?’+1’ 
und die Gleichung I. giebt nm, wenn p pofitiv ift, 
1 
1.1. Coig ! = nz-+49, 


während 39 im erflen Duabranten genommen werben muß, 
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auch der kleinſte pofitive Werth von — it (für n=0 
genommen) *). 





1 1 
Wegen c7 (-p)=— Öotg -p (8. 186.) folgt hieraus 
wiederum 
1 . 
11.2. Coig CP =nı7—-19, 


wenn ꝙ aus den Gleichungen 9.) und 10.) berechnet wird, oder 
aus der Gleichung CorgIp=p, während p pofttiv, alfo 
—p negativ gedacht ift, fo daß 39 im erſten Quabranten 
genommen werben muß. ‘ 


8. 188. 


WIN man auf diefelbe Weife (+4) oder 

1 
Cos 
weil in den Formeln IX. und X. des 8.185., VI-—z? vor 
tommt, welche, für z=p-+g:i, in ° 
Vi—(p-+g:i)? = V(1—p?+qQ?)—2pg-i übergeht, fo daß alfo 
diefe Quadratwurzel ſelbſt erft „ausgerechnet” (d. h. auf bie 
Form a+tPß-i gebradht) werden muß. Eebt man aber 

1) Va-p?+a9)—2pg-i = Farf:i), 
fo bat man zur Beflimmung von « und A Die Gleichungen 

2) @-P=-1-p-tQ und 3) = —pg; 
und aus diefen findet fich | 
VRR FARBE = 02+8° = -HVA-PFgNETÄRTgE = R, 


(p+g-i) „audrechnen”, fo hat man etwas mehr Mühe, 





*) Dies wird wieder beflätigt aus ber Gleichung 
_-1/ 14009 _ı/2P" _ ,2_. 
Cotg 3p = V —— -y% =yp?=#p, 
während +p genommen werben muß, weil I im erfien Onabranten Hegt. 
II. 20 
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wenn man der Abkürzung wegen, dieſe letztere Wurzel pofitiv, 
wie fie gedacht it, =R fett, fo Daß 
4) R? = (1-p?-+q?)’+4p?q? 
oder 9) R?=(-14p’+qa’)’+4q? 
oder auh 6) R? = (14-p?-+q?)”—Ap? 
it, in fo ferne die drei legtern Ausdrüde zur Rechten, alle ein- 
ander gleich find. Daraus folgt dann 
» a = HRIpFaIFR 
und 
2% 2° B= EVER, 
wo, wegen —-pq, nachdem « abſichtlich bloß pofitiv.ges 
nommen iſt, 4 mit —pq einerlei Vorzeichen bekommen muß *). 


A. Es wird nun, für z=p4+g@i, der Logarithmand 
in IX. des 8. 185. zur Rechten, nämlich 


9, Vi-z’+zi, = (ta-gHFP+p)i, 
wo tag ftetd ypofitiv, —a—q ftetd negativ fein wird **), 
G md wo +$+p und —A-4p bald poſitiv bald negativ fein 


*) Man kann natürlich die Y(l—p?+g?)—2pgq-i auch nad) 6. 171. aus- 
rechnen; alfo dadurch, daß man R= +y(1—p?+g?)?+4p?q? und 


_.n? 3 
Cosy = 1 | ‚fwie Sny= —mM I und y zwiichen — und + 


nimmt, mit —pq zugleich pofitiv ober negati und im erften oder zweiten Qua⸗ 
branten, je nachdem 1-p?+q? pofitiv oder negativ ift, und zuletzt bie ge- 
dachte Quadratwurzel. = YR-(Cos(nn+zy)+i-Sin(an+$y)), wobei man 
bier bloß n=0 nehmen und =YR ftatt YR feben fann, fo daß man bie 
Quadratwurzel = tYR-(Costy+iSinty) bat. 

®*) Es findet fih nämlih 2a? —-2q? = 1—-p?—-q?+R, während R_ pofl- 
tiv und (aus 5.) größer ift als #(4—-p?—-q?), d. b. größer ift, als der 
abfolute Werth von 1-p?—-q?, es mag lebtered pofitiv ober negatio fein; 
folglich it 20?--2q?, alfo auch a?—q? poſitiv, alfo auch « größer als 
der abfolute Werth von q; und deshalb ik a-—qg pofitiv, dagegen —a-q 
negativ. Ä 





— 
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fönnen, aber beine mit p zugleich pofltiv oder mit p zugleich 
negativfein müflen *). 

Nachdem nun der Logarithmand „ausgerechnet” ift, fo be- 
rechnet fi) (nach 8. 175.) fogleich der Logarithme felbf. Man 
muß zu dem Ende r und 9 berechnen aus den Gleichungen 


10) r=+/la-q)?-HP-+p)? 


11) Cop =-—I und 12) sinp-EHR, 


aber eben fo muß man auch r’ und 9 berechnen aus den Glei⸗ 
chungen 


13) 177 = 4V/(-a<g)?-H-8+p)? 
14) Cosgp! = ——- und 15) Sing = ER, 


wobei p (abgejehen vom Vorzeichen) im erften Quabranten liegt, 
weil a—q pofitiv ift, dagegen 9’ (ebenfalls abfolut genom- 
men) im zweiten Quabranten liegt, weil —a-q negativ if, 
während p und 9 beide, zugleich mit p pofttio, oder beide mit 
p zugleich negativ find. Dann hat man (nad 8. 175.), für* 
z=pH4q:i, 
— Lr-(2nr-tp)ei. 
16) Zag (VI-2?-+z-i) = —— , 
wo n ſowohl 0 als auch jede poſitive und negative ganze Zahl 
vorftelt, fo daß dieſer Logarithme zwei Reihen unendlich vieler 
Werthe hat. 

Es ift aber auch noch 


IM) rr=1*%#), alſo Zr=-—Lr, 


*) Es it 2p?-28? = 14p’+gqQ?—R, während (aus 6.) R<i+p?+gq? 
if. Alſo iſt 2p?—24% pofitio, folglich ift p?>8? und beshalb aud ber 
abfolnte Werth von p, größer als ber abfolute Werth von 8 (es ift nämlich 
ꝓ mit —pq zugleich pofitio oder negativ); und deshalb haben p+£ und p—P 
ſteis das Vorzeichen von p. 

”*) Multiplicirt man nämlid (+a—-g)?+(+P+p)? 
mit .Ca-’H-P), - 
| 20* 
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und deshalb findet fich auch noch 
Cos(P+9') = Cos p-Cos p'—Sin 9 · Sin ꝙ 
| = (Q?—a°)-(p2-#?) = q’—p?—(a?—$”) 
d. h. (a(5 9) -1, 
on pofitiv ) _ 
alſo 18) g4Y'= Fr, je nachdem p ont ft. 
. Dadurch geht Znntp' in (2n+I)n-gp über (in 16.) und 
die IX. des $. 185. giebt nun 
Znz+p—-i-Lr 
in. sw PD) —— 


wofür man ſchreiben koͤnnte nr &(p—i-Zr), wenn man mit 
Worten hinzufügen wollte, daß n poſitiv und negativ und ge- 
trade (oder Null) genommen werden muß, fobald das — (de 
+ Zeichend) gewählt wird, daß aber auch dad — Zeichen ges 
nommen werden muß und dann flatt n nur alle ungeraden 
pofitiven oder negativen Zahlen geſetzt werben dürfen. 


B. Geht man nun zu der andern Aufgabe über, nämlich 
ta)‘ zu finden, fo muß man in der X. des $. 185. 
p+qi fatt z ſetzen. Dadurch erhält man den Logarithmanden 

19) 2Hi.Vi—2?, = (prß)+gto)ii. 


Wird nun (nach $. 175.) der Logarithme ausgerechnet, ſo 
muß man nehmen 





fo erhaͤlt man zunädft 
(9?-@)>+p?-8°)’+2(pa-+qß)° 
fobald man bebenft, daß ap+pg=0 if. Subtrahirt man nun hiervon 
20?8?—2p?q?, welches wiederum =0 ift, fo wird das gedachte Produkt 
= (PP) HP’+g?)’-2g’a?—2p?p?+2(prat+g"st+2pgep). 
Und fept man nun bier herein flat a?—B? ben Werth i—p?+g?, fo 
wie fatt nA ben Wertih —pq, fo findet fich daſſelbe Produkt = 1. 
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20) = -+HV(p-B)?-+(g+e)? 
21) Cop = und 22) Sinp= ıte, 


feme 2) = -/pFN-Fg-0o): 
2) np und 25) Sn, 


wo p und 9 zugleich im —* Quadranten liegen, je nach⸗ 
poſiti 
Mena 
genommen werden muß, weil q+ta poſitiv, q—a dagegen 
entfchieden negativ ift. 


Nun findet man (aus $. 15) 
— Lr A2nn ei 
log (z+i-Vi-z?) = | —— 
Weil aber wiederum 
26) rr=1*, alſo Lr=-—Lr 
iſt, und weil eben deshalb 
Cos(P-+-P') = Cos p- Cosp'— Sin ꝙ · Sinp' 
| = (p?—P?)—(q’—a?) = 1 
wird, fo wird 
7) 9+p9=0 va 9 * —-. 
Die X. des $. 185. giebt daher jetzt 


1 2n+Qp—ie I. 
IN. 6, (Pre ln ' 


fo daß rechts wiederum zwei Reihen unendlich vieler Werthe des 
+) und zwar alle Werthe zu finden find. 


zweiten 


| ift, während 9 poſitiv, 9 dagegen negativ 


*) Multiplicist man nämlih (p—-B)?+lqta)? mit (p+B)?+lq-a)?, 
fo erhält man zunächſt (p?—B?)?+(lq?-a?)?+2(ep+pg)?, wenn man be- 
rüdfichtigt, daß as+pg =Q if. Das Weitere folgt dann, wie in der vor⸗ 
hergehenden Note, um zu zeigen, baß baffelbe Produkt = 1 ifl. 
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Durch dieſe Löfungen IT. und IV, ift aber geleiftet, was 
im $. 164. nur befprochen und verfprochen werden Fonnte. 


$. 189. 
Gehen wir num an die befonderen Faͤlle der beiden letztern 
Aufgaben. Denft man fih q= 0 und p pofitiv, und will man 


zuerft (aus II.) 5 .p berechnen, fo findet ſich (aus 8. 188. 


ART. 7..8.) zunächft 
@ = + -+41-p?) 44V 1-p°)? 


®=+Y-34-p?)+4V(1-p”)?, 
wo bie innere Quadratwurzel Y(i—p?)? ihren pofitiven Werth 
vorftellen muß (wenn fie nidt = 0 iſt), fo daß fie 
=p’—1 if, wenn p>1 
aber = 1—p?, wen p nit >1 ift. 


und 


Nehmen wir zuerft p>1 an; Kann wid «=0, = Vp?’—1 
(zweideutig, weil jet ad—=—pg in O=0 übergeht), daher 
ift (au 10.—12.) 

r=p+Vp’-1, Co9g=0 und Snp=1; 
folglih mim. 
Aus III. geht alfo hervor, wenn p pofitiv und >1 ift, 


III. 1. =. p = (2n+H) ati Z(p+Vp?—1), 


in fo ferne 2an-Hiz und (2n+i)n—r ein und daſſelbe 
ift, und man auch noch ein und daſſelbe befommt, ob man bie 
Yp?—1 im Logaritbmanden (zur Rechten von II. 1.) poſttiv 
oder negativ nimmt, fobald man beide Vorzeichen + gelten läßt. 


Alle diefe Werthe von 5 .p, wenn p poſitiv und >1 


ift, find imagindr, 
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Nehmen wir nun pi, aber noch poſitiv, fo wird jetzt 

(aus 7. 8. des $. 188.) 

a= +Vi-p? und P=0, 
daher (aus 10.—12.) 

r=1, alſo Lr=(; 
und . 
Copy =+N-P und Snp=p; 
wo 9 im erften Quadranten liegt. Die Gleichung IM. giebt 
alfo jett, wenn p pofitiv und nit >1 iſt, 

1 2n+-Pp}.*) 
Sin? ante) 
wo @ im erften Quadranten liegt und ber EHeinfte pofitive 


Werth von En ft (fürn=0). 


III. 2. 





1 1 
Wegen em? (8. 186.) geht aus den 


Gleichungen IN. 1. und 11.2. fogleih noch hervor, wenn p 
positiv, alfo —p negativ vorauögefegt wird 


111. 3. re) = (2n—)ntiZ(p+Vp?-1) für p>i 
und . 


ma — -| —— für pSu, * 
.4. Fr Da (2n-+1)rr-+-9 u PI, ) 


wo —p der an ſich kleinſte negative Werth von 9) iſt. 


*) Daſſelbe Reſultat fo wie auch das in III. A. folgende, haben wir be- 
reits im $. 163. und genau eben fo gefunden, für benfelben Ball, wo 
p u) und nicht *1 if. 

xx) Es brüden +2n und —2n ein und daſſelbe aus; eben fo —(2n+1) 
und +(2n+4), weil n ſowohl O als auch jede pofitive und auch jede nega- 
tive ganze Zahl vorſtellt. 
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Die Gleichung IV. (des 8.188.) giebt fr q=0 und p 
pofitiv und >1, (weil aus 20.—22. 
r=p-4Vp?—1 (wo die Wurzel zweibentig), 
Csp=1 und Snp=(, 
alſo *0 hervorgeht), 


IV. 1. .. :p = 2nntieL (p-+Vp? —1), 


wo nur ein Werth der Duabratwurzel genommen zu werben 
braucht, weil der andere baffelbe liefert. 

Und für p pofitiv und nicht >1 giebt diefelbe Glei- 
hung IV., welnn ae=+Vi-p? md A=0 mir, fo 
daß (aus den Gleichungen 20.—22.) r=1, alſo Zr=0 und 

Csp=p, fo wie Sing = Vi—p? 
hervorgeht, — jet das nachftehende Refultat, nämlich: 
1 
IV.2. 5 2nıtQp, 


wo 9 im erften Quadranten genommen wird. Dabei weit fich 
auch (aus IV.2. felbft) ꝙ als der Heinfte pofitive Werth von 


2 .p (fürn=0) aus, d. h. als der kleinſte Werth von x, 
ter aus Cosx=p hervorgeht *). 
1 1 . 
Und weil — RP gefunden worben ift 

(8. 186. IV.), fo geht nun aus IV.1. und IV. 2. augenblidlich 
noch hervor, wenn p pofitiv, alfo —p negativ ift, 

IV. 3. -(—p) = (2n-1)r#i- Z(p-+Vp?—1) für p>1; 
und 

IV. A. - .(—p) = AnHinrp fr p<1, 





®) Auch dieſes Refultat fo wie noch das in IV. A. folgende, haben wir 
bereits genan eben fo im $. 163. gefunden. 
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während (für n=0) np ſich als der kleinſte poſitive Werth 
von a) ausweift, alfo 9 felbft ald der kleinſte poſi⸗ 


tive, im erften Quadranten liegende Werth von —* wie 


daſſelbe auch aus dem Gange der Unterſuchung bereits bekannt 
iſt, da ꝙ nur im erſten Quadranten genommen worden iſt. 


Anmerkung 1. Die in dieſen beiden letztern Paragra— 
phen geloͤſten Aufgaben konnte man auch alle dadurch loͤſen, 
dag man z. B. 


1) 


ſetzte, & und ß reell und unbeſtimmt dachte, dann aus der hin⸗ 
geſchriebenen Gleichung dieſe andere, nämlich 
2) p-q. i ⸗Sin (a-ß. i) 

ableitete, hierauf den Sin (a-6.i) „ausrechnete“ und den 
reellen Theil davon =p, den andern =q ſetzte, und da⸗ 
burch zwei Gleichungen erhielt, aus denen nun die beiden un- 
befannten, aber reell vorauögefegten Werthe von « und 4, ge 
funden werden müfjen. Die Gleichung 2.) giebt z. B. weiter 


p+q-i = Sin & Cos (B-i)+-Cos a-Sin (P-i) 
— 18ina-(e®--e-P)-+3i-Cos a-(e’—e-P). 
Aus der DVergleichung linfd und rechtd erhält man dann 
3) (ef+e-P)Snma=2p und 4) (e?-e-?)Cosa = 2q 
aus denen nun a@ und 4 gefunden werden müfien. Findet man 
‘aber aus diefen Gleichungen Sina und Cosa, quabrirt und 


addirt man dann die erhaltenen Anddrüde, fo dag fih « elimi- 
nirt, fo giebt dies 


5 Ap?® 40 1. 
ae ta = 


Aus dieſer Gleichung findet ſich nun 4 dadurch, daß man 
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oe =u ſetzt, dann die Gleichung nah u auflöft, zuletzt aber 
—=1logu bat. Die — in u wird: 


Apr 
9 PRuriz ae 


und da bier u nur in der Form utu-! oder ur vor 


=1, 


fommt, fo fee man 


1 
urn =y 


u 
und man In dann (au 6.) 


7) = 
aus weige Gleichung 

)  y?—4(p?--q®)y--(8p?-8q?’—4) = 0 
hervorgeht. Daraus erhält man für y vie beiden Werthe 

9) y=%Ap?-+q?)+2V(p®+q?)?-2p?+2qQ?-H1*), 
während dann, wegen + =y der W—-yutHl = 0, 


wiederum aus jedem Werth von y, zwei Werthe von u fid 
ergeben, nämlich 














*) Der Rabifand diefer Quadratwurzel kann auch fo gefchrieben werben, 
nämlich 


(-p?+gq?+1)?+4p?q? und auch noch fo: (p*-+q?+1)?-Ap?, 
enblich auch noch fo: (p?+g?—1)?+4q?. — Aus ber erfien und dritten biefer 
Formen erficeht man, daß die obige Duabratwurzel nie imaginär ift, und aus 
der mittlern Form ergiebt fich, daß dieſelbe Dunbratwurzel, pofitio genummen, 
nie >p?’+gq’+1 fein fann. Die urſprüngliche Form bes Radikanden in 9.) 
läßt endlich ſehen, baß einer der beiden Werihe von y negativ wird, fo oft 
1+2q?>2p? ft, daß aber beide Werthe von y poſitiv find, fo oft 
1+2g?<2p? ift. 

Zugleih wird man bemerken, daß biefer Radikand genau berfelbe ift, 
ben wir im 6. 188. durch R? bezeichnet haben. 


% 
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10) u=4ythiy’-i, 


wobet in die Augen fällt, daß wenn der eine dieſer beiben 
Werthe ftatt u genommen wird, der andere dann = _ fein 


müffe, envlih auch, daß beide Werthe von u negativ würden, 
wenn y negativ genommen werben bürfte. 

Zuletzt ergiebt fih aus e®=u, 

11) ß=14Lu 

weil 8 reell werben fol. Ind weil u poſitiv werden muß, in 
fo ferne fonft Zogu den reellen Werth Zu nicht hätte, fo wird 
man von den A Werthen von u noch die pofttiven herausfuchen 
müflen, und von leßteren noch unterfuchen, ob fie auch den Glei⸗ 
dungen 3.) und A.) und namentlich den darin noch ausgeſpro⸗ 
chenen Bedingungen genügen, daß fie nämlihd Sina und Cosa 
(weil & reell voraudgefegt ift) poſitiv oder negativ, aber an 
fih nicht größer ald 1 machen. 

Duadrirt man aber die Gleichungen 3.) und 4.) und feßt 


man flatt e®-e-2? zunächft +, dann y, fo- erhält 


man (y-+2)-(Sina)? = Ap? und (y—2)-(Cosa)? = Aq?, 
woraus | 


Aq? 
3 — 32 — . 
(Sin ce) nu und (Cose) v2 
d. h. 
12) (Sin a)? = — — — 
p?+g?-+13V(p®+q?+1)?—4p? 
und 
2q? 


13) (Cosa)? m m me , 

| p°+q?—1=+V(p?-+q?—1)?+4q? 
Aus der Iegtern Gleichung erfieht man aber, daß der negative 
Werth) der Ouadratwurzel (welche in allen dieſen verſchiedenen 
Formen, nach der Note, eine und diefelbe und im $. 188. durch 
R bezeichnete ift) nicht genommen werden darf, weil fonft 
(Cosa)? negativ, alfo Cosa und deshalb auch a imaginaͤr 
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werben würde, bag man alfo überall (auch in dem Ausprud 
für y) nur den einzigen pofttiven Werth der Quadratwurzel 
nehmen darf, daß alfo auch u nur zwei Werthe hat, die beide 
pofitiv find, und fo, daß wenn der eine u ift, dann der andere 


jedesmal 4 fein müffe. 


Laßt man nun in 12.) und 13.) die (—) Zeichen fort, und 
ſchafft man aus den Nennern die Wurzel weg, fo erhält man 


14) (Sina)? = —zV (p*+q?+-1)?—Ap? +3(p’+q?-+1) 


15) (Cosa)? = 3Vp®+q?—1)?+Ag? —p?+q?-1), 
woraus Sina und Cosa reell fih ergeben, während 

16) 3y= PP+a’ HE +a)’-2p+2P°HI | 
und / 

1) u=3ytliyp-i 
genommen werden muß, und die Radifanden der Quadratwur⸗ 
zeln in 14.16.) alle drei einander gleich find und dieſe Qua⸗ 
dratwurzeln felbft nur ihren pofitiven Werth vorftellen und den- 


felben, den wir im $. 188. durch R bezeichnet haben. Die 11.) 
endlich kann auch fo gefchrieben werden, nämlich 


18) ß=4Lu=334Lu=3+ZLyu, 


’ 1 
weil wenn u‘ der eine Werth von u ift, dann — der anbere 


u’ 


fein wird, fo daß für diefen anderen Werth Zu= — = —Lu’ 
wird. 

Wegen ber 3.) muß aber Sina mit p zugleich pofitiv, 
oder mit p zugleich negativ genommen werden, während zu jedem 
Werth von Sina, der Cosa noch beide Werthe annehmen fann *); 


*) Es giebt nämlich bie 4.) fogleih Cosa = VE währen u 
yu-\ — 
u 


zwei Werthe bat, von denen ber eine * iſt, wenn ber andere u‘ ge⸗ 





Kap. VIILS.190. welche Argumente u. Arcusgen. werd. 317 


daher hat a jededmal zwei Werthe innerhalb der vier erften 
Duadranten, und außerdem noch alle die, welche durch Addition 
von 2nre zu jedem biefer beiden Werthe, fich ergeben. — Und 
fo ift alfo.da8 Problem auf's Neue volftändig gelöfl. — Auch 
ift yu bier der im $. 188. durch r bezeichnete pofitive Ausdruck. 

Eben fo fann man nun die drei übrigen Probleme behans 
deln. Da wir dieſes in der Einleitung zum „Geift der Diffe- 
renzials und Sntegral-Rechnung.” Erlangen 1846. gethan und 
die Refultate (die eine andere Form als hier haben, aber mit 
den hieſigen übereinftimmen) in der Cinleitung zum VII. Th. 
d. W. niedergelegt haben, fo wollen wir vie Behandlung der 
drei Übrigen Aufgaben auf diefem Wege, dem Lefer überlaflen, 
der ſich noch üben will. 


Anmerfung 2. Eben fo wie To(nn und Cotgnzz, 
weil fie die Form > annehmen im Kalkul nicht zugelafien 
werden dürfen, eben fo ift dies, wie folched aus den Refultaten 
des $. 187. hervorgeht, mit 7% «(+i) und dag der 
Ball, weil fie fih auf den ZogO zurüdziehen, welcher eben fo 
wie rn eine im Kalful unzuläffige Form ift. 


$. 190. 
Unter den unendlich vielen Werthen, welche wir in den 
88. 187. 188. für 7,040), Get), 
et) und zn «(p-+qg:i) gefunden haben, heben fich 
diejenigen als Die „einfachften” hervor, welche fih fü n=0 
nannt wird. SR alfo w>1, fo ift der andere Werth von u, nämlich 


24, und es andert daher — fein Vorzeichen, wenn man fait 


u erft den einen, dann ben andern feiner beiten Wertbe febt: 
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ergeben. Sie entfpredhen dem „einfachiten Werth" der natür 
lichen Logarithmen, welchen wir im $. 178. durch Z bezeichnet 
haben. Weil aber in - 





1 1 —:6 1-1 — 
5 log (Vi-2°-+i.z) und = log (z+i-.V1—-z?) 


noch eine zweideutige Wurzel vorfommt, fo erhält man, felbft 
wenn man ZL ftatt dog ſetzt, Doch noch zwei Werthe, nach den 
beiden Werthen der Vi—z?, und diefe zwei Werthe geben 
auch die Gleichungen IH. und IV. des $. 188. für n=0; ter 
eine hat die Zahl 75 gar nicht und der andere enthält 7 einmal. 

Wir nehmen von den beiden Werthen ven erfteren, 
welcher u gar nicht hat (für n= 0) und welcher (nad) $. 188.) 
dem Werth von Vi-z? = Vi—(p+q:i)? = a+Pp-i entfpricht, 
in welchem @ pofitiv ift, oder welcher, fo oft Vi—z? reell 
wird, dem pofitiven Werth diefer Quadratwurzel entfpricht, 
und wir bezeichnen diefen „einfachften Werth" von 
—— und Zt) 
bezüglich durch 

Arc sin. (p+g:i) und Arc cos. (p+-qgei). 

Deögleichen bezeichnen wir den „einfachften Werth" von 


7 u et) 


den wir aus $. 187. I. und IL für n=0 erhalten, bezüglich 
durch 








Arc tg. (p-+g-i) und Arc cotg.(p+-q-i) 
und wir fprechen diefe Zeichen bezüglich durch | 
Arcus sinus, Arcus cosinus, Arcus tangens und Arcus cotangens 
aus. — Dabei fann auch q=0 fein. 


Nach diefen Definitionen hat man alfo (in Verbindung mit 
$. 185. IX.— XII.) 
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41 ,1I4ei 
L. Arctg.z =’ 
_1,,H, 
II. Arc cotęg. 2 * Di . z—i? 


I.  Aresin.z = 2. L.@ 4); 


IV. Arc cos. = —.L (z-+i.V1—2?), 


wo jedoh in II. und IV. zur Rechten die. Duabratwurzel 
Vi—z? nur eindeutig und fo zu nehmen ift, daß wenn 
Vi-2? = a+f.i gefunden worden, der reelle Theil & pos 
fitiv fein muß, wie $. 188. erkennen läßt. 


Ferner hat man nach diefen Definitionen und nach den Res 
fultaten I.—IV. der 88. 187. 188. 


1 
V. Tg -z=Nnn+t Arc tg.2; 








1 
VI. zZ =Nn-+ Arc cotg. 2; 
1 2nrı--Arec sin.z 
vi. I 7= | (2n+1)n— Arc sin. | = untÄre sin. 2; 
"7 . 
vn. os e}z = 2nrıkArc cos. Z, 


wo rechts beide Vorzeichen gelten, aber in VII. ftatt zu fowohl 0 als 
auch jede pofitive und negative gerade Zahl genommen werden 
muß, wenn das obere (+) Zeichen genommen wird, wo dagegen 
unter ge jede pofitive und negative ungerade Zahl verftanden 
werben muß, fobald man das untere (—) Zeichen nimmt, wäh- 
‚rend n überall 0 und jede pofitive und negative ganze Zahl 
vorſtellt. | 

Endlich findet fi noch, vermöge diefer Definitionen, uns 
mittelbar aus I.—IV. der 88. 187. und 188., indem man dort 
n=0 nimmt: 


und 
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IX. Arc tg.(p+q-i) = 39 -i-Lr, 
_ HE 


wo r= — —————, 
(i-+q)’+p? 
1-q?—p? 
Cop = ——— ——— 
IT Typ 
und. 
Sinp = 2p - 


ift, und Ip mit p zugleich poſitiv oder negativ und abgefehen 
vom Vorzeichen, im erften Quadranten genommen werden muß. 
Ferner 
X. Arc cotg.(p+-y-i) = 19—i-Lr, 
a DE ee 
p®+g?—1 
-+Vip?+q?-1)?-HAp? 
Sing = — — 
— Der | 
if, und 49 mit p zugleich poſitiv oder negativ und, abgefehen 
vom Vorzeichen, im erften Quadranten genommen werden muß. 
Ferner 
xl. Arc sin. (p+q-i) = 9—i-ZLr, - 
wo r=Vka-g)’Hß-+P)? 


und , 


09 = 


PP 
r ' 


Cop = —, Sinp = 
wo ferner 
a = +V1-pP+a +4 1-p°+q?HAprg® 
P= + VA1-P+ar) HI p°Fa)? FAptat, 


und 
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, pofitiv 
ift, während 4 | negativ 
verſchiedene 


und q — Vorzeichen haben; wo endlich ꝙ mit p 


zugleich poſitiv ober negativ zu nehmen iſt und, abgeſehen vom 
Borzeichen, im erften Quadranten. 
Endlich 
XII. Arc cos. (p+q:i) = 9-i-Lr, 
wo r = + V(p-P)’-Ha+e)?, 
p—ß 


089 = — und Sin p ıte 


genommen werden muß, je nachdem p 


und a und 4 wie im Vorftehenden zu nehmen find, und wo @ 
eriten 
ſtets pofttiv ift und im | 


zweiten 
a 
negativ 


| Duabranten liegt, je nachdem 


| gegeben worben. 


Iſt 48 0, alſo z=eptgpi=p reell, fo gehen die Glei- 
chungen IX.—XIH. über in: 


XII. Arctg.z=39, 
' 4-2? . 27 
wo Cos ꝙ == 7 und Sing = If? 
und wo 49 mit z zugleich pofitiv oder negativ und abgefehen 
vom Vorzeichen, im erften Quadranten zu nehmen ift, fo daß 
Arc tg.z der kleinſte, mit z zugleich pofltiv ober negativ zu neh- 
mende Werth von x iſt, für welden /g.x = z wird; ferner 


XIV. Arccotg.2=3p, 

2? —1 . 27 

211 und Sin =3H4 

und wo 49 mit z zugleich pofitiv oder negativ und, abgeſehen 

vom Borzeichen, im erften Quadranten zu nehmen ift, fo daß 

Arc cotg.z ver Heinfte mit z zugleich pofttio oder negativ zu 
IL. 21 








wo (09 = 
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nehmende Werth von x ift, für weldden Cogx=z wird; da⸗ 
bei ift (in XIII. und XIV.) z ganz beliebig reell gedacht. 

Iſt dagegen z poſitiv oder negativ, aber an ſich nicht 
>1, oder Ruf, fo findet fi aus XI. und Xu, (für n=0). 


XV. Arcsn.z=9, wo @ mit z zugleich pofitiv oder ne- 
gativ und an fih der Heinfte, im erften Quadranten liegende 
Werth von x ift, für welhen Siax=z wird; ferner 





Jſerſten 
XVI. Arcco.z=9, wo ſtets poſitiv, und im 


zweiten 

poſitiv 
negativ 
ſetzt wird, und wo 9 ein Werth von x iſt, welcher Cox - 2 
macht. 

Zuletzt muͤſſen wir noch anführen, daß, wenn 2 reell und, 
abgeſehen vom Vorzeichen, nicht >1 ift, in den Formeln IH. 
und IV. die Yi—z? ihren pofitiven Werth vorftellen muß. 


Anmerfung. Für den Fall, daß z reell ift und wenn z 
ein Sinuss oder ein Kofinus- Werth fein fol, abgefehen vom 
Borzeihen, auch nicht >1, lehren aber die Formeln V.-VIII. 
des 6. 190. nicht8 anders, als was bereitö im $. 166. und $. 163. 
gelehrt worden if. 

Alle Gleichungen L.—XVI. find aber vollkommene (allgemein- 
gültige) Gleichungen. 


vorausge⸗ 





Quadranten zu nehmen ift, "je nachdem = 


$. 191. 
Zn z beliebig reell, alfo pofitiv, negativ over Rull, aber 
an ſich <Ir, und ift 
Tgı=x, alo z=Arctge.x, 
fo ift gleichzeitig (nach $. 154.) 
x 
-+Vi-+x? 


Colgz = A Sinz = und Coz= 
x 2 


1 
Fe 


und man bat nun 





Kay. VIIL8.191. welche Argumente u. Arcus gen. werd. 323 


1) Arctg.x= Arccotg. 2 = Arcsin. vr ; 

1 pofitiv in 
+Vi-x? gatio) 
wenn nur VIFx? flets ihren pofttiven Werth vorftelt. 

Gerade eben fo findet fich, weil, wenn Irgenb eine der tri⸗ 
gonometrifchen Funktionen Sinz oder Cosz, Tgz ober Colgz 
gegeben und =x iſt, die übrigens (nach $. 154.) fi fofort in 
x ausdrüden laflen, . 


aber 
2) Arctg.x = Arc.cos. 








‚jenachdem x)". 





3) Arc cotg.x == Arc tg. _ = Arc sin. per ' 
j x 
poſitiv | 


je nachdem x negativ 


ift; aber 
Arc 00. ——, wenn x pofltiv, 


Fire 


=, wenn x negativ; 


Fi 
wo -Yi+x? ihren pofitiven Werth vorftellt. 

Ferner erhält man, wenn x reell, aber an fich nicht größer 
als die Einheit ift, durch ganz analoge Betrachtungen 


+Vi—x? , 
X I 


4) Arccolg.x= 
—1I4-Arc c08. — —— 





5) Arcsin.x= Arctg. = Arc.cotg. 


— — 
ir? 
aber ' 
6) Arc sin.x = Arc cos. (+Vi-x?), 


poſitiv 
je nachdem x Ir 8 ai. 
Endlich bat man noch 
wenn x pofitiv ift und nicht größer als 1, 
WER 


ober Null iſt. 


7) Arc cos. x Arc ig. Arc cotg. —— 


x 
1x 
= Arc sin. (+VI-x?); 

21* 
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wenn aber x negativ ift und an fi nit >1, fo if 
8) Arc cos.x = nt Arc tg. —— io n = - 
= n-}-Arc cotg. Sy” = n—Arc sin. (+V1-x?) * ‚ 
wenn nur +V1 — ihren poſitiven Werth vorſtellt. 
Weil ferner 
Sinz = Cos (3nr—z) umd gr = = Ootg(in—) - 
ift, fo findet man bald: 


9) Areig.x = tym-Arc colg.x ®®), je nachdem pofktis 
| er = Z x negativ 
pofttiv 
x—=i!in— . 
10) Arc cotg.x In—Arctig.x, je nachdem x — 
11) Aresin.x = 4n—Arc.cos.x **®), i 


=) Iſt nämlid x negatis, alfo —x pofitiv, und if Cosz=—ı, „babei 
2 im erften Quabranten gebacht, fo it 2 = Arccos.(-x) 


= Aresg. A = Arc oolg. Are = ‚Are. sin. (+i—x?); 
während wenn man bie Vorzeichen der Sinus, Zangenten und Kotangenten 


von (+) in (—) umänbert, bie Icpten drei Arcus dann = —z find, fo 
daß man alſo hat 








Arc tg. Wi = Are cotg. = — Arc LTin. (+y1-x°) =—ı 
bat. Und weil, ver Definition zu Folge, Arccox=n—z iſt, fo folgt 
Nr. 8. hieraus augenbliclich. | 

”) Iſt nämlich x negativ, alfo —x pofitiv und = im erflen Quabranten 
und fo, daß z=Arctg.(-x), ſo iſt —x=Tgz, alſo auch 
—x = Cotg(4n—ı) ober x = Cotg(-n+z), folglich —In = Arc cotq. x, 
währenb man 2 = Arcig.(-x) = —Are tg.x hat. So tft bie 9.), wenn 
x negaliv, außer Zweifel geftellt, und dadurch auch bie 10.), welche die⸗ 
felbe if. 

re), Iſt x negativ, alfo —x poſitiv, und z= Arcsin.(-ı), alſo 
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für jeden reellen Werth von x, für welche die Zeichen noch eine 
Bedeutung haben. 

Und alle diefe 12 Gleichungen enthalten links und rechts 
nur eindeutige Ausbrüde. 


- 


8. 192. 


Gehen wir nun zu der Frage über, ob diefe Gleichungen 
des vorhergehenden Paragraphen zwifchen diefen (eindeutigen 
und) reell gedachten Arcus, verallgemeinert werden fönnen, d. 5. 
ob analoge Gleichungen zwifchen den (unendlich vielveutigen) 
Argumenten I. 1, Ir und 1 .x eris 

| Sn ' Cs ' Tg - Cotg 
flirten; — in fo fern letztere in allgemeinen Rechnungen, — 100 
man oft nicht weiß, ob x veell oder imaginär ift, und wenn 
reell, ob x größer oder Heiner als 1 iſt, — viel wichtiger noch, 
ja umentbehrlic find. 


Da die logarithmifchen Bunftionen 


| 





1 1+x:i 1 x-Hi 
31 8 1—x-i und yo x—i' 
welche wir nach 8. 185. XL XII. bezüglich durch 
' I und I , 
75* Cotgꝙ 


bezeichnet haben, in einander uͤbergehen, wenn ſtatt x ge⸗ 


fegt wird, fo folgt ganz allgemein: 


1) 4 ,-_ 411 und I. 1.1 
Ts  DCog x Cig Tg x' 


und dieſe Gleichungen find vollfommene, d. h. fie haben links 


—z = Arcsin.x, ſo ft and -x= Sinz= = Cos(4n-1); folglich iſt auch 
Cos[za-(a-2)]=x, d.h. $ntz= Arc cos. x, und dadurch find bie 
Rummern 11. und 12.) auch für den Ball anfer Sweifet geſetzt, in when 
x negativ iſt. 


> 
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umd rechts gleich viele und genau Direlben verthe. Will man 





aber ferner unterſuchen, ob auch = Vs 3 oder 
1 1 1 
co Ya ftatt Ze x geſetzt werden bürfe, fo ſetzen 


wir in “ Iogarithmifchen Funltionen 
— log VIE" tx. i) und nl HN i-?), 


‚welche . ir bezüglich durch 


J. und 1 
Sin” Cos ” 




















u haben, in die erftere VE ‚„ in bie andere 
ve — flatt x. Der erſtere Logarithmand geht dadurch über 
, i+x:i (i--x-i)? {-x-i 
m d. h. in V Ir b. 5. in VI über, 
fo daß man hat — 
1 x1 1i 
) a vn Te r- 


Run haben wir aber (im $. 180.) gejehen, daß die Gleichung 


bog(ya) = y-lga 


eine vollfommene Gleichung ift, die rechts und links gleich viele 


und genau bdiefelben Werthe bat. Alfo geht aus der 2.) auch 
noch die volllommene oleicune hervor, namiy: 





1 x 1+xi 
) mn” ar ls — 7% 


welche rechts und links a viele und genau diefelben Werthe 
bat, wenn nur VI+Xx? allgemein, alfo zweiförmig gedacht 


. wird. 


Durch die andere Subftitution in * «x finden wir aber 
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fogleich denfelben Logarithmanden FF umd daher auch 


vi-+x? 
die analoge Folgerung. Wir finden alfo 
N 1 11 1 x 1 1 


TE Dog x m yıre Du Vor 
als eine Gleichung, welche in ihren vier Ausdrüden gleich viele 
und genau biefelben Werthe hat, d. b. als eine vollflommene 
Gleichung. 

Genau auf dieſelbe Weiſe überzeugt man ſich aber auch 
von der vollfommenen Richtigkeit diefer andern ame 


ll. a „11_1. — . — 





wenn nur die Vitx? überall als zweifoͤrmig gedacht wird. 

1 1 — 
WIN man unterfuchen, ob ——.x und u; Vi’ 

unbedingt für einander gefegt werben Tönnen, fo muß man In 


dx jest Vi-—x? ſtatt x ſetzen; dadurch geht der: Loga- 


rithmand von 





1 Ü) v 4 2. . j 
og‘ über in Vi-x’tx-i, fo daß man hat 


A) Cor — VIE x? = — 2 log) 1-x? +tx.i)= Sn (Ex) = Pe ‘x. 


Der Ausdrud — enthaͤlt alſo nicht bloß alle 


1 1 
MWerthe von 57 *, ſondern auch alle Werthe von 7 .(—x) 


oder von - x; und es wüsbe nicht nuͤtzen, die Yi—x? 
bloß einförmig fich zu denken, weil fie dann auh in 
L. ug (Yi-x’-+x:i) nur einförmig fein, dieſer Ausdruck alfo 


auch nur die Haͤlfte der Werthe von x vorftellen wuͤrde 
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und Die andere Hälfte nicht, wo Vi—x? vie andere ihrer 
Formen vorftelli. 1 

Will man weiter unterfuchen, ob u”: und — 7 — 
mit einander vollkommen , ſo muß man in 
75% jebt — ſtatt x ſetzen; dadurch erhaͤlt man | 
1 x Vi’ +xi _ io: 
Ts it * ——— ze] 
Weil aber Zog(a?) nicht bloß alle Bee von 2loga, ſon⸗ 
dern auch noch alle Werthe von 2log(—a) hat (nach $. 180.) 


fo muß man hier ftatt 3, log [(1—x*-+x-i)”] nicht bloß feßen 





us (VI-3°+2-i) d. h. x, ſondern auch noch 
us (-Vi—x?—xi), welches —* oder —— x 


iR, weil die Quadratwurzel zweiförmig it, daher —YI—x? 
genau daffelbe iR, als +Yi—? oder Yi-x?. 

Genau eben fo findet man, daß die Werthe von 
57 m nicht bloß alle Werthe von En fondern 
noch alle Werthe von = (—x) enthalten. Man hat daher 
die Gleichungen 


1 1 x ı VMi-x 

IH. Em: Co — —xı? nn Va Os m. 

wo die Wurzel als woeiſdeni gedacht werden muß. — In 

dieſen Gleichungen enthaͤlt jeder der vier gleichen Ausdruͤcke ge⸗ 
nau gleich viele und genau dieſelben Werthe. 


Ganz eben fo findet man 


7.1 VI 1 
IV. 62) = En ee) "7 Zt 07 en 1 
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weiche Gleichungen, wenn die Quabratwurgel als zweiförmig 
angefehen wird, vollfommene Gleichungen find, d. b. ſolche, 
deren einzelne Seiten gleich viele und genau dieſelben Werthe 
haben. 

Und wollte, man in einem der drei lehtern Ausbrüde der 
Gleichung IV., die Wurzel nur einförmig (eindeutig) nehmen, 


fo würde man nur die Hälfte der Werthe von u haben 


und außerbem noch die Hälfte der Werthe von .(—x). 
1 
Endlich konnte man zwar in II.) EX ftatt (42) 


, | 1 1 
ſetzen; aber man kann nicht in IV.) = 57* ſtatt 576 


ſchreiben, weil wir (nach $. 186.) wiſſen, daß 

1 1 | 1 

u menu: iſt (alſo nicht. = 05%) it; im 

Gegentheil haben wir (in Nr. 5. des 8. 186.) gefehen, daß 
1 1 . 

X + 7a eine vollfommene (richtige) Gleichung iſt. 
Um zu unterſuchen, ob. die Formeln 9.—12. des 8. 191. ſich 

verallgemeinern laſſen, in dem oben näher bejchriebenen Sinne, 





1 1 
— fo fann man zunäcft 7* und rm einander 


addiren. Man Fi dann 


yet lH) CHE] 
Das Produkt, welches bier den Logarithmanden bildet, ift aber 


5) =x.VI-X’—x-VI-x? HI? Vi? +?) .i, 


Da man nun zu jedem Werih der Yi-x? in ur, je⸗ 


den Werth der Vi—x? in En nehmen muß, fo find dieſe 


beiden Duadratwurzeln entweder diefelben, ober fie haben ent- 
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gegengefeßte Vorzeichen und find dann übrigens wieder diefelben. 
Daber findet fi) der Ausdruck in 5.) 

6) erftens = i und dann no = 2x-/ 1-x?-H—1-+2x?)i *), 
wo die Wurzel noch zweiförmig ift, während diefer letztere Aus- 
drud wider = — gefunden wird , ſobald man die 
Duabratwurzel (oben und unten) zwar als zweiförmig, aber 
oben und unten als jedesmal einen und benfelben ihrer Werthe 
vorftellend fich denkt, damit | 


v1-x?.V1—x? = (/1—x?)? = +(1—x?) und 
xV/i1-x?’—xVvi—x?=0 if. — Man findet alfo (aus A. und 
5. und 6.) 


1 . 
log 


5 Ziog(v 1-x?-+x:i)— og(xH.Vi=x*) 


wo jedoch vie Wurzel in beiden Logarithmanden zwar noch 
zweiförmig, aber ſtets eine und biefelbe ihrer beiden Formen 


vorftelt. Run rechnet fich Lulgi (nach $. 175., wenn man 


dafelbft O ſtatt p, und 1 ftatt q ſetzt) = (2nt})r aus, wo 
n fowohl Null ald auch jede pofttive und jede negative ganze 
Zahl vorftelt, während der übrige Theil der Werthe zur Rechten 
von 1) offenbar 


1 1 
7) ut Cs 


*, Da yiI-x? zweiförmig if, jo muß man bei dem Multipliciren 
bie ollgemeingültige Formel Ya-yb =yab, alſo Ya-ya = Y(a’)= ta 
anwenden und nicht bie nur halb wahre Ya-ya=a; deshalb darf man 
bier oben nit yi-x?- yi-x? = (vis?) =1-2? nehmen, fonbern 
= y(i-x?)? = (1-2?) (S. das Kapitel von ben allgemeinen Quadrat⸗ 
wurzeln im J. Th. d. W.) 
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ift, jeboch mit der Maaßgabe, daß nicht jeder Werth von 


1 , 1 . , 
757* von jedem Werth des Sm: fubtrabirt wird, fons 


bern nur jeder der Werthe des erftern von jedem der Werthe 
bed andern, für welche 

1 {1 

Co (2x) = VYi—x? - sul ) 
it, daß aber nicht die Werthe von einander fubtrahirt werben, 
für welche 
1 {1 

Cos (& =) = —Sın 6 =) 

fein wird. Man findet alfo 


1 1 
8) rt, re Arm 
wenn man links diejenigen Werthe zufammennimmt, für welche 
1 [1 
9) 0 (35, x) = Sin(Z,- ) 
iſt; Dagegen 


1 1 1 1 
10) 7775*5575* 





wenn man rechts nur die Werthe zuſammennimmt, welche der 
Bedingung 9.) genuͤgen, links aber nur jeden der Werthe von 


x mit jedem ber Werthe von x zuſammennimmi 


(durch Addition) für welche 


1 [1 
11) Co x) = Sin (7 .x) 
if. — Beide Gleichungen 8. und 10. enthalten links und rechts 
gleich viele und genau biefelben Werthe *). Schreiben wir in 


*) So parabor bies Refultat jedem Anfänger erfcheinen mag, fo richtig 
it es Doch. Betrachten wir ben befonbern Fall z. B., we x pofitie unb <I 
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der Gleichung 8.) ftatt der En 4 die (ogarithmifchen Funk⸗ 





Sin’ Cos 
tionen, welche dieſe Zeichen bloß bezeichnen, und rechts ſtatt 
(2n+4)77 wiederum 2 elogi , und bringen wir x auf 


die andere Seite, fo finden wir 


12) log (VI + ei): — I .logi—— (log @+-iVi-r?), 


it, und es ſei w ber Heinfte poſitive Werth von 2, 

ſoe wie v ber kleinſte pofitive Werth von der, 

fo find alle Werthe von 33, deren Koſinus pofiio (= +yi-x?) 
if, ausgebrücht buch Znrztus dagegen alle Werihe von — deren 


Sinus poſitiv (= +yi-x?) iR, ausgebrüdt durch In‘ av. — Die Dif- 
ferenz in 10.) zur Rechten tft daher ausgedrückt durch Zuntu-v. — 


Ferner find alle Werthe von de, deren Sinus negativ (= —- Vi-x®) 


it, ausgebrüdt durch 2n“’n—v; folglich if die Summe in 10.) zur Lin⸗ 
Ten ausgedrückt durch Zuntu-v und bied iſt genau das, was wir zur 
Rechten gefunden hatten. 


Ganz eben fo findet man, wenn alle Werthe von 5 x, deren Ko⸗ 


finus negaliv (= -yi-x?) iſt, amsgebrüdt werben ſollen, die Form 
(Zn+1)z—u. Alle Werthe von a, beren Sinus negativ (= -Yi—x?) 
iR, find ansgebrädt durch 2n’n—v. Die Differenz zur Rechten in 10.) 
wird daher jetzt ausgebrüdt fein bush (Zu+i)z—utv. — Ferner find alle 
Werihe von das deren Sinus pofitiv (= -+yi—x?) if, ausgebrüdt 
durch &2n“n4v; daher ift die Summe zur Linken in 10.) ausgebrücdt durch 
(2u+l)a-utv, und dadurch wieder bie Wahrheit ber Gleichung 10.) be- 
Rätigt. . 

Die Gleichungen 8.) und 10.) gelten aber für eben reellen, wie für 
jeven imaginären Werth von x. 
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vo Vi—x? zwar zweifdrmig vorausgeſetzt iſt, wo aber bie- 
ielbe linf8 und rechts doch jedesmal eine und diefelbe ihrer 
beiden Formen vorfielt. Da nun (nach $. 179.), wenn man 


= fih wegvenft, die Differenz der Logarithmen zur Rechten 


nicht weniger Werthe hat, wenn man auch ſtatt eines ber bei⸗ 
den Logarithmen, 3. B. flatt Zogi, nur einen einzigen feiner 
Merthe feht, 3. DB. den einzigen Werth Zi, fo folgt aus 
ver 12.) augenblidlich; daß die Gleichung: 


I «x In— I x 
Sin TC 
nd aus demfelben Grunde auch die Gleichung 
1 1 
VI. os x= = a7 Sin .xX 


oollfommene Gleichungen find, d. h. foldhe, welche vechts und 
int gleich viele und auch genau dieſelben Werthe haben, ſo⸗ 
bald man nur vorausfest, daß links und rechts nur Dies 


Ä 1 1 
ienigen Reihen der Werthe von Sm’ und 5* zuſam⸗ 


mengenommen werden, für welche 


(2). Sin ( . x) = Cos (£- x) 
fl. 

So ſehen wir nun die Nummern 11.) und 12.) des $. 191. 
perallgemeinert. 


1 04 
Addirt man nun Tg ® und Colg .x zu einander, fo 


mat man augenblicklich 
i1+x-i Hard log Hi 1 , ‚log (2I** i 7) ° 


A an 1—x.1 85, A 1—xi z—i 
-5 A g(-1), 


folglich 
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1-+x-i zHi, 


ar 8 xi 
während (nad 8.175.) Zogl-1) = eatimi fi. Dabei 
kann man vechtd (nach $. 179.) ftatt Zogl—1) nur einen ein- 
zigen feiner Werthe nehmen, eiwa den Werth ui. — Man 
erhält alfo fogleich und ohne alle Beſchraͤnkung 





=. N)» log =; 


1 ,_ 41 
VII. Tg = 375 Colg 
und 
Ir 1 


in welchen beiden Sleihungen, man mag x reell oder imaginär 
ſich denken, links und rechts ſtets gleich viele und genau dies 
felben Werthe fiehen, fo daß man beide Seiten der Gleichung 
unbedingt für einander fegen kann; was eben ber Charakter ber 
(vellfommenen) Gleichung ift. 

Es ift aber in allen Gleichungen J.-VIII. dieſes Paragra⸗ 
phen der Werth von x eben fo gut reell wie imaginaͤr voraus⸗ 


geieht. 


$. 193. 
Wir haben früher (im $. 153.) gefunden 
_ _TsutTgv 
Tg(utv) = 1FTgu-Tgv ' 
Setzt man num Ä 
Tu=x md Tyv=y, 
1 1 
fo dag u= 7%“ und v= 75} 
wird, fo gebt bie Pe Gleichung über in 
1 1 x4y. 
J. tn 
U. I .x 1 1 A 


7 I‘ Te lhay 


Kap. VI.S.193. welche Argumente u. Arcusgen. werd. 335 


Sehen wir nun zu, ob biefe Gleichungen in allgemeinen 
Rechnungen zu gebrauchen, d. h. ob fie volllommene (richtige) 
Gleichungen find, d. h. ob fie links und rechts gleich viele und 
genau diefelben Werthe haben. 

Nach 8. 185. XI. hat man 

1 1 1 1+x-i I4yi 
nt Ya kurt a); 
nun iſt aber 
14x-i 14yıi _ Isy+ay)ıi 
1—xi Iyi l-ay-aty)ii 
oder auch, wenn man Zähler und Nenner durch 1—xy dividirt, 











und weil — log dieſes letztern Ausdruckes nichts anderd als 


3— N ift, fo erhellet, daß die Gleichung I. eine vollkom⸗ 
mene ift, alfo überall unbefchränft zum Rechnen benugt wer- 
den Tann. 

Ganz analog wird daffelbe auch von der Gleichung II. er⸗ 
wiefen” — Dabei ift x ganz allgemein, eben fo gut imaginär 
als reell gedadıt. 

Aus den Gleichungen 





Cotg u-Cotg vi 

. Cotg v&Cotg u 

gehen ferner hervor (wenn Coigu=x und Oogyv=y ge 
febt wird) 


Cotg (u:tv) == 


1 1 41 xy . 
Im. Cotg Tr Cotg = Cotg —— 
und | 1. 
IV. I. 1 ‚xyHl 


Cotg x Cotg — Ootg yv—x ’ 
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und daß dieſe beiden Formeln allgemeine Guͤltigkeit haben, 
d. h. rechts und links gleich viele und genau dieſelben Werthe 
liefern, kann wieder unmittelbar aus den Geſetzen der natürs 
lichen Logarithmen abgeleitet werden. — Auch gehen diefe For⸗ 
mein III. und IV. aus denen in I. und IL hervor, ſobald man 


in lebteren ı ftatt x, und 7 ftatt y fchreibt, und bie ents 


fprechenden Bormeln des vorhergehenden Baragraphen in Anwen; 
dung bringt. Dabei find x und y beliebig reell oder imaginär, 
naͤmlich ganz allgemein gedacht (bloße Träger der Operations 


zeichen). , 


8. 194. 


Fragen wir und nun, wie diefe Gleichungen $. 193. L.—IV. 

ziwifchen den unendlich vieldeutigen Argumenten auf die eins 
beutigen und bier veell gedachten Arcus übertragen werben 
fönnen, fo finden wir, indem wir x und y als beliebige reelle 
Werthe vorausſetzen: 
I. I. Arc tg. xArc tg. y Aro tg. — — 
ſo lange x und y verſchiedene Vorzeichen Dun, oder ſo lange, 
im Falle x und y einerlei Vorzeichen haben tollen, i—xy po⸗ 
fitiv if H. - 

Dagegen iſt 

1.2. Arctig.x+-Arcig.y= In Arc tg. * a , 
wenn 1—xy negativ iſt; wobei das obere (+) Zeichen gilt, 





*), Im erſtern Fall kann bie Summe ber Bogen zur Linken nie in ben 
zweiten Quabranten kommen, weil ber eine davon negativ, ber anbere pofitio 
iſt. Und im andern Kalle bleibt Tg(utv), wenn u=Arctig.x unb 
v=Arctg.y gedacht wird, mit x und y zugleich poſitiv, ober zugleich ne⸗ 
gatie, fo lange i—xy poſitiv if; alfo Liegt bie Summe ber Bogen zur 
Einfen, ba fie mit x und y zugleich poſitiv ober negativ iſt, wiederum jedes⸗ 
mal im erſten Quadranten. 
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wenn x und y pofitiv find, wo aber dad untere (— Zeichen 
genommen werden muß, fobald x und y negativ find *). 


Ferner hat man 
_ — xy 
11. 1.) Arcig.x—Arctg.y= Arctg. I-Fay' 
fo lange x und y einerlei Vorzeichen haben, oder, bei verfchie: 
denen Vorzeichen, i-Hxy pofitiv machen. 
Dagegen wird 


Ih 2.) Arc tg.x—Arctg.y = In4Arc tg. iv 


fobald 1-+xy negativ wird, wobei das obere (+) Zeichen gilt, 
wenn x pofitiv und y negativ ift, dagegen das untere (—) Zei- 
chen, wenn umgefehrt y pofitio und x negativ fein follte **). 


*) Denn, find x und y pofitiv, if aber I—xy negativ, fo if 
Tg(u+v) negatin, alfo liegt u49 im zweiten Quabranten. Sind aber x 
nnd y.negativ, zugleich mit 1—-xy, fo iſt urv negativ aber 7g(u+v) 
pofitio, demnach liegt der negative Werth von u+v, an fi angefehen, im 
zweiten Quadranten. 

**) Sept man Arctg.x=u und Arctg.y=v, fo baß x= Tgu 











und y=7gv if, und wird Arcig. er =w gejebt, fo daß man 
x-yY — — 
noch F = Tqow bat, fo ift erſtlich 
_ Tg(tn)+Tgw _ x7 
weil 79(*3) = 0 iſt. Bolglich it En +w ein Werth von 


1 x-y 
TI 1+x 
Haben aber x und y verfchiebene Vorzeichen und iſt 14xy negativ, fo if 
— Hay. d. h. Tg(u-v) ey wenn x ie} ift, alfo au wenn 
pofitiv 
negativ 





‚ und es fragt ſich daher nur noch, ob es ber Werth u-v if. 





u und —v, folglih auch u—v { }; alfo liegt u- v gleichzeitig im 


ofitiven 
on} zweiten Quabranten. 


IL. ' 22 
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Water findet fich 
_ xy—1 
111.1. Arc cotg.x-H Arc cotg.y = Arc cotg. ix’ 
wenn x und y verjchledene Vorzeichen haben, oder, im Falle 
x und y einerlei Vorzeichen haben, wenn xy—1 pofitiv ift 
(weil dann Cotg(utv) d.h. Im mit y und x zugleich 
poſitiv oder negativ ift, folglich u4v, pofitio oder negativ, im 
erftien Quadranten liegt). 
Dagegen ift | 
_ xy-1 
11.2. Arc cotg.x-HArc cotg,y = En4-Arec cotlg. — 


ſobald x und y einerlei Vorzeichen haben und dabei xy—1 ne⸗ 
xy—1 a ird 

bvoſitiv 

wenn x und y, alſo auch u und v und deshalb auch u-tv 

pofitiv 

neg ar find, — weil alfo u+v (pofttiv oder negativ, aber) 

im zweiten Quadranten liegt). 

Endlich hat man 


IV.1. Arc .cotg.x—Arc cotg.y = Arc colg. IH, 


7 


gativ ift, (weil dann 7g(u-4v) d. » 





wenn x und y einerlei Vorzeichen haben, oder, im Falle x und 
y verſchiedene Vorzeichen haben follten, wenn xy-+1 pofitiv 


pofitiv 
it, (weil dann Tg (u-v) negativ wird, wenn x und —y, 
pofitiv 
alfo auch x—y und auch u-v' et find, folgid u—v 
rent 
m negativen eriten Quadranten liegt). 


Dagegen findet fich 
IV.2. Arc cotg.x—Arc cotg.y = +n4-Arc cotg. zu 
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wenn x und y verſchiedene Vorzeichen haben und dabei .xy+1 
negativ wird; (weil dann Te(u—v) gegen furz vorher, wo 
xy+1 pofttiv war, ihr Vorzeichen ändert, alfo u—v in ben 
pofitiven | 
negativen 
obere (-+-) Zeichen, wenn x pofitiv und y negativ, das untere 
(—) Zeichen Dagegen, wenn x negativ und y poſitiv ift. 





| zweiten Quadranten tritt). Deshalb gilt auch das 


$. 195. 
Da 
. Sin(utv) = Sin u-Cos v+Cosu-Sinv, 
fo folgt, wenn man 
Sau=x wm Sav=y 





ſetzt 

1) En ur Vi=y’+yVi-x?); 
= 

2) X.) = 5 .(z:Vi-y? ri) 


Und ganz auf kön Meife findet ſich aus 
Cos(utv) = Cosu-CosvzSinussSin v 


1 Vi»): 
3) Co to Too (air VI-y?); 





A) .(zy+VIx®. vi-y?). 


— X— 1 
Co’ os’ in 
WIN man aber unterfuchen, ob diefe vier Gleichungen all, 
gemein gültig find, 3.8. ob die 1., — fo muß man wieder die 
Gefege der Logarithmen zu Hilfe nehmen. Man bat (aus 
$. 185. IX.) 
1 1 — RU u 
rt VS rl (MIN) 
= 1.108 [VIR°.VISY-yHaMI hy VI) il 


Run ift aber | 
22 * 
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= en 
— zen —.N-y y); 











folglich hat 
d. h. 

. us (Vi-@-Vi-y + Wir’ TERN) 
Doppelt foyiele Werthe als = xt 5 naͤmlich außer 
den letzteren auch noch alle die Werthe von 
(tn) 

Die obige Gleichung 1.) muß alfo, wenn fie links und 


rechts gleich viele und genau diefelben Werthe haben ſoll, fo 
ausſehen 


1-x?) 





. 1-y? 





1 1 
u 


1 1 
(tr) 


1-x?); 





*) Es J nämlid 
En c -x)+ <— 5* aa — +log Ivi-x®: (ya -y ] 
= 2. ei ‚vi-y? -sy-(x Vi-y?4y: VI? )-i]. 
Adbirt man dazu einen einzigen Werth von 4 «Jog(—1) d. h. von . Qu Ha . i 


1 1 . , 
3.28. rn, fo hat man (weil Sin .(-z) = m" it) die allgemeingültige 
Gleichung 


1 1 1 — In — IN: 
(5 * =’) = —bl(l-Vi-r-VI-YHyHari-yPHi-r)il, 
weiches oben behauptet wurde. 
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und ſetzt man bier flatt y jetzt —y, fo erhält man flatt ber 
obigen 2.) jetzt 


1 1 

XX—- *Y 

Sin Sin 7 — 
Il, 1 =. -(«Vi-y? —- yVi—x?) 








J ) 
in Sin y 


als eine allgemein gültige Gleichung. 


In diefen Gleichungen find alle vorkommenden Quadrat 
wurzeln zweiförmig, fo daß die Sinus zur Rechten vierförmig 
find. Und überall (in I. und IL.) find x und y ganz allgemein 
gedacht, alfo eben fo gut reell wie imaginär. 

Was nun die nähere Unterfuchung der Gleichungen 3. und 
4.) betrifft, fo findet man zunächft (nach $: 185. X.) 


1 1 1 . 170 — 
) rt) TlelaHV-x)(yHivi-y?)] 
= 4 + log [xy-VI® Vi-y?+GaVi-y’+yVi1-x?):i]; 
auf der andern Seite aber 
1 — 
6) 5 «(sy-Vi-x?.Vi-y?) 
= 2. (y-ViF NH VS NeITN), 
während die letztere Quadratwurzel 
= Very 3)? = HayI-y? Vi‘) 


i—-y?) nicht bloß alle 





1—x?. 








Werthe von 7 ty, fondern auch noch alle Werthe von 


log (sy-VI=z". yi-yY— wir -+yVi—x?)-i) 
d. h. noch alle Werthe von 
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1.18 (HN) -HVIy9)], 


-d. h. noch alle Werthe von 
1 1 1 1 
pr e (—x)+ re oder von 2n-( Co . xt e * 


Man hat daher ftatt der Nr. 3. die allgemeingültige (vollkom⸗ 
mene, richtige) Gleichung: 





= 2. (-VRMIP). 


Und fegt man bier —y flatt y, umb wendet man babei den 


Sag an, daß 2) — m ·2 iſt, fo erhält man noch 





1 1 _41 77 VI) # 
IV. orig ur ra Amel rad > an A .V1—y?) ®) 


als eine allgemeingültige Gleichung. 


*) Zur Rechten kommi eigentlich noch ein Minuszeichen vor 5 allein, 


— drückt v alle Werthe aus, welche Cosv=z machen, fo if auch 
Cos(-v)=Cosv=2;5 d. h. —v drüũct dann and alle Weribe von 


.4 1 
eu, ſobald v alle Werthe von *vorſtellt. (S. 8. 1806. N. 8.). 


1 
Eben fo findet man, wenn zur Rechten flatt Go; die wirflige loga⸗ 
sithmifche Funktion gefebt wird, bag rechts doppelt fo viele Werthe ſich er- 
geben, nämlich nicht bloß 2 loglayı Izz3.y 1-y?-Hyyi-r?-ıyi-y?).i], 


welches alle Werthe von 55 ey vorſiellt, ſondern auch noch 


Cos C 
3 «log [sy + yI-3.YI-PP-(yyisr-ayIy®)ei}, velches alle Werthe 
1 - 4 1 1 
von. 7,77 Go X d. h. von — ( X 05 ) ausbrädt; dies 


betztere Reſultat ſtedt aber ſchon in dem erſteren, eben weil 
1 


7” "a" if. 


Cos 
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8. 196. 

Geht man von den Argumenten zu den (hier) reell ges 
daten Arcus über, fo muß man vor allen Dingen bemerken 
daß, da Arcsin. allemal im erſten Quadranten liegt, übrigens 
pofitiv oder negativ ift, die Kofinufie diefer Arcus ſtets pofitiv 
find, wenn alfo 'V1—x? und Vi-y? bezüglich dieſe Koſi⸗ 
nuffe vorftellen, jo müfien fie ftetS poſitiv gedacht werden. — 
Betrachtet man’ ferner die Summe Arc sin.x+Arcsin.y, ſo 
liegt fie nie im zweiten Quadranten, wenn nicht x und y einets 
lei Borzeichen haben, und haben x und y einerlei Vorzeichen, 
fo liegt die gedachte Summe nur dann im zweiten Quabranten, 
wenn ihr Kofinus, welder = VI—x?.Vi-y’—xy if, nega⸗ 
tiv wird, d.h. wenn VYi—x?-Vi-y?<xy, d. h. (da xy por 
ſitiv ift) wenn (1-x’)(1-y’)<x’y?, d.h. wenn x?’-+-y?’>i1 
if. — Man findet daher 

1.1. Arc sin.x+-Arc sin.y = Arc sin. (xV1—y?-+yVi—x?), 

fo ange x und y verfchievdene Vorzeichen haben, oder fo lange, 
wenn x und y einerlei Vorzeichen haben, x +y?<1 if; da⸗ 
gegen “ 
J.2. Arc sin.x4+-Arc sin.y = EN—Arec sin. (zVi-y? +yV1-x?) 
wenn x und y einerlei Vorzeichen haben und x?-+y?>1 iſt, 
wobei das obere (+) Zeichen gilt, wenn x und y vofttio find, 
das untere (—) Zeichen dagegen, wenn x und y negativ vors 
ausgeſetzt werben. 


Ferner findet fich 
IL1. Arc sin.x—Arc sin.y = Arc sin. (xV1—-y? —yV1—x?) 
fo lange x und y einerlei Vorzeichen haben, oder fo lange, 
wenn x und y verfchiedene Vorzeichen haben, x?-+y? <1 iſt; 
dagegen > 
1.2. Arc sin.x-Arc sin.y = En—Arc sin.(sV1-y®— yV1-x°), 
wenn x und y verfchiedene Vorzeichen haben und x?+-y?>1 iſt. 
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Für den Ausnahmdfal, wo x?+y?=1 ift, gelten alle 
vier Formeln zugleich. 
Wir finden ferner 


III. I. Arc cos.x+-Arc cos.y = Arc cos. (xy_Vi—x? «) 1-y?), 


wenn x und y pofitiv find, oder, im Falle x und y verfchies 
dene Vorzeichen haben follten, wenn der pofitive Kofinus größer 
ift ald der abfolute Werth des negativen oder ihm gleich *); 
Dagegen 


II. 2. Arc c0s.x-FArc cos.y = 2n—Are cos. (zy-V1-x*-V1-y?) 


wenn x und y negativ find, oder, im Falle x und y verfchie- 
dene Vorzeichen haben, wenn der pofitive Kofinus kleiner ift als 
der abjolute Werth, ded negativen, oder ihm gleich **). 

Endlich findet fi: 


IV. 1. Arc cos. x-Arc cos. y = Arc cos. (zy+Vi-x? VI y? y?) 


nn 


- *) Die Gleichung III. 1.) ift nämlich fo lange richtig, ald die Summe 

bes beiden Arcus zur Linken nicht in ben britten ober vierten Quadranten 
fäͤllt, alfo fo Iange ihr Sinus, welder -xyl-y?+y-Vi—? if, nicht 
negativ wird, und dies iſt ber Fall, ſobald der pofitive Kofinus größer if 
als der abfolute Werth des negativen, oder ihm gleih. Und find x und y 
beide pofitiv, dann liegt Arccos.x im erften Quabranten, wie auch 
Arc cos.y; folglih liegt dann bie Summe biefer Arcus ohnedieß nicht im 
britien oder vierten Quadranten. 

*) Sind x und y negativ, fo liegen Arccos.x und Arccos.y im 
zweiten Quadranten; ihre Summe liegt alfo noihwendig im Zien ober Atem 
Quadranten, und es muß daher nun die Form ber III.2) eintreten, weil 
der Ausdruck zur Rechten ein Ausprud ift, der denfelben Kofinus hat und 
im 3ten ober Aten Quadranten liegt, in fo ferne Arccos. nur im 2ten ober 
1ten Duabranten liegen fann (ver Definition zufolge). Haben aber x und 
y verfchiedene Vorzeichen, und iſt der pofitive Koſinus Heiner ald ber abfe- 
Inte Werth be3 negativen, fo ift, wenn Arccos.x=u und Arccos.y=Yv 
gefeßt wird, Sin(utv), nämlich xyi—y?+yyi-x? negativ; baher Liegt 
ut+v jebt wieder im dritten ober vierten Quabranten, und daher kommt es, 
daß jet wieber die Gleichung IU.2. flatt finden muß. 
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wenn y poſitiv und x negativ ift — oder, wenn x und y 
einerlei Vorzeichen haben und y—x pofttiv ift; dagegen hat man 

IV.2. Are cos.x—Arc cos.y = —Are cos. (xy+V1-x?.Vi-y?), 
wenn y negativ und x pofitiv ift, oder wenn x und y einerlei 
Vorzeichen haben und? x—y poſitiv ift *). 

In diefen lettern vier Gleichungen ftellen die Quadratwur⸗ 
zen Vi—z? und VI-y? die Sinuffe von Werthen vor, 
welche in den beiden erften Quadranten liegen; fie dürfen daher 
nie anders ald pofitiv- genommen werden. 


$. 197. 


Da wir «in den 98. 181.183.) für die Logarithmen uns 
endliche Reihen gefunden haben, fo kann man nun auch * x 
und Arctg.x in eine nach ganzen Potenzen von x fortlaufende 
Reihe umformen. Seht man nämlich in der II. des $. 182. 
x flatt z und 2nzei ftatt Zogi, fo hat man augenblidlich, 








| 
L. 7x = mn+s|c- 1y.. Beil 
d.h. = nn t+x—Ir? +15 1274129 in inf., 
. 41 
welche Gleichun 
ch dung T5 
von x, z. B. fü x — p-q.i r. (Cos -Fi· Sin ), ausgerech⸗ 


x auch für einen imaginären Werth 





*) Denn man fieht leicht ein, daß wenn bie Bebingungen bes erfiem 
Falles erfüllt find, dann Sin(u-v), welder = yyi—x?-xyi-y? if, pe 
fitio, der Arcus u-v alfo im erflen ober zweiten Quabranten Tiegen und 
pofitiv fein wird. So wie aber bie Bedingungen bed andern Falles erfüllt 
find, fo wird derfelbe Sinus negativ und derſelbe Bogen u-v muß baber, 
da er nicht in den dritten ober vierten Quabranten fallen Tann, nothwenbig 
negativ fein, übrigens im erflen- oder zweiten Quabranten liegen. 
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net, liefert, fobald r<1 ift, damit die Reihe zur Rechten con» 
vergirt. (S. $. 171.). 

Aus der Gleichung 1. folgt ferner, wenn x beliebig reell, 
aber, damit die Reihe convergire, an fi) angefehen, kleiner als 
Lit, 

_ x2a+l 
ll. Arct.x=S l-1r. 2! 
d. = xIxX’H4x’—Ix2’ 41x? — in inf. *) 


$. 198. 


Man kann hiervon fogleich Anwendungen machen zur Be- 
rechnung der Zahl 7, welche (im $. 156. Nr. 6.) dahin befinirt 
worden ift, Daß z7z die einzige zwifchen O und 2 liegende Zahl 
fei, für welche 

Cos;r=0 und Sinan = 1 
werde. Mittelft der Formeln 


1) Costa = Vıtzar und 2) Sin ja = VS 


berechnet man nun, indem man 37 ftatt x febt 
3) Cos 4rı =yı = 3V2 = Sın int, 
wo die Wurzeln ihre pofitiven Werthe vorftellen, da für alle 
Werthe von x, welche zwifchen O und 477 liegen, Sinx und 
Cos x pofitio werben. 
Daraus folgt aber 
Tg!n = 1 = 0olg in 
und Ir = Arctig.1 = Arc .cotg.1. 
Setzt man alfo in der II. des 8.197. x=1, fo hat man 


*) Da für x<i, Arctg.x<in fein, alfo zwifchen O und 2 liegen 
muß, und bie Reihe zur Rechten offenbar <1 -ift, fo kann die Reihe zur 


Rechten Feinen andern ver Werthe von 5* vorſtellen, als den durch 


Arctg.x bezeichneten. 
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. da=1-344 44H in inf; 
und dies iſt der zuerft von Leibnitz gefundene Ausdruck zur 
Berechnung der Zahl Ar, alfo auch der Zahl r. 

„Die Reihe jelbft convergirt fehr langſam und erfordert eine 
zu große Anzahl von Gliedern, um 77 etwa bis auf 7 Decimal- 
fielen genähert zu liefern. Euler bat daher zwei Bogen u 
und v, fo geſucht, daß 

Tgu=y; m Tgv=, 
wird; denn dann findet ſich 


Tg (u--v) = _TgutTgv_ = 1, 


1—-7Tgu-7gv 
alſo ufv=Artg1=}4n, 
während u=Artg.43 und v= Arctg., 


if. Sept man daher in II. zuerft 4 ſtatt x, um u zu erhalten, 
dann ebendafelbft 4 ftatt x, um v zu erhalten, fo bat man 
zuletzt: | - 

1 1 1 1 233 
gg rag gr tg in dal 








me aaa 
enggetgge rg tgge in hal, 
welche beine Reihen viel fehneller convergiren. 

Man Tann au, indem man in 1.) und 2.) I flatt x 
feßt, Cosin, Sin!n und Tgtr berechnen und man findet 
_ Vz? 

Tan = Varna = 1472: 
hierauf fann man diefen Werth flatt x in die Reihe II. des 
8. 197. feßen und fonach 47. und 7. finden. 
Man kann aber auch 47 in drei unbefannte Theile u, v 
und w zerlegt fich denken, fo dag urvtw=4n if 
und Tg (utv-tw) = Tgut+Tgv+Tgw-Tgu-Tgv-Tgw_, 


1-Tgu-7Tgv-Tgu-7gw-Tev-Tgw 
wird. Man fucht dann Werthe von. Tgu,. 7Tgv und Tgw 


348 Bon den logarithmiſchen Funkt, Kap. VIILS. 198. 


auf, welche diefer legtern Gleichung genügen, fett ſolche flatt x 
in die II. des 8. 197. und findet u, v und w, alfo Ir in 
drei convergenten Reihen audgedrüdt. 

Durch analoge Mittel bat man aber die Zahl = bis auf 
261 Decimalftellen auegerechnet·, von denen die erſten 15 fol- 
gende find, nämlich 


T= 3, 14159 26535 89793 in inf. 


Anmerkung 1. Der Ausprud — log (VIZR°+x.i) 


fann zur Zeit, und ohne Differenzialrechtung zu verwenden, - 
nicht fo bequem in eine Reihe verwandelt werben, welche nach 

Potenzen von x fortläuft.e Wollte man daher jetzt ſchon 

y=Arcsin.x in eine Reihe verwandeln, die nach Potenzen 

von x fortläuft, jo könnte man das Umfehrungsd- Problem ($.123.) 

anwenden und 


y- A. Ant tAucth in inf. *) 
mit unbeftimmten Koeffizienten A,, As, As, Ar, x. ı. als 
nehmen, biefe Reihe ftatt y in die Gleihung x = Siny, d. h. 
in die Gleichung 


jubftituiren, in dem nach Potenzen von x georbneten Endrefultat 
aber die Koeffizienten von x! oder x links und rechts einander 
gleich, Die übrigen Koeffizienten von x?, x®, x7, x. ıc. aber 
—=0 feßen, und aus den entftehenden Gleichungen die Koeffi- 
zienten A,, A,, A,, A,, x. felbft finden. 

Dan erhält dann 


Arcsin.x=x47z° tan tue + in inf 


*) Daß die Reihe für Arc sin.x nur ungerabe Potenzen von x ent⸗ 
halten kann, folgt daraus, daß fie font nicht der Gleichung 
Arc sin.(-x) = -Arc sin. x genügen koͤnnte. 


» 
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y lin y+ 
ober ro Sin. x a, al 
Diefes Berfahren ift aber erftend mühfam .und zweitens fehr 
wenig genügend, weil dad Geſetz, nach welchem die einzelnen 
Koeffizienten fortgehen, auf diefem Wege durchaus nicht in die 
Augen fällt, wenigftend nicht mit Nothwendigfeit. Man muß 
daher dieſes Problem, um es gründlich loͤſen zu koͤnnen, bie zur 
Anwendung der Differenzialvechnung verfparen. 

Anmerfg. 2. Wir haben (im $. 175.) gefunden 


1) dg(p-rgi) = Lr+QnnpWi, 
wo r=-+Yp’+qg?. und Cog= - Sng=-1, fo wie 


p felbft nur eindeutig ift und zwifchen — und — liegt. 
Statt dieſes Reſultats, welches ſchon Euler gegeben hat, findet 
man bei einigen Schriftſtellern (unter andern bei Cauchy S. 
Cours d'analyse. 1821.) dieſes andere 


2) log(p+g-i) = 





wobei wir unfere hiefige Bezeichnungsweife gebrauchen. Diefer . 


legtere Ausdrud zur Rechten, enthält aber dann Doppelt fo viele 
Werthe, ald er enthalten darf, nämlich außer den Werthen von 
log (p+g-i), auch noch die Werthe von Zog(—p—qg-i), worauf 
wir hier den Anfänger noch aufmertſam machen wollen. Es iſt 


nämlich ganz richtig aus Sin p 1 und Cosp = * ge⸗ 


folgert T* ne folglich ift ꝙ ein Argument oder Arcus, 


14 
deſſen Tangente — I. aber ale Wertbe von — — find 


audgebrüdt duch un-t-Arc tg. FL wo u fowohl O als auch 

jede pofttige und negative ganze Zahl vorſtellt. Alfo ift die 

Gleichung 2.) feine andere als diefe: " 
3) log (p-q.i) L Hemd Arc tg. >) ei. 
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Iſt nun p pofttiv, fo ift Arc tg. * mit q zugleich poſitiv oder 
negativ und im erften Quabranten, mithin genau der Werth 9 
in 1.). Die Gleihung 3.) liefert daher nicht bloß alle Werthe 
in 1.) zur Nechten, indem man u =2n nimmt, jondern auch 
noch (indem u = 2n*1 genommen wird) die Werthe 

Lr+ (2nntn+Are tg. =) ei 


in fo ferne wir auch = ſtatt ſchreiben koͤnnen. Dies 


find aber genau die Werthe von Zog(—p—g-i) für den Fall, 
dag p pofitiv, alfo —p negativ iſt. Denn berechnet man lettere 
nach der Nr. 1.), indem man dafelbft —p flatt p, und —q 
ftatt q feßt, fo liegt p im zweiten Quadranten und ift mit —q 


zugleich pofitiv oder negativ. Iſt aber —q pofitiv, fo ift =, 
negativ, folglih Arc tg. > negativ, und beshalb 
p = n-+-Arc 18. Z,; und ift —q negativ, fo ifl > poſitiv, 


alſo auch Arc 18. pofitiv und dann ift = —n+-Arc 1... 
Ganz analog führt man die Behauptung für den Ball durch, 
wo p negativ fein follte. 
Die Gleichung 2.) würde daher nur dann eine vollkommene 
(richtige) Gleichung fein, wenn man fie fo fchriebe: 
1 


4) belttai] = LH FR Hi 








Neuntes Rapitel. 


- Bon den geometrifchen Sinus und Koſinus. 


Dorerinnerung. 


Wir haben bereits (in der zweiten Abtheilung des vorhergehen⸗ 
den Kapitels) darauf aufmerkſam gemacht, daß man in der 
fpäteren Anwendung der Analyſis und namentlich der Integral⸗ 
rechnung auf Geometrie und auf das Problem der Rektififation 
der Kurven, zu folgenden Refultaten gelangt: 

Wenn (Big. 4.) der Radius CG=ClCA=lE=1 if, 
und der Winkel ACE durch den Bogen AE=x aucgedrůat 
wird, ſo findet man 


AB =. 42 - w.x. d.h. AB= Sinx 


und . BC=1-24+2 — w.ı. d.h BC= (osx; 


d. 5. die Linien AB und BC, wenn fie mit einem Maaßſtabe 
gemefien werden, welcher den Radius, AC zur Einheit hat, geben 
diefelben echt gebrochenen Zahlen zu Maaßen, welche man auch 
erhält, wenn man den Bogen AE mit derfelben Einheit mißt, 
das dadurch erhaltene Maag x aber, in die beiden unendlichen 
Reihen, weldhe wir Sinx und Cosx genannt haben, ftatt x 
ſubſtituirt und die Reihen felbft ausrechnet. — Daher die ge 
fchichtlichen Benennungen „Bogen”, „Quadrant”, u. f. w. 





| AB Sinx 
Daß dann, wegen CE=1, nod DE = BC Cox 
= Tgx — und, wegen CG=1, a GH= or = AB 
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— = = — Cotgx jein müffe, verſteht ſich von ſelbſt, ſobald 
man CG und DE fenfredht auf CE, und GH wieder fenfrecht 
auf CG ſich dent. 


Will man aber früher fchon, ehe man durch Anwendung 
der Integralrechnung zu den eben angeführten Refultaten gelan- 
gen fann, von denfelben Gebrauch machen, fo muß man den 
umgefehrten Weg betreten, nämlich von tiefen fperiellen Werthen 
AB, BC in ihrer geometrifchen Abhängigfeit vom Bogen AE= x 
ausgehen, — aud dem geometriſch anfchaulichen Gefeg, nach 
welchem AB mit dem Bogen AE zugleich wächſt, dagegen BC 
abnimmt, Gigenfchaften dieſer Werthe AB, BC ableiten, — 
dann aber allgemeine Funktionen von x auffuchen, welche 
diefelben Eigenfchaften haben, — und zulegt nachweifen, wie 
die Werthe AB, BC nichtd anders als befondere Werthe diefer 
legteren allgemeinen Sunftionen von x find. - 


Es ift Died der gefchichtliche Weg, nur daß derſelbe in den 
meiften Lehrbüchern der fogenannten Trigonometrie in der Regel 
wiſſenſchaftlich dadurch ſehr getrübt ift, Daß man negative Win- 
fel, negative Linien und allen jenen Apparat mit hineinzieht, 
der und ein Lächeln abzwingt, wenn wir auch vor der Gefchichte 
alle Ehrfurcht haben, weil fie und zeigt, wie der forfchende 
Geiſt des Menfchen, felbft durch Irrthümer hindurch fih zum 
Höheren und zu dem Höchſten unaufhaltfam aufichwingt. — Iſt 
jedoch einmal der Lauf durchgemacht, das Ziel erreicht,- dann 
wird es geradezu lächerlih, wenn man auch die durchlaufenen 
Irrthuͤmer mit dem größten Ernſte ald unabweisbare Nothiwen- 
digfeiten reproducirt fieht. 

WIN man aber vom Befonteren zum Allgemeinen fich er 
heben, fo muß ed bald und fchnell gefchehen, und nicht erft, 
nachdem man mehrere befondere Begriffe neben einander binges 
ſtellt, ja vielleicht fogar dieſe letzteren bereit mit einander in 
Berbindung gebracht hat. Je länger gezautert wird, defto ſchwe⸗ 
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ter wird ed, die Einzelheiten ſtreng wiffentchaftlich zufammenzus 
halten, und den allgemeinen Begriff herzuftellen. 

Namentlich muß man in dem jebt betrachteten Falle nie von 
andern ald von fpiken Winfeln ausgehen, und wenn Summen 
x+z, oder Differennen x—z von folhen Winfeln betrachtet 
werden, jedesmal unbedingt voraudfegen, dag x+z und x—z 
wieder wirkliche Winfel und fpige Winkel vorftellen. Die 
nachftehenden Paragraphen werden dies nun in ein naͤheres Licht 
ſetzen. 


$. 199. 


Wir drüden hier ein für allemal jeden Winfel nie in Gra⸗ 
den (Minuten, Sekunden) aus, fondern ftetd durch die Länge 
des, zwifchen feinen Schenfeln mit der Einheit des Maapftabes 
befchriebenen Bogen. 


If nun auf diefe Weife der ſpitze Winkel ACB. (#ig. 1.) 
durch den Bogen x audgevrüdt, und fällen wir von dem einen 
Schenkel defielben auf den andern die Graden AB, A,B,, 
A,B,, xx. ıc. fenfrecht, fo find die entftehenden rechtwinkligen 
Dreiede alle einander ähnlich, die Seiten derfelben proportionirt, 
und daher die beiden Quotienten 


— und — , | 
immer bezüglich von demfelben Werth, welche der: Hypothenufen 
man durch b bezeichnet, wenn nur gleichzeitig die zugehörigen 
beiden Katheten durch c und a bezeichnet werden. Diefe Quo⸗ 
tienten ändern fich alfo nur mit dem. Winfel x, d. h. ſie find 
einzig und allein von dem Winfel x abhängig, und wir nennen 
fie bezüglich die geometrifchen Sinus und Koſinus von x, 
und bezeichnen fie, um ſolche von den (fm $. 145.) definirten 
Sinx und Cosx (welche bloße Buchftaben-Austrüde und im 
Allgemeinen ohne alle geometrifche Hedeutung find) zu unter⸗ 
heben, bezüglich durch | 
23 


- * 
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SAX UNd cosx *). 
Wir haben alſo 


| 8. 200. | 
Iſt nun (Fig. 4.) der Radius des Kreiſes — 1, der Bo- 
gen AE (aljo der Winfel ACE) =x, fs hat man. .- 


AB AB 
inx=70=7 AB 

BC BC 
- und osx=;=7=B6; 


d. h. werin man die Längen AB’ und BC mit einem Maapftabe 
mißt, welcher den Radius AC zur Einheit hat, fo erhält man 
diefelben echten Brüche, welche wir im $. 199. bezüglich durch 
sinx und cosx bezeichnet haben. 
Für jeden fpigen Winkel ift daher nach dem pythagvriſchen 
Lehrfatze 
(Ole . (sinz)’-+(cosx)? = = nu 


nn | 8. 201. 

Sind (Big. 2.) DEE=x und ACD=y und ACE =ıty 
drei fpige Winkel, fo ift (nach $. 199., wenn AD fenfrecht auf 
CD gedacht und BEDF ein Rechter » 


N = AT ao — AO actac 


_AF AD DE CD 
= Foto‘ a 


*) Der Unierſchied beftcht bloß barin, daß diefe neuen geometriſch en 
Begriffe durch kleine Anfangs⸗Buchſtaben ſich von den im vorigen Kapitel 
behandelten Funktionen von x (Buchflaben-Ausbrüden), — welche wir 
immer mit großen Anfangs-Buchflaben geſchrieben haben und ſchreiben wer⸗ 
den, — unterſcheiden. — Dieſer Unterſchied, wenn er ſtreng aufrecht 
gehalten wird, iſt ausreichend. 
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d. h. es iſt allemal: 
1. sin(<+y) = sinx»cosy-4-cosx: siny. 
Eben fo findet fich aber 
BC _CE-DF CE: DF 
xt) ic" a0 " Ac ac 
_CE CD_DF AD 
CD AC AD TG = 0X J-Hinx-siny; 


d. 5. es ift allemal 
II. cos(z--y) = COX» Yin nny. 


Sind ferner (Big. 3.) ACB=x und DEB=y wm 
ACD=x—y drei fpige Winkel, — iſt ferner die Gerave AE 
fenfrecht auf CD gezogen und BEDF ein Recdhted; fo hat man 


. AD AE-BF AE BF 
may) oT a0  TAC AC 
_AE, AB BF „BC 

.- TAB AC BC AC 





= C08Y- SINX—SINY- corx; 
d. h. 
m. sin(xX—Y) = NBX-C0s y—COsX «+ SinY. 


Zerner findet ſich 
CD _ CF+BE CF 


cos(x—y) = a —— 
__CF BC | BE AB u, 
5 "ACctaB‘ A” cosy+-cosxt+siny - sinx; 
d. h. 


IV. cos X-V) = cosx · cosy-Fsinx + sin y. 

Addirt und fubtrahirt man die I. und die III., desgleichen 
bie II. und die IV. zu und ‚von einander, fo erhält man noch: 
V. sin(x+y)+sin(x—y) = 2sinx«cosy; . 
VI. Sin (;xX-VY)- sin(x—y) = 2cosx- siny; 
VII. cos (<—y)-+cos (x4-Y) = 2cosx »cosy; 


VIII. cos (X—Y)— cos(x+y) = 2sinx»siny, 
23* 
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wenn nur x und y und x+ty und x—y lauter fpite Winfel 
find (die man fih jedoch durch den Bogen für den Radius 1 
gemefien denkt, fo daß x und y und x-y und xy Bogen 
längen vorftellen, welche alle größer ald 0 und kleiner als die 
Länge des Viertelöfreifed find, defien Radius = 1 if). 


$. 202. 

Die geometrifche Abhängigkeit, welche (Fig. A.) zwifchen 
dem Bogen AEK und feiner Sehne ABK ftatt findet, oder zwi⸗ 
fhen Hälften derfelben, nämlich zwifhen AE=x um AB=u; 
— eben fo auch die geometrifche Abhängigkeit zwifchen AE=x 
und BE=v, — jede diefer beiden Abhängigkeiten muß ſich 
ducch eine Gleichung zwifchen u und x, und zwifchen v und x 
ausdrüden laſſen. Diefe Gleichungen fönnen nah u und nad) 
v aufgelöft gedacht werden. Es muß alfo einen Buchftaben- 
Ausdrud in x geben, vefien Werth die zu den Werthen von x 
zugehörigen Werthe von u find; und eben fo muß ed einen an- 
dern Buchſtaben⸗Ausdruck geben, defien Werthe die won v find. 

Auf der andern Seite haben wir bereitd unendliche, nach x 
fortlaufende Reihen gefunden, welche die charakteriftiiche Eigen 
[haft der Produkte a-a-a ++ von x Faktoren hatten, und unter 
biefen haben wir dann wieder diejenige herausgeſucht, welche 
diefem Produkte gleih war. Da wir nun in VII. des $. 201. 
eine charafteriftiiche Eigenfchaft des geometrifchen Koſtnus aus⸗ 
geſprochen ſehen, fo Fönnen wir jegt auch, jenem Vorgange 
folgend, zunächft eine Reihe R, fuchen, welche nach x fortläuft, 
und welche mit cosx die in VII. des $. 201. außgefprochene 
charakteriſtiſche Eigenfchaft gemein hat, nach welcher 

1)  Ru-ytRery = 2ReR, 
wird, oder mit andern Morten, wir können, wenn wir dieſe 
Reihe mit unbeſtimmten Koeffizienten annehmen, etwa 

2) R=S[A+x], | 
die Koeffizienten Ao, A, Ay, As, ⁊c. ı. dieſer Reihe fo 
fuchen, daß 
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3)  S[LAs@-y’]+SLAsz+y)’] = 2SLAx}]-S[Asy’] 
wird. Nachher Tann man dann weiter fehen, ob und unter 
welchen Umftänden die fo gefundene Weihe dem geometriſchen 
cosx auch gleich werden kann. 

Man bildet zu dem Ende, indem man in 2) x—y ſtan x 
ſetzt, die Reihe R,_,; aus letzterer dann, dadurch daß man —y 
ſtatt y fubftituirt, die andere Reihe Ryy. — Denkt man fich 
num die Botenzen von x—y und xy nad) dem binomifchen 
Lehrfage entwidelt, und denft man daran, daß die ungeraden 
Potenzen von y in den Reihen R_, und Rx,,, mit enigegen» 
geſeztem Vorzeichen vorfommen müſſen, daß fie alfo aus der 
Summe R._ytRery : ganz herausfallen, fo folgt, daß in der 
Gleichung 1.) oder 3.) zur Rechten ebenfalls Feine ungeraden 
Potenzen von y vorkommen können, daß alfo'bie Reihe R, oder 
S[Asy’] nur gerade Potenzen von y enthalten kam. — Wir 
finden alfo die Hälfte aller Koeffizienten = 0; es ift nämlich) 

Asıı =0, für jedes b, welches O oder pofitiv ganz ift. 
Wir haben daher nun 

4) Rr=S[Ayx], 


alfo, nach dem binomifchen Lehrfage, 


! 
R,_, = S[Au(z-y)*] = bc hr] 


<+b == 25 





und 





cd F 

Addirt man nun dieſe beiden letztern Gleichungen, ſo heben ſich 
zur Rechten die Glieder mit den ungeraden Potenzen von y weg, 
während die übrigen doppelt werden; ſchreibt man daher 28 
ſtatt d (wodurch man eben nur die Glieder bekommt, welche 
fich nicht wegheben), fo fann auh c= 26-25 nur gerade 
werden, fo daß man auch gleich 2c fait c (reiben fann; und 
man erhält 


Rurr = = S[As&+9”] = -SjAna 2b)! er | 
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| J 2) er 
| 5) R.- Raævy = * a a“ y» | 


wo uͤberall auch 2cHFB ftatt 26 gefchrieben werden kam. 

Auf der andern Seite hat man (wenn in A. c flatt b, und 
nachher noch Y ftatt x und gleichzeitig d ftatt b gefeht wird) 

6) ZRy-R, = 2S[ Ay As x?'y??]. 

Damit nun die Ausdrüde zur Linken in 5.) und 6.), d. h. bie 
Ausdrüde zur Rechten in 5.) und 6.) einander gleich werben, 
muͤſſen die unbeftimmten Koeffizienten Ao, As, Au, As, ı. ı. 
jo angenommen werben, daß für jeden Werth von c und d, 
welcher 0 oder (pofttiv) ganz ift, 


2 (2c+20)1 
(co)! od)! 


wird. Ob und wie ſoches möglich iſt, ſoll num ſogleich unter⸗ 
ſucht werden. 
Setzen wir mnachſt c=5=0:.(m 7.), ſo ethalten wir 
A, = A,° «A, 0 - 
und biefer Gleichung wird genügt durch Die Annahme 
8) "A=l 
Segen wir nun bloß »=1 (in T.), 10 erhalten wir 
9. EHDÖHN 12 = Anrdı = Auch 


Agua = Ay Ay 


wenn wir ber Bequemlichkeit wegen, ſetzen 
40) A,=b, wo b ganz unbeftimmt bleibt. 

Sepen wir nun in 9. ſtatt c nach uud nach 1, 2,.3,. 4,“ 
n—1, multipliciren wir alle einzelnen entftehenden Gleichungen 
links und rechts mit einander und dividiren wir die. nun entflan- 
dene Gleichung links und rechts durch AsAuchs —* Asia) fo 
ergiebt ſich | 


1m 2 





Au=bt d.h. 3 
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wodurch alle Koeffizienten A,, A,, As, As, in inf. in b aus 
gebrüdt find, während b ganz unbeftimmt bleibt. 
Setzen wir aber in 11.) ftatt n vs und nach c, d und 
c+d und fubftituiren wir diefe Werthe in die Gleichung 79 ſo 
geht jene uͤber in 


(2425)! „_@byr ‚_ (2b): 2b). 

TI Ro)T (ehe) A! Be. 
und dieſe ift offenbar eine identifche. Wir haben alfo in den 
Nummern 8.) und 11.) alle Koeffizienten fo beftimmt, daß das 
Problem ohne. allen denkbaren Widerſpruch gelöft ſich findet; 
und nur b allein bleibt unbeftimmt, fo daß man b beliebig und 
immer ander& und anders annehmen fann und man bat boch 
jedeömal eine Reihe R,, welche die in 1.) audgefprochene Eigen: 
ſchaft des (geometrifhen) cosx hat und dieſe Reihe ift allemal 


12) Bes |. 





$. 208. 


Suchen wir nun eine Reihe - T,, weldhe nah x x fortläuft 
und welche. die in der Gleichung VI. des $. 201. audgefprochene 
Harakteriftifche Eigenfchaft des (geometrifchen) sinx hat, wenn 
‚Rx flat .cosx gefegt wird, d. 9. welche ber Gleichung 
9» Very Te = 2Rr- T, | 
genügt. — Diefe Reihe T, kann nur ungerade Potenzen von x 
enthalten, da ſich bei dem Subtrahiren zur Linken alle geraden 
Potenzen von y wegheben, fo daß alſo auch T, zur Rechten 


nur ungerade Potenzen von y entalten lann. — Wir ſetzen 
daher 
2) 5 T. * SCH +1] 


und wir Baben dann 


3). : T = SICA.- — — ir HN), r| 


8 = 1 








SEO Bon ben geometriſchen Ray. IX. 8.203 


) Tay- or — 
+ = 2 +1 





Subtrahirt man nun dieſe beiden Gleichungen von einander, ſo 
heben ſich rechts alle geraden Potenzen von y weg, die übrigen 
Glieder werden doppelt, man kann fogleih 25-1 ftatt d eben, 
und weil dann ce = 2b-+1—(25-41) = 2—25 "nur gerade 
wird, fo fann man auch fogleih 2c ftatt c ſchreiben und man 
erhaͤlt 


ao! ZEN! 


wo van überall ſtatt b gefegt werben darf. 
Auf der andern Ceite hat man 

6) 2n «1, = en met] 
Damit nun diefe Ausprüde zur Rechten einander gleich werben, 
muß man der Gleichung 

y 2rRH!,. — 2b 

‚se. (2)! (25-1)! 2-21 (2e)! p 1.97 95 Eger 
für jeben Werth von c und von d genügen, welcher 0 ober 
poſitiv ganz iſt. 

Für «d -0 erhält man C, = C,, fo daß C, ‚ganz 
unbeftimmt bleibt und wir feßen 

5) C,=a, mo a ganz unbeftimmt iſt. 

Für c=1, erhalten wir aus der Gleichung 7) 
.:9 :. 2d+2)(2043).CH,3 = 2b-Carı. 

Seen wir nun bier ftatt d nach und nach 0, 1,2, 34 .. 
n—1, multipliciren wir dieſe einzelnen Gleichungen mit einander 
und bivibiren wir die nun entitandene Gleichung durch 
C. CC, vo Can-i, fo erhält man 


10) (ni)! Car (2b). a, dh. Can = 


Y TurTır= fon „HN! _ | 


(2b)".a 
On-+1)1 
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und die gefuchte Reihe T,, welche mit der Reihe R, in Ber: 
bindung, die in den Rummern VI. und VII. des 8. 200. aus 
gefprochenen Eigenfchaften haben, wenn ſolche daſelbſt bezüglich 
flatt sinx und cosx geſetzt werben, ift daher jebt 


11) . T, = la zur]. *) 





8. 204. 
Seten wir nım biefe Reihen T, und R, (aus $. 202. 


Rr. 12. und 8. 203. Nr. 11.), flatt sinx und cosx in die VII. 
des 8. 200., fo erhalten wir 


(2b) ‚1..[@b i 
s|anr® (x— y) H- > (x+y)? | 
_ a-(2b , a-(2b)® , 
2 la] 
‚oder, wenn wir auf (xy) und (x+y)” ben binomifchen 
Lehrſatz anwenden und dann fubtrahiren, — zur Rechten” aber 
multipliciren, 


(2by+d+1 | 
s SH) | 





= | a?(2b)r+ . 4 
rn 5 | 
und diefe ‚Gleichung wird eine identische, fobald 


*) Da die Aufgabe felbft nur dann Feinen Widerſpruch in fich ſchließt, 
wenn bie Koeffizienten C,, Ca, Os, 2. 1°. fo gefunden find, Daß bie Glei⸗ 
Kung 7.) für jeden Werth von c und für jeden Werth von d, welcher O 
oder pofitio ganz iſt, iventifch wird, — jo muß man vorher noch die in 10.) 
gefundenen Werthe biefer Koeffizienten, alfo bie Werthe von 


Cor und Car 


in die Gleichung 7.) fubflituiren, (wie wir ſolches auch im vorhergehenden 
VParagraphen geihban haben) und zufehen, ob biefelbe wirllich identiſch wird. 
Dies iſt aber der Fall. 
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H 2b = —a? 
genommen wird, wodurch noch b in a beftimmt if. 
Wir Haben alfo nım gefunden bie Reihen 


) R= sl-1r-am- >| 





+ 
3) = sl .a2c+l, rm] 


welche die Eigenfchaft haben, taß wenn fie bezüglich flatt cosx 
und sinx in die Gleichungen VI, VII. und VIII. des $. 200. 
gefegt werben, ibentifche Gleichungen erſcheinen, währen a wie 
x (und y) ganz beliebige Ausdrüde find, reelle wie imaginäre. 

Aber man überzeugt ſich auch fogleich noch fehr leicht, daß 
auch die Gleichung V. des $. 200. eine identijche wird, fobald 
die Reihen R, und Tx flatt der dortigen cosx und sinx bezũg- 
lich gejegt werten. 

Deshalb werden audy bie Gleichungen IAIV. des s8. 201. 
identiſche, ſobald dieſelben Subſtitutionen vorgenommen werden; 
weil aus den Gleichungen V.-VIII. die 1.--IV. heworgehen, 
wenn man erſtere paarweiſe zu einander addirt oder von ein- 
ander fubtrahirt. Die gedachten Reihen R, und T, haben alfo 
alle charakteriftiichen Eigenfchaften ter (geometrijchen) cosx und 
sinx, obgleich a im ihnen ganz beliebig reell oder imaginär 
gedacht werben fann, eben fo wie x. 

Suchen wir nın noch den Werth von a, für welchen bie 
Werthe der Reihen R, und T, mit den Werthen ber (geome- 
triſchen) cosx und siax zufammenfallen, fo oft x pofitiv nnd 
Kleiner ald der Biertelöfreid gedacht wird. 

Wir wiflen aus der Elementar-Geometrie, daß (Fig. A.) 
die Sehne ABK ihrem Bogen AEK deſto näher rüdt, je Feiner 


u 
beide werben, daß alfo der Quetient Aer, ober ZABK 
2. h. gnXx 


AEK' AAEK' 
endlich Klein gebacht wirt. Soll alfo die Reihe Tx d. h. 





der Einheit unendlich nahe kommt, wenn x uns 


Kay. DI.5.204. Sinus und Koſinus. | 363 


ax? ad a’x? 
ax I rt par trin inf. 
dem sirsx gleich werben können, fo muß man a fo nehmen, daß, 
wenn folche durch x dividirt wird, der Quotient 
a’x? | a’x‘ a’x‘ 
a-7,- +77 3777] —— + in inf. 
der Einheit unendlich nahe rüdt, fobald x unendlich Flein ges 
dacht wird. Deshalb wird 





4) a=1; 
und man bat nun gefunden u ' 7 
5 : S j xaa+l 203 t, 
Ne re) 


6) cox æ sfe-1- at] 
fo oft x irgend ein Bogen if (im. Kreife deſſen Radius *1), 
welcher einen ſpitzen Winkel ausdruͤckt. 

Da nun dieſelben Reihen (zur Rechten in 5. und 6.) die⸗ 
jenigen ſind, welche wir in der zweiten Abtheilung des vorher⸗ 
gehenden Kapitels mit Sinx und Cosx bezeichnet und unter dem 
Namen der (allgemeinen) Sinus und Kofinus behandelt haben, 

— fo folgt: 
A) die geometrifchen Sinus und Kofinus von x find 

die Werthe, welche die allgemeinen Sinx und’ Cosx 

(d. h. dieſe unendlichen Reihen) annehmen, wenn flatt x 

der Bogen gefegt wird (In dem Kreife deſſen Radius = -1), 

welcher irgend einen fpigen Winkel ausdrüdt. 

B) Die Zahl Ar, welche wir al8 die Fleinfte pofltive | 

Zahl definirt haben, deren allgemeiner Koſinus — O und | 

Sinus =1 iſt, ift zu gleicher Zeit die Länge bes Viertels⸗ | 

kreiſes; — die Zahl Ä 

nn = 3,14159 «+ (S. 6. 198.) 
ift alfo die Länge des Halbkreifes, — weil der Bogen x 


364 Von den geometrifchen Rap. IX.8.205. 


noch immer einem fpigen Winfel entfpricht, wenn er nur 
um unendlich wenig Feiner ift als der BViertelöfreis. 


0) Dadurch wird aber die Benennung Quadrant“, im 
vorhergehenden Kapitel ganz Iventifch mit der’ Länge ' des 
' Biertelöfreifes, defien Radius = 1. : 


$. 205. 


Definirt man nun die geometrifihen Sinus und Kofinus 
aller rechten, ftumpfen, geftredten und erhabenen Winkel x (im 
Bogen für den Radius 1 audgedrädt) Tahin, daß "man die 
MWerthe der allgemeinen Sinx und Cosx darunter verfteht, die 
fie annehmen, wenn ftatt x bie Länge dieſes, den Winkel aus- 
drüdenden Bogen gefegt wird, fo fann man aus den (in den 
88. 157.160.) gefundenen Refultaten nun ſogleich folgern: 

. 1) Der Sinus des ftumpfen Winkels A,CE (Big. 5.) if 
bfe Länge A,B,; denn er iſt * Sin(n—A, CE) — Sin A,CF 
(nach $. 160. 1.). ' 

2) Der Koſinus deffelden flumpfen Winkels if die Länge 
CB,, aber negativ genommen (nach $. 160. 1.). 

3) Der Sinus und ber Koſinus des geſtreckten Winkels iſt 
bezüglich = Sins und = Cos, d. h. (nach 8. 159. NRT.5.6.) 


bezuͤglich —0 mw =-1. 


4), Der Sinus. des erhabenen und im dritten Quadranten 


liegenben Winkels A,CE ift die Länge der Linie A,B,, aber 


negativ genommen (nach $. 160. III.); denn er ift 
= Sin(n+A,CF) = — Sin A,CF. 


. 5) Der Kofinus defielben erhabenen Winkels ift die Länge 


‚CB, , aber negativ genommen (nad) $. 160. III.). 


6) Der Sinus’ und der Kofinus ded erhabenen Winfeld 
D,CE(=!n) ift bezuͤglich —1 und O (nad 8.159. NN. 7. 8.). 
7) Der Sinus des erhabenen und im vierten Quadranten 
liegenden Winkels A,CE iſt die Länge A,B, aber negativ ges 
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nommen; denn er it = Sin(2nn—-A,CE) = —SinA,CE (nah 
8. 160. II.), wenn bier zufegt unter A,CE der ſpitze Winfel 
verftanden wird. 


8) Der Kofinus defielben erhabenen Winkels iſt die ‚Länge 
CB, ohne alle- Veränderung, denn er ift (nach $. 160. II) dem 
Kofinus des ſpitzen Winkels A,CE gleich. 


Anmerkung. Alle diefe Reſultate Jafien fich, zur Hilfe 
für das Gedaͤchtniß, auf folgende Weife zufammenfaffen: 

Man.denft fich eine fefte, unbewegliche Gerade FCE (Fig. 51); 
anf felbiger einen beweglichen Radind CE, der fih um C dreht 
und deſſen Endpunkt E nad und. nach die Kreiöbogen EA, 
EAA,, EAA,D, EDA,, EDF, EDFA,, EDFD,, EDFA, ıc. ıc. 
bejchreibt; — dann zeigt fih der Sinus diefer Bogen ſtets als 
die Länge der fenfrechten Linie, welhe vom Endpunkt des 
Bogensd, gegen die unbewegliche Gerade FCE hin gezogen wer⸗ 
ven kann, und pofitiv oder negativ genommen, je nachdem dieſe 
Gerade von oben (d.h. von A, A,, D, A,) nad) unten, oder 
von unten (d. h. von A,, D,, A,) nad) oben bin gezogen ge- 
dacht worben ifl. — Der Koſinus dagegen eines jeden biefer 
Dogen (db. 5. diefer Winfel) zeigt ſich als das, was dieſe eben 
gedachte fenkrechte Linie von: der unbeweglichen Geraden FCE, 


vom Mittelpunft C an gerechnet, abſchneidet und pofttiv over , 


negativ genommen, je nachdem dad abgefdmittene Stück, vom 
Mittelpunft ab, rechts hin liegt, oder nach der entgegengeſetzten 
Seite zu. 

Man denkt ſich dann auch, daß der bewegliche Radius noch 
einen oder mehrere ganze Umlaͤufe macht, ſo daß der Endpunkt 
die Bogen 2n, An, br, x. x. noch Dazu beſchreibt (zu dem 
ſchon befchriebenen Bogen x. Derfelbe Endpunkt fommt dadurch 
auf diefelbe Stelle zuruͤk, wo er war, ald er ven Bogen x 
bereitd befchrieben hatte; und fo hat man ein Gedaͤchtnißhilfs⸗ 
mittel, durch welches man fefthält, daß weder Sinx no Cosx 
verändert werben, wenn x um 2nrz vermehrt ober vermindert wird. 


| 
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— 8. 206. 

Die ſpaͤter (in der Anwendung der Analyſis, in's Beſondere 
der Integralrechnung auf die Geometrie) zu loͤſende Aufgabe der 
„Rektifikation der Kurven” (d. h. die Aufgabe: die Länge eines 
Stuͤckes einer beliebig gegebenen Frummen Linie, in die Längen 
folher geraden Linien ausdrüden, welche die Endpunfte ver 
erfteren beſtimmen) ift nun aber durch das vorftehende für Die 
Kreislinie, deren Radius 1 ift, bereitd mit gelöft; denn es ift 
nun offenbar, wenn wir die Bezeichnung und die Säte des 
vorhergehenden Kapiteld und die Fig, 5. zu Hilfe nehmen: 

1) Bog. AE= Aresin. AB = Arc eos.CB; 
2) Bog. ED = Arc sin.1 = Arc cos.0 = In; 
3) Bog. EDA, = n-—- Arc sin. A „B, = Arc cos. (—-CB,) *); 
4) Bog. EDF=n; 
5) Bog. EDFA, = n+Arc sin. A;B, = n-+-Arc cos. CB, ; 
6) Bog. EDFD, = 27; 
7) Bog. EDFD,A, =2n_-Arc sin. A,B, =2n-Arc cos. CB, ; 
8) Bog. EDFD,E = 2. 


Und da Arcsin.x= Arc ig. —— iſt, fo faın man 





va 
Arc sin.x entweder aus einer Zabelle ent entnehmen, oder direkt 
nach der (im $. 197.) gefundenen Gleihung 
Arc tg.2 = 2-12°-+1z2’—z’- in inf. 
berechnen, wobei wieder alle Die Mittel angewandt werden müffen, 
die wir im vorigen Kapitel angedeutet haben und ähnliche, um 


*) Es giebt Feine negativen „Größen“, alfo auch Feine negativen „Linien®. 
Die Gerade CB, wird daher nur durch eine abfolnte Zahl ausgebrädt. Die 
Form —CB, (d. h. die angezeigte, alſo gedachte, mübin wirklide Sub 
traltion O-CB,) haben wir unter dem Namen einer „negativen Zahl“ in 
die „Rechnung“ eingeführt; und re cos.(-CB,) ift der Werth des einden- 


tigen Jogaritbmifchen Ausbruds — 2 .L(-0B,+yI-(CB,)° ei), welcher 
umgeformt, und in ber neuen Som berechnet” werben Tann. 
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die Berechnung bis zur gewuͤnſchten Annaͤherung moͤglichſt ſchnen 
umd bequem ausführen zu koͤnnen. 


Anmerkung. Wir bemerken hier noch ausdruͤcklich, daß 
bie praftifche Ausrechnung der Werthe gegebener Funktionen nur 
dem am beiten gelingen fann, dem alle Mittel der Theorie zu 
Gebote ftehen. Zu einer Tabellenberehnung ift namentlich die 
Lehre der endlichen Differenzen, welche im 8ten Theile d. W. 
entwidelt fich findet, unentbehrlich. Der Anfänger muß daher 
vor allen Dingen zunächft eine Kenntniß der gefammten Wif- 
fenfchaft ſich anzueignen ftreben; dann erft muß er Monographien 
ftudiren, in denen ausgezeichnete Männer die Berfahrungs-Arten 
beſchrieben, deren fie fich bei ihrer praktiſchen Arbeit bedient 
haben. — In einen theoretifchen Werke Fönnen deshalb nur bei 
den einzelnen Gelegenheiten Andeutungen gegeben werden, wie 
etwa der praftiiche Rechner dieſe Lehren zu ſeinem Nutzen ver⸗ 
wenden koͤnnte. 

Machen wir übrigend jetzt von dieſen geometriſchen Refuls 
taten noch einige Anwendungen. 


$. 207. 


In dem Anhange zum I. Theile d. W. haben wir eine 
Koordinaten⸗Theorie mitgetheilt, aus der wir hier beſonders feſt⸗ 
halten wollen: 


1) Sind zwei unendliche gerade Linien OU und OV (Fig.9.) 
ald Koordinaten⸗Axen auf einander fenfrecht gedacht, fo heißen 
die, nie negativen Abftände der Punkte M, M,, M,, M,, von 
diefen Aren, die Koordinaten diefer Punkte; fie werben auf 
eine beftimmte Längen-Einheit bezogen und als abſolute (nie 
negative) Zahlen ausgebrüdt, die ganz oder gebrochen ſein koͤnnen. 

2) Es heißen dann KoordinatensWerthe derſelben 
Punkte, diejenigen Rechnungsformen, welche man erhält, wenn 
man dieſe eben erwähnten abfoluten Zahlen z. B. y, z zu ber 
Null addirt oder von ber Nu fubtrahirt ober wenn man 
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die. Null felber nimmt; — alfo wenn man die Rechnungs⸗ 
formen O-+y, 0-y und 0, deögleihen O+z, 0-z und O0 
bildet (welche wiederum einfacher und zwar fo: —y, —y, 0 
oder +z, —z, 0 gefchrieben werben, indem man die Null ald 
Summand oder Minuend fich noch dazu denkt), je nachdem die 
Punkte felbft rechts oder linfd der Are OV, und oberhalb oder 
unterhalb der Are OU, oder in den Aren felber liegen. Diefe 
Koordinaten-Werthe drüden nun nicht bloß die Abftände ber 
gedachten Punkte von den Aren, fondern auch noch aus (durch 
ihr Vorzeichen), auf welcher Seite ber Aren diefe Abftände zu 
nehmen fint. 


3) Es wird dann fireng bewiefen, daß, wie auch die Axen 
liegen mögen, doch allemal jede mit den Axen OU ober OV 
parallele Gerade durch die Differenz der Koordinaten-Werthe 
ihrer Endpunfte (d. h. durch die Differenz diefer pofitiven, nes 
gativen oder Nullwerthe) ausgedrüdt fich ficht. 

Denkt man fich nun von. einer gegebenen imaginären Zahl 
p+gq-i, die beiden ftetS von einander, (durch den Faktor i) 
getrennt gehaltenen veellen Zahlen p und q ald Koordinaten, 
Werthe, die fih auf bie, auf einander fenkrecht gedachten Aren 
OU und OV beziehen, fo geben fie einen Punkt M, oder M,, 
ober M,, oder M, in ber Ebene; und umgekehrt: hat man biefen 
Punkt in der Ebene, fo kann man fi feine Koordinaten, 
Werthe p und q bilden und aus biefen die imaginäre Zahl 
p+g-i: wieder zufammenfegen. — Diefer Punkt M, oder M,, 
oder M,, oder M, kann daher als ber Repräfentant der 
imaginären Zahl p+gq-i angeſehen werben. 

Zieht man nun von O aud nach diefem Punkte die Gerade 
OM, oder OM,, oder OM,, oder OM,, und bezeichnet man bie 
(nie negative) Länge derfelben durch r, fo bat man allemal 


1. r=44p’+g?; 
denn fie ift allemal tie Hypothenuſe eines rechtwinkligen Dreieds, 
defien Katheten ſtets (pofitive oder) abfolute Zahlen und durch 
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Hp, ta vorgeftellt find, wenn p und q pofltiö, dagegen durch 
—p und —q, wenn p und q negativ find (eben weil dann —p, 
—q der abfoluten Zahl gleich werden, welche die wirklichen 
Längen, — die nie negativ fein können, in fo ferne es „negas 
tive Größen" überhaupt nicht giebt, — audbrüdt); dabei iſt 
aber rechnungsmaͤßig (-p)?=p? und (-0)2 =gq*. 

Diefelde Gerade r, von O aus nach dem Punkte M, M,, 
M, ober M, hin in's Unendliche fortgehend gedacht, macht 
ferner mit der Are OU, von O aus nah U hin in's Unendliche 
fortgehend gedacht, einen Winfel MOU, over M, OU, oder 
M,OU, oder-M,OU, welcher im 1%, ober 2m, ober At, oder 
3m Quadranten liegt (in den beiden letztern Faͤllen alfo ein 
erhabener if). Wird nun diefer Winfel duch 9 bezeichnet, fo 
findet man, daß, wie au der Repräfentant liegen mag, 
doch allemal 


u. Gund I. Sap 


fein werde, wo r pofitiv iſt, folglid Cosp mit p zugleich, und 
Sing mit q zugleich, poſitiv oder negativ fein wird. 

Aber eben deshalb wird nun auch 
p=r(osyg und q=rSingp, alſo 


IV. p+qei (Cos ꝙi. Sin p) = reti; 


und man hat alfo dadurch biefelbe Aufgabe mittefft geometri⸗ 
ſcher Verſinnlichung) gelöſt, welches bereits im 8. 170.: rein ana⸗ 
lytiſch geloͤſt ſich findet, naͤmlich die Summe p+g-i in ein 
Produkt rer! verwandelt; bie Entfernung OM, OM,, OM, 
oder OM; ift alfo jegt dafielbe r, welches wir dort den Mo⸗ 
del der imaginären Zahl genannt haben, und der Winfel ꝙ 
(im Bogen audgebrüdt, für den Radius 1) iſt dad, was wir 
dort den zu.ber imaginären Zahl gehörigen Bogen nannten. 
Da Kofinus und Sinus fich nicht ändern, wenn man den 
Bogen um eine beliebige gerade Anzahl von 7u vermehrt ober 
vermindert, fo Tann man in der Gleichung IV. flatt ꝙ auch 
IL 2A 
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Zurs4-p fchreiben, und unter m eine pofitive ober negative ganze 
Zahl oder die Null verfichen. Auch dies läßt ſich geometrifch 
verfinnlichen, wenn man einen beweglichen Schenkel von OU 
aus fi erſt En male ganz herumgedreht ſich denkt, nad) ber 
Richtung OM hin, oder in ter entgegengefegten Richtung, je 
nachdem n pyofitiv, oder n negativ (alfo —n pofitiv) ik; — 
und dann, nachdem der bewegliche Schenkel feine En ganzen 
Umlaͤufe zurüdgelegt hat, und wieder mit OU zufanmengefallen 
iR, von OU erſt die hohlen oder erhabenen Winkel p bis zur 
wahren Lage von r, bejchrieben fi denkt. 


Schreibt man aber in IV. —2n4p d.5 —2n-p) 
fatt @, fo hat man etwas negatives ftatt ꝙ gefeht, und wenn 
9 die:erhabenen Winfel M,OU ober M,OU audgedrüdt hatte, 
fo hat man jegt die hohlen Winfel M,OU ober M,OU, (im 
Bogen für den Radius 1) aber negativ genommen (d. h. 
son 0 fubtrahirt) dafür gefebt. 

Es gilt alfo die Gleichung IV. auch noch, wenn, im Galle 
q (alſo auch Sing) negativ fein follte, ſtatt ꝙ der, dem Res 
präfentanten M, oder M, zugehörige hohle (alfo der von OU 
aus von dem beweglichen Schenkel in der entgegengefesten 
Richtung befchriebene) Winkel, aber negativ genommen 
(d. b. von O fubtrahirt) gefegt wird; während man nun auch 
zu biefem wieder 2nsrz addiren fann, (wo n entweder O oder 
jebe poſitive oder negative ganze Zahl beveutet), um neue Werthe 
von 9 zu haben, für welche die Gleichung IV. immer noch rich⸗ 
tig verbleibt. 

In der analytifchen Geometrie heißen p und q die recht- 
winkligen KoordinatensWerthe, r und @ dagegen die Polar⸗ 
Koordinaten, fo wie O der Pol verfelben. 


Anmerkung. Alles diefed ſtimmt genau mit dem überein, 
was wir im 8. 170. gefunden haben. — Nachdem wir aber bie 
Imaginäte Zahl durch die beftimmte Lage eines Punktes verfinn- 
licht haben, laſſen fih auch alle Aufgaben bes 8. 171. durch 


N 
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bloße Zeichnung loͤſen (alſo graphifch), welche dort analptiſch 
gelöft fich finden; nur müßte man bei einer berfelben voraus - 
{egen, daß der Zeichner die Dreitheilung eines Bogens durch 
bloße Verſuche bewirfe, da fie fich durch eine folgerechte geome- 
trifche Konftruftion nicht bewirken läßt. | 

Da jedoch die Zeichnung immer nur ein fehr vürftiger Noth⸗ 
behelf für die Rechnung ift, fo begnügen wir und mit biefer 
bloßen Andeutung, ohne je die Abficht zu haben, davon Ges 
brauch zu machen. 


$. 208. 

Diefe geometrifche DVerfinnlichung einer imaginären Zahl 
läßt aber noch mehrere andere, intereffantere Folgerungen zık. 

1) If q eine Funktion von p, welche zu den ftetig fich 
ändernden reellen Werthen von p, reelle Werthe von q dazu 
liefert, fo ftellt der imaginäre Ausprud eine Reihe von Punkten 
vor, die fletig neben einander liegen, alfo eine (gerade oder) 
frumme Linie bilden. Diefe Kurve iſt alfo dann der Repräfen, 
tant ded Ganges Der imaginären Werthe p-tgq-i, welde zu 
allen reellen Werthen von p fich ergeben. oo 

Daffelbe gilt auch, wenn p ald eine Funktion von q ange- 
fehen wird; und daffelbe gilt noch, wenn p und q als Funk 
tionen eines dritten Veränderlichen angeſehen werben, welche 
zu ben ftetig auf einander folgenden reellen Werthen von %, 
reelle Werthe von p und q liefern. 


3) Iſt y eine Funktion von x (b. h. hat man eine Glei⸗ 
hung zwiſchen x und y) und flieht man x und y, fo lange fie 
beide reell find, als rechtwinflige Koordinaten» Werthe eines 
Punftes an, fo liefert, wie aus der analytifhen Geometrie be- 
kannt ift, diefe Gleichung zwifchen x und y allemal eine (gerade 
oder) krumme Linie. — Denft man fich aber die zu den reellen 
Werthen von x, fich ergebenden imaginären Werthe von y 
nach 8. 207. durch Punkte vepräfentirt, fo bilden biefe letzteren 
abermals eine (gerade oder) krumme Linie. — Beide Linien ſind 

244 
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1) 2b = —a? 
genommen wird, wodurch noch b in a beftimmt. ift. 
Wir haben alfo num gefunden die Reihen 





2) Bu=slciyom.2| 
und 
Te sleneen. —“ 


welche die Eigenfchaft haben, daß wenn fie bezüglich flatt cosx 
und sinx in bie Gleichungen VI., VII. und VIII. des $. 200. 
geſetzt werben, identifche Gleichungen erſcheinen, während a wie 
x (und y) ganz beliebige Ausdrüde find, reelle wie imaginäre. 

Aber man überzeugt fich auch fogleich noch fehr leicht, Daß 
auch die Gleichung V. des 8. 200. eine identifche wird, ſobald 
die. Reihen R, und T. ftatt ber dortigen cosx und sinx bezuͤg⸗ 
lich geſetzt werben. Aue, 

Deshalb werden auch bie Gleichungen I.—IV. des $. 201. 
ibentifche, jobald dieſelben Subftitutionen vorgenommen werben; 
weil aus den Gleichungen V.-VIII. die 1.--IV: hervorgehen, 
wenn man erflere paarweife zu einander addirt oder von ein- 
ander fubtrahirt. Die gedachten. Reihen R, und Tx: haben alfo 
alle charakteriftifchen Eigenfchaften der (geometrifchen) cosx und 
siox, obgleih a in ihnen ganz beliebig reell ober imaginär 
gedacht werden kann, eben jo wie x. 

Suchen wir mım noch den Werth von a, für welchen bie 
Werthe der Reihen Rx und Tx mit den Werthen der (geome- 
teifchen) coex und sinx zuſammenfallen, fo oft x poſitiv nnd 
kleiner als der Viertelskreis gebacht wird. 

Wir wiffen aus der Elementar= Geometrie, daß (Big. 4.) 
die Sehne ABK ihrem Bogen ABK dbeſto näher rückt, je Feiner 


‚ABK 1ABK 
beide werben, daß alfo der Duntient AER' TAER' 
d. h. 


der Einheit unendlich nahe kommt, wenn x un⸗ 
endlich klein gedacht wird. Soll alſo die Reihe Tx d. h. 


oder 


sinx 
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a’x’ g°x° 7 
ax 21 - — — —* —— + in inf. 





dem sirex gleich werben können, fo muß man a fo nehmen, baß, 
wenn folche durch x dividirt wird, der Quotient 


a°x? asx 
+ 
der Einheit unendlich nahe rüdt, fobald x unendlich Flein ges 
dacht wird. Deshalb wird | 
4) a=1; 


und man bat num gefunden Z 
J xꝛa·i 
5) sinx= F er | 


6) corx — ‚len. at] 
fo oft x irgend ein Bogen iſt (im. Kreife defien Radius 4), 
welcher einen fpiten Winkel ausdrüdt. 

Da nun diefelben Reihen (zur. Rechten in 5. und 6.) bie 
jenigen find, welche wir in der zweiten Abtheilung des vorher⸗ 
gehenden Kapiteld mit Siax und Cosx bezeichnet und unter dem 
Namen der (allgemeinen) Sinus und Koſinus behandelt haben, 
— ſo folgt: 

A) die geometrifchen Sinus und Koſtnus von x ſind 
die Werthe, welche die allgemeinen Sinx und’ Cosx 

(d. 5. dieſe unendlichen Reihen) annehmen, wenn flatt x 

der Bogen gefegt wird (In dem Kreife defien Radius = =1), 

welcher irgend einen fpigen Winkel ausvrüdt. 
B) Die Zahl Ir, welche wir ald bie Fleinfte pofitive 

Zahl definirt haben, deren allgemeiner Koſinus — O und 

Sinus =1 iſt, iſt zu gleicher Zeit die Länge des Viertels⸗ 

kreiſes; — die Zahl 

nr = 3,14159 ++ (©. $. 198.) 
ift alfo Die Länge des Halbkreifes, — weil der Bogen x 








Zehntes Kapitel. 


Bon ben künſtlichen Potenzen und ben künſtlichen Loga- 
sitbmen. Bon ben allgemeinen Potenzen, Wurzeln und 
Logarithmen. 


8. 209. Erklaͤrung. 


Unter der künſtlichen Potenz =, bei welcher der Dig⸗ 
nand a beliebig poſitiv vorausgeſetzt, der Exponent x 
aber ganz willkürlich, reell oder imaginaͤr, gedacht wird, ver⸗ 
ſtehen wir. von nun an die durch die natürliche Potenz e B 
vorgeftellte unendliche Reihe, während La ben Neper'ſchen 
Logarithmen der pofitiven Zahl a bedeutet. — Diefe Definition 
ift ausgeſprochen in der Gleichung 


(O)- a8 — exla _ [ee | 


und nach ihr ift die Finftliche Potenz a“ ftetd nur eindeutig, 
mag x ganz oder gebrochen, pofitio oder negativ, reell ober 
imaginär fein. 

Diefe Definition ift gerechtfertigt; denn ift x poſitiv oder 
negativ ganz, in welchem Falle daffelbe Zeichen ax (unter dem 
Ramen der Differenz» Potenz) fchon früher eine ‚Bedeutung er- 
halten bat, fo ift die jebige neue Bedeutung (nach $. 141. oder 
$. 181. ©) mit der alten zufammenfallend. Und wird a=e, 
in welchem Falle a® in e* übergeht, alfo (auch während x ganz 
allgemein gedacht wird) fchon (unter dem Namen der natürs 
lichen Potenz) früher eine Bedeutung erhalten bat, fo iſt doch 


x 
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die jegige neue Bedeutung auch von“diefer früheren nicht ver⸗ 
ſchieden, weil dann La in Le übergeht, alſo =1 wird. _ 

“ Die natürliche Potenz ift ein befonderer dal d der Finpligen 


$- 210. 


Sind a und b beliebig poſitwv, dagegen x und z ganz 
allgemein (alfo auch veell oder imaginär),- 1 gelten allemal bie 
Gleichungen 


J. gı+z == a*⸗ar; II. a⁊ 2 — ; 

x _ xz.hx : a * . ar 

m. re; W. ($)=8 
und V. (ax yjm — gmx, 


wenn mir m eine Differenz ganzer Zahlen iR. 
Denn es iſt (nah $. 209. ©.) 
gıtz — e(x+z)La — exL a+zLa — ex-La,grLa = ana”, 
wodurch die 1. erwiefen ifl. — Eben ſo hat man auch 
(ab)? = exL(ab) — es(Za-+-Lb) ar e* «La, exꝝ· Lv =. ash“, 
woburd die II. außer Zweifel geſtellt fich findet. - 
Sept man aber in der I. x-2 flatt x, fo folgt die IL; 
und wird in der III. — ftatt a gefeßt, fo folgt die IV. 


Endlich ift . Ä Br 
(ar)® — (erkaym — emxLs (nach $. 143. III., wenn m eine 
Differenz ganzer Zahlen if), und diefe natürliche Potenz: iſt 
wieder — am, woburd die V. ermiefen. 

Aus der V. geht ein noch hervor, wenn man m pofitn 
ganz vorausgeſetzt und — m ftatt x ſchreibt N 

1 \m 1 m 
v1. (.=} =ar, d.h am =ya, 


wenn unter ya die im I. Th. d. W. definirte (eindeutige) 
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abfolute Wurzel aus der ſtets pofitiv gedachten Zahl a ver- 
1 


flanden wird, während am der Definition des $. 209. zu- 
folge) auch nur eindeutig ft. oo ee 

Ferner ift, wenn » eine ypofitive ganze Zahl vworftellt, ge 
Dagegen poſitiv oder negativ ganz iſt (nach V.) 


vi. (ar) — d. h. er = y(ar), 
wenn nur a pofltiv und die Wurzel die, in den Elementen de⸗ 
finirte eindeutige abfolute Wurzel if, welche allemal einer pofi- 
tiven Zahl gleich fein muß. 
Man hat endlich (aus VI. und $. 209. ©) 


vn. ya * om? = 14 Lat gan (bo) 
+ . .(La)’+- in inf., 


aus welcher Reihe die (eindeutige, abfolute) y näherungsweife 
berechnet werden kann, wenn der Neper’fche Logaritime von 
a befannt ift. — Für größere Wertbe von m ift biefe Reihe 
oft fehr fchnell Fonvergent. 


8. 211. Erklärung. 


Das Zeihen Zog”’a nennen wir den Fünftlichen Loga- 
rithmen für die ſtets pofitin gedachte Bafid p, und wir 
bezeichnen damit jeden Ausdruck 2, welcher die Eigenfchaft hat, 
daß er pa, dh era macht. 

Soll aber erZr=a werden, fo kann z-Zp alle Werthe 
des doga haben (wo Zoga, wie immer, den natürlichen 
Logarithmen der (reellen oder imaginären) Zahl a vorftellt); alfo 
bat man 


zLp=bga m 2=-—; 


d.h. der fünftliche Logarithme von a (für die pofttive Bafld p) 
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hat allemal unendlich viele Werthe, welche alle erhalten werden, 
wenn man alle unendlich vielen Werthe des natürlichen Loga⸗ 
rithmen von a, durch den Neper’fchen Logarithmen der Bafle 
p (des fünftlichen Logarithmen) dividirt. Dies druͤckt Die Gleichung 
log a 1 
I. uga= 7, = bg 

volftändig auß. 

Iſt a ebenfalld pofitiv, fo bat man (nad $. 176.) 
loga= La+2nr-i, und dann folgt (aus 1.) 


1 
1. iog’a= 70 a207. i), 


wo a poſitiv iſt, wie p, während n ſowohl 0 als auch jede 
poſitive und jede negative ganze Zahl vorſtellt. 

In diefem Falle, wo der Logaritimand a pofitiv ift, Hat 
ber (unendlich vieldeutige) Fünftlihe Logaritime Zog’a (für 
n=0) einen reellen Werth; diefen bezeichnen wir duch Z’a 
und nennen ihn den tabellarifchen Logarithmen ber (pofi- 
tiven) Zahl a (für die pofitive Baſis p). — Der tabellarifche 
Logarithme ift mur eindeutig, ſetzt aber einen pofitiven Logas 
rithmanden, eben fo wie eine pofitive Bafld unabweislich 
voraus. 

So wie der natürliche Logarithme ein befonderer Fall 
des Fünftlichen ift, in welhen p=e, fo ift aud der Re- 
per’fche Logarithme ein befonderer Ball des tabellarifchen. 


$. 212. 


Dividirt man die Formeln ded 8.173. für Neper’fche 
Logaritbmen durch Zp ober multiplicirt man fie mit 
=M, welchen Werth man den Modul der tabellariſchen 
Logarithmen nennt, fo erhält man die analogen Formeln für 
alle tabellarifchen Logarithmen, welche eine und diefelbe 
Baſis p haben (oder, welche, wie man auch jagt, zu einem 
und demfelben Logarithmen-Syftem gehören), nämlich: 
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. Deb)= Dat; IL z(2) — Lab; 


P/ab p j p m Da 
1 Zar)=b-La und IV. F(va) — 


Dieſe Formeln fegen aber lauter pofttive Logarithmanden voraus, 
wie eine pofitive Baſis p; weshalb in III. auch ab pofitiv fein 


muß, wie in IV. die ya eindeutig und pofltiv gedacht if. 


$. 213. 


Wollte man eben fo die Formeln der 88. 179. 180. für na» 
tuͤrliche Logarithmen durch Zp dividiren ober mit dem Modul 


= in multipliciren, fo würde man analoge Gleichungen 


zwifchen den (unendlich vielveutigen) fFünftlichen Logarithmen 
erhalten, wie fie bier für die (eindeutigen) tabellarifchen Logas 
rithmen hervorgegangen find. 

Auch die Gleichungen der 88. 181.—183., durch welche die 
natürlichen und die Neper’fchen Togarithmen in unendliche Reis 
hen ausgedrüdt find, gehen in analoge ReihensEntwidelungen 
für die Tünftlichen und tabelarifchen Logarithmen über, wenn 


man erftere duch Lp bividirt oder mit dem Modul M= 4 


Lp 
multiplicitt. 

Auch was im $. 184. über die Auffindung von Neper'ſchen 
Zwilhens2ogarithmen gefagt fich findet, geht aus dieſen Ent- 
widelungen für alle tabellarifchen Logarithmen als gültig hervor. 
— Denn man darf nur in der Gleichung X. daſelbſt, Zähler 
und Nenner zur Linfen duch Zp dividiren, und es treten ſo⸗ 
gleich überall die tabelarifchen Logarithmen für die Baſis p, 
an die Stelle der Neper’fchen. 


$. 214. 


Unter den Fünftlichen oder vielmehr unter den tabellarijchen 
Logarithmen heben fich diejenigen hervor, deren Baſis p = 10 


4 


Kap. X.F. 214. und den künſtlichen Logarithmen. 379 


iſt; ſie werden nach ihrem erſten Berechner Brigg, die Brigg- 
ſchen Logarithmen genannt, auch die vulgariſchen oder ge— 
meinen. Sie haben noch folgende beſondere Eigenſchaften: 


1) Es iſt ZA)=m; d. h. der Brigg' ſche Loga— 
rithme einer m ziffrigen Zahl (unter Vorausſetzung des deka⸗ 
bifchen Zahlen-Syftems) liegt allemal zwifchen den beiden ganzen 
Zahlen m-1 md m; eriftalo =m-i und noch einem 
Achten Bruche, welcher letztere gewöhnlich als ein Decimalbruch 
gedacht wird, fo daß feine Decimalftelen die Decimalen des 
Brigg’ schen Logarithmen oder die Mantiffa, die m—1 Ganze 
aber feine Kennziffer genannt werben. 


2) Die Brigg’fchen Logarithmen irgend einer ganzen Zahl 
3. B. der Zahl 246859 und aller aus denfelben Ziffern beftehen- 
den Decimalbrüche 3.3. der Brüche 24685,9 oder 2468,59 oder 
246,859 oder 24,6859 oder 2,46859 find in ihren Decimalen 
nicht von einander verfchieben, fondern nur in ihrer Kennziffer, 
welche leßtere zuerft 5, dann A, 3,2, 1 und O ift. 


Denn e8 ift 3.2. 


246859 
L'’ (24,6859) = L' —— Tom L’' (246859) 2" (10°) 
währen 210°) = tft, diefer Subtrahend alfo nur die 
Kennziffer berührt, die Desimalen aber nicht. , 


3) Erlaubt man fih, negative Kennziffern (negative Ganze) 
einzuführen, zu welden dann die Decimalen des Logarithmen 
noch addirt werden, fo gilt dieſe nächit vorftehende Behaup- 
tung auch noch für die Logarithmen Achter Decimalbrüche, welche 
aus benfelben Ziffern befteben; denn es ift 3.2 
„1 246859 

10° 
während der Subtrahend = 8 ift, und die Kennziffer 5 des 
Minuenden, in die neue Kennziffer (—3) verwandelt, zu welcher 
aber die Decimalen noch addirt find. Ä u 


2'0,00246859 = —= L (246859)—L'’ (10°), 
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In diefem Falle vermehrt man gewöhnlich den Brig g’fchen 
Logaritimen um 10, 20, 30, ıc. Ganze, bis die Kennziffer wie 
der pofitiv wird, und bringt fpäter diefe zuviel genommenen 
Ganzen wieder in Abrechnung. 


$. 215. 


Man bedient ſich aber einer Logarithmentafel, in welcher 
die für eine und diefelbe pofitive Baſts p(=e ver = 10, 
oder irgend einer andern pofitjven Zahl gleich) berechneten d. h. 
in Decimalbruchform ausgedrüdten Logarithmen aller ganzen 
Zahlen von 1 bis 3. B. 100000000 leicht zu finden find, zur 
Ausrechnung folder pofitiven Ausprüde, deren Logarithmen 
ſich leichter ausrechnen laffen, als fie felber; 3. B. der Fünftlichen 
Potenzen, abfoluten Wurzeln, der Produfte und der Quotienten 
und der aus den genannten ohne Addition oder Subtraftion 
zufammengefegteren Ausvrüde. Da nämlich die Tabelle zu jedem 
gefundenen Logarithmen den Logarithmanden dazu liefert, fo hat 
man den Ausdruck felbft, ſobald man ſeinen Logarithmen gefun⸗ 
den hat, ohne weiteres. 


b-c 
© N . B. A= * vb _ 8 t w d ’ ⸗ 
oll 3 aba ausgerechnet werden, um 


ter der Boraudfegung, daß b, c, d und d—b pofitiv ſind, ſo | 
findet fih zunächft 


1) logA = log (yb-e!) lg V(d-b)d-Fb); 
2) log (yb- ct) = log Vb-Hlog ‘= a b N Be Bee ©, 
3) logV(d—b)(d+b) = ——* 
_ —— 
u 2 


alfo 
2) ga ED, Age _ IeldwFngcitn 
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wo wir das gewöhnliche Zog Zeichen genommen haben, und dat- 
unter irgend einen tabellarifchen Logarithmen für irgend eine 
pofitive Baſis p, verfichen. Man rechnet alſo zuerft nad 
NN. 2. und 3. die einzelnen Theile, dann nach Nr. A. den Lo⸗ 
garithmen des ganzen Ausdrudd® A aus, und nimmt dann aus 
der Tabelle den Logarithmanden dazu, fo hat man den Ausbrud 
A felbit in Form eined Decimalbruches oder einer ganzen Zahl. 

Könnte man vorausfehen, daß der Ausdruck A negativ 
wird, 3.3. wenn man hätte 


und d—b negativ wäre, fo würde man ein (—) Zeichen vor 


fegen, ihn dadurch in einen pofitiven Ausdruck, nämlich in 


8 
p — bad). Va?c 
= pn 
verwandeln, letzteren logarithmiſch berechnen, und zuletzt A= —B 
nehmen. 
8 
b.c 
Würde der Ausdruck A— IE ‚eben weil d—b 
Ved—b)(d-+b)' 
negativ ift, imaginär, fo würbe man ihn vorher in 
V(b-d)(b--d) 
von —i logarithmiſch berechnen, und fo auch den imaginären 
‚ Ausdrud A felbft mit Hilfe der Logaritimentafel berechnet 
haben. 


_i. 


umformen, dann aber den (pofitiven) Faktor 


$. 216. Erflärung. 


Unter der allgemeinen Potenz a, wo a und x alle 
beide ganz allgemein, alfo eben fo gut reell wie imaginär ge- 
dacht find, — verftehen wir alle die Werthe, welche die natür- 
liche Boten; e*losa d. h. die unendliche Reihe 


d 
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2, 3, 
1-4x-log a} zu TE in inf. annimmt, 


wenn ftatt Zoga nad) und nach alle unendlich vielen Werthe 
des natürlichen Logarithmen von a gefeßt werden. — Diefe Des 
finition ift alfo audgefprochen in der Gleichung - - 
(C) a* — erlog® 1. 

Diefe Definition ift gerechtfertigt; denn wir haben bereits 
im 8. 143. und $. 181. @ bewiefen, daß die unendlich vielen 
Merthe von e*loge alle einander und der Bedeutung der Dif- 
ferenze Potenz a® gleich werden, fo oft x eine Differenz gan- 
zer Zahlen, alfo pofitiv oder negativ ganz iſt. Die jebige neue 
Bedeutung des Zeichens ax fällt alfo, fo oft x pofitiv ober 
negativ ganz iſt, mit jener früheren, d. h. mit dem Probuft 


aaa» oder mit dem Quotienten zuſammen. — 


A«Q . A 00 
Ferner haben wir (im 8. 209.) bereits die Bedeutung von a“ 
feftgeftellt, wenn x ganz allgemein, aber a pofttiv if. “Die 
jeßige neue Bedeutung von a“ enthält jene aber als einen 
ihrer Werthe in fich, weil dann einer der Werthe von loga 
der Neper’fche Logaritime Za if. Da endlich in der Fünft- 
licheng Botenn = des $. 209. auch die natürliche Potenz e* 
(für a=e) als ein befonderer Fall enthalten ift, fo ftedt 
auch die natürliche (eindeutige) Potenz e* in der jetzigen allges 
meinen Potenz & ald einer ihrer Werthe, wenn a=e 
fein ſollte. 

Nach diefer Definition der allgemeinen Potenz a“, Hat 
auch, wenn a=e gedacht wird, die allgemeine Potenz e* 
unendlich viele Werthe, nämlich alle Werthe ver unendlichen Reihe 

s] — ober ee], 
von welchen einer (für n= 0) die bisher Durch e* bezeichnete 
natürliche Botenz if. — Um feine Verwirrung der Begriffe 
zu veranlafien, wollen wir daher hier noch feftfegen, 
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daß wir das Zeichen e* auch in der Folge immer nur als eins 
dentige natürliche Potenz gebrauchen werden, d. h. ald Ausbrud 


. b 
für die unendliche Reihe —V und deshalb, wenn einmal 


eꝛ als allgemeine Potenz vorkommen ſollte, dies jedesmal 
ausdruͤcklich bemerken und entſchieden mit Worten hervorheben 
werden, wenn wir nicht vorziehen, lieber ſogleich die natür- 
liche Potenz . eet=fost Dafür zu ſchreiben, welche alle Werthe 


ber gedachten allgemeinen Potenz ausbrüdt, wenn ftatt Zog1 


alle feine Werthe Znrzi gefegt werden. 

Dagegen werben wir von nun an, fo lange a=e nicht 
ift, unter dem Zeichen a® ftetö die allgemeine Potenz ver- 
ftehen, und nie die (eindeutige) Fünftliche, auch wenn a po, 
fitio fein folte, wenn wir nicht ausdruͤcklich und ent- 
fihieden mit Worten hinzufügen, daß wir dasmal eine 
Ausnahme machen wollen. 

Durch Fefthaltung diefer Annahmen hoffen wir unfern Leſer 
vor jeder möglichen Verwirrung der Begriffe gefichert zu fehen. 


$. 217. 

Die nächfte Aufgabe ift nun: Alle Werthe von a* „aus: 
zurechnen”, d. b. auf die Form P-+-Q-i zu bringen, wenn a 
und x beliebig reell oder imaginär gegeben find, etwa 

a=yptqi md xearf:i. 
Alfo, man fol ale Werthe der allgemeinen Potenz 
(p+gq-i)e +? ausrechnen. 
Es ift (nach $. 175.) 
log (p+q-i) = Lr-H2nn+p).i, 
alfo (nad C) 

(p+g-i)e ti — e(e+kei)log(p+gd) — el +PHZ rar +-p)-i] ‚ 

wenn 


J. 7T 4 Vp?-+gq?, Il. Cosp = E al, Sin = 1 
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und p zwifchen —rz und Hr genommen wird, während n 
fowohl O, ald auch jebe pofitive oder negative ganze ‚Zahl 
vorftelt. — Berwanbelt man nun ben Erponenten der legtern 
natürlichen Potenz in 
[e-Zr-BOnn-+p)]-HR-Lr+e(nn Hp], 

fo verwandelt fich die gedachte Potenz felbft in 
U ————— 
und man findet daher in der ausgerechneten Form 

IV. (ptgeijerHH = em ZrHBQnn+p) 

x Cos ([B-Lr+o(2nn4+p)]-i-Sin[ß- Lr-+a(2nn+9)]), 
wenn r, 9 und n die in LI. und den darauf folgenden 
Zeilen feftgefeßte Bedeutung haben. — Damit ift die Aufgabe 
gelöft. 


$. 218. 
‚Diefed Refultat IV. läßt fehen: 

1) If der Erponent x der allgemeinen Potenz a* imagis- 
naͤr, ift alfo A nicht Null, fo hat (weil ftatt n fowohl O, als 
auch jede pofltive und negative ganze Zahl gefet werben muß) 
bereits der erfte (reelle) Faktor (in IV. zur Rechten) unenblich 
viele von einander wirklich verfchiedener Werthe, die zwifchen 


+ und —0 liegen. Die allgemeine Potenz; a® hat alfo 
wirklich unendlih viele Werthe, von denen Feiner dem andern 
gleich ift, fo oft x imaginär iſt. 

2) Iſt x reell und =a, fo hat man 6* 0 und bie IV. 
geht nun über in 

V. (ptg:i)” = e* Lr[Cosa(Znn+g)-Hi-Sina(2nn-+p)] , 

während ber erftere (reelle) Faltor e”zr der Werth ber Fünf 
lichen Boten; r“ ift (nach $. 209.). 

SM nun « poſitiv oder negativ ganz und? = m, fo ift 
‘ a(2nr) = 2mnrz eine pofttive oder negative gerade Anzahl 
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von 7, oder Null, und der Koftnus und der Sinus von 
a(2nn+p) d.h. von 2mnn--mp ift daher von bezüglich 
dem Kofinus und Sinus von mp durchaus nicht verfchieben, 
welche ganze. pofitive oder negative Zahl auch ftatt n geſetzt 
werden mag. Ale Werthe der allgemeinen Potenz (p-+g-i)” 
werden daher einander und dem Werthe r®-[Cos (mꝙ)-Fi· Sin(mꝙ)] 
gleih, was mit 8.143., 8.181. © und 8.171. vollfommen 
übereinftimmt. 
Es ift alfo 


v.1. (prgij® = r"[Cos(mp)+irSin(mp)], 


wenn r und 9 bie in J.-III. feftgefehte Bedeutung haben und 
m pofttiv oder negativ ganz iſt *). 


Iſt aber a poſitiv oder negativ gebrochen und — 3— wo 


wir » poſitiv ganz, mu dagegen poſitiv oder negativ 
ganz vorausfegen, auch vorandfegen, daß u und » Teinen ges 
meinſcha fuichen Theiler mehr haben, alſo daß die gebrochene 


Zahl — in ihren kleinſten Zahlen ausgedruͤckt iſt, — fo ethab 
ten wir aus V. jetzt 
VI. ta” * er ar Icæ —— 5 


-i. Sia (= _ +&9)|, 


E 
v 





wo e7 * der Werth ber kuͤnſtlichen Potenz r5 iſt. 

*) Daß 

(Cos y+i- Sin y)? Cos (my)-+i-Sin (my) 
if, für jenen Werth von », Wenn nur m pofitiv ober negativ ganz voraus⸗ 
gefeßt wird, weiß man auch daraus, daß ber Ausdruck links, = ( er", 
der zur Rechten aber, =e®Y'! und daß (na $. 143. II.) 
( eY.Im _ ent 

iſt, fo oft m eine Differenz ganzer Zahlen bedeutet. , 

11. 5 
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A. Diefe (mehrdeutige) allgemeine Potenz, deren Erponent 
eine (pofltive oder negative) gebrochene Zahl ift, wird auch 
häufig die gebrochene Potenz genannt *). — Gie hat alle- 
mal nicht mehr und nicht weniger als » von einander wirklich 
verſchiedener Werthe, welche alle erhalten werden, wenn man 
in VI. dem n nicht mehr ald irgend » nächft auf einander fol- 
gender feiner Werthe giebt. 

Segen wir nämlich in VI. zur Rechten ftatt n die » Werthe 
bh, h+1, h+2, h-+3, «+ h+v—1, wo h irgend eine beftimmte 
pofitive oder negative ganze Zahl oder die Null vorftellen mag. 
Diefe Zahl h ift entweder ein Vielfaches von », etwa x» (wo 
x irgend eine pofitive oder negative ganze Zahl oder die Null 
bedeutet), oder fie ift von der Form xt’, wo x'<r iſt, 
aber poſitiv ganz. Bezeichnen wir nun noch duch »’ alle » 
Werthe O0, 1, 2, 3, «« »—1, fo find die » Werthe h, h--1, 
h-+2, ++ h+»—1, welde wir ftatt n jegen wollen, ausgebrüdt 
duch xv+x/+v', wenn man nur, im Sale h=xv, unter x 
die Null verfteht, fo daß x, fo wie x’ entweder die Null oder 
beftimmte, von einander unabhängige, ganze Zahlen vorftellen, 
und zwar x’ eine pofitive, x Dagegen eine pofitive oder negative, 
— während v’ die » verſchiedenen Werthe- 0, 1, 2, 3, ++ v—1 
vertritt. 


*) Man fann natürlich die Werihe ber gebrochenen Potenz auch direkt 
- (aus C) finden. Es iſt nämlich 
I ZdgotDd [irn +p)i] 
(p+qi)’” =e’ =e’ 
° j *. r GnmHp)e , 
=e’ oe ° 


u 
-r’. [co (Zuatp)u Fi · Sin er , 
y v 
M 


wo rn” bie (eindeutige) Fünftliche Potenz (deren Werth ſtets pofitiv if) 
vorſtellt. 
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Dann wird 
ur == —— = Auxn-+- er) 


und ed find daher die Kofinus und Sinus von ER + —p 


Li 
bezüglich genau diefelben, wie bie von NT rg, 


weil die Bogen um eine gerade Anzahl 7. von einander ver- 
fchieden find, — während diefe leßteren Bogen nur » von ein- 
ander verfchiedene Werthe haben, weil u und x’ und » völlig 
beftimmte Werthe find, »’ aber bloß die » Werthe 0, 1, 2, 3,... 
v1 vorftellt. 

Betrachten wir nun 


Cos a. “rn U Ey) und ‚Sin (en er) nt &9) 


für dieſe » verſchiedenen Bogen, ſo finden wir, daß ſie alle 
von einander wirklich verſchieden ſind. Denn wären, etwa für 
v=y ud fü 0 die Koſinus der beiden Bogen 

4 
2u(x' mul. u) „y # Ep wb rer nt e 9, 
und auch ihre Sinus einander gleich, fo koͤnnten die Bogen 
ſelbſt nur um eine gerade Anzahl von u von einander verfchies 


den fein, während ihr wirklicher Unterfhied = em, ge⸗ 
funden wird, und 5—ò nothwendig kleiner als » iſt, weil y und 
o felbft Werthe von v', alfo <v find. Iſt nun, wie voraus⸗ 
geſetzt, * in ſeinen kleinſten Zahlen ausgedruͤckt, d. h. haben 


u und » keinen gemeinſchaftlichen Theiler, fo kann ml) 

feine ganze Zahl werben, weil fonft y—d, welches Feiner ald 

vift, durch » felbft teilbar fein müßte. Unſere Annahme führt 

alfo zu dem Widerſpruch, daß eine gebrochene Zahl zu gleicher 
25 * 
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Zeit eine ganze Zahl fein müßte. — Folglich find dieſe » 
Werthe von (prgi)” alle wirklich von einander verfchieden. 


Es hat aber (p+g-i)’ Keine weiteren als dieſe eben 
befprochenen » Werthe. Denn, welche andere pofitive oder ne= 
gative ganze Zahl man auch ftatt n feßen mag, fo ift fie doch 
ausgedruͤckt durch ein pofitived oder negatives Vielfache von >, 
“etwa durch xx nebft noch einem der » Werthe, welche fo eben 
ftatt n gefeht worden find (unter denen der Werth O, oder >», 
oder ein Vielfaches von » fich allemal befindet) und den wir 
durch A bezeichnen wollen, fo daß alfo jede andere Zahl n Durch 
v4 audgedrüdt if. Dann hat man aber, wenn dieſer Werth 
‚ ftatt n in die Gleichung VI. gefegt wird, in dem zweiten Faktor 
zur Rechten den Bogen 


MD Ey 9. Zu nr Ey 


und diefer hat denſelben Kofinus und Sinus, wie der Bogen 
eu + Ep; fo daß der entftehende Werth von (p+q-i)” 
jest fein anderer wird, al8 der erhalten worden ift, ald man 
bloß den Werth A ftatt n gefegt hatte. — Wir fehen alfo, daß 
wenn man fortfährt, weitere, oder vorhergehende v Werthe ftatt - 


n zu fegen, diefelben » Werthe von otgi)”, welche man 
bereitd erhalten bat, immerfort periodifch wieberfehren. 


Die Formel VI liefert alfo für (p+q-i)’ nur » von 
einander allemal wirklich verfchiedener Werthe und diefe werden 
erhalten, "wenn man in der gedachten Formel flatt n irgend v 
nächſt auf einander folgender feiner Werthe fegt. — Gemwöhns 
lich feßt man die » Werthe 0, 1,2, 3, ... »—1 ftatt n; und 
noch bequemer ift ed, die Werthe ftatt n zu ſetzen, welche auf 
. beiden Seiten des O liegen mit Inbegriff der Null, alfo 0, +1, 
+2, +3, * folglich zulegt 44-1), wenn » ungerade; 
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oder, wenn » gerade und man ſchon bis zu +3(v—2) ge- 
kommen iſt, zulegt noch +37; fo daß in dieſem legteren Falle 
0 und 39 gewiffermaaßen ein zufammengehöriged Baar von 
Werthen geben, während die übrigen zufammengehörigen Paare 
von Werthen auö.n=+1, 42, 43, ıc. x. hervorgehen. 

B. Die (pofitiv oder negativd gebrochene Potenz ift 
alfo eine allgemeine Potenz a*, deren Erponent x aber 
pofitiv oder negativ gebrochen if. Sie ift daher mehrdeutig, 
wenn auch die ihr, der Definition nach, zufommenden unend- 
lich vielen Werthe fich auf eine endliche Anzahl derfelben zu- 
rüdziehen, auf eine Anzahl, welche mit dem Nenner des Expo⸗ 
nenten zufammenfält, — voraudgefegt, daß der Erponent in 
feinen Eleinften Zahlen ausgebrüdt iſt. 

Die (pofitio oder negativ) ganze Potenz (d. h. die Dif- 
ferenz-Botenz) ift ebenfalls eine allgemeine Potenz a“, 
deren Erponent x eine pofitive oder negative ganze Zahl ift. 


Sie bleibt aber eindeutig, weil alle ihre unendlich vielen. 


Werthe einander gleich werben. 
ft endlich in a®, der Erponent x irrational z. 8. y2 ober 


v5 , oder dergl., fo muß man diefen Fall genau dem einer ge- 
brochenen Potenz gleich achten, da wir und (im I. Th. d. W.) 
eine ſolche irrationale Zahl nicht anderd denken konnten, als 
daß ſie eine gebrochene Zahl ſei, deren Zähler und Nenner 
unendlich groß ſind, waͤhrend ſie ſelbſt einen endlichen, zwiſchen 
voͤllig beſtimmten Grenzen liegenden Werth hat. Eine ſolche 
Potenz, wie aV? und dergl., hat aber, gerade dieſer Anſicht 
“wegen, fo viele Werthe, als der Nenner des Bruches Einheiten 
bat, der, in der Idee, der y2 gleich ift, nämlih unendlich 
viele. 


8. 220. 


A. Iſt a beliebig reell ober imaginar und durch p-+qg:i 
vorgeſtellt, fo find alle Werthe von log a nach $. 175.) aus⸗ 
gebrüdt durch 
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loga = log (p+g:i) = Lr-{(2nr-Fp):i: 
wenn ; 

— — — 4 
. r=-+Vp?+qg°; 1. 09 = m I. Sup —=- 


genommen wird und 9 zwiſchen — und Pr. — Der Werth, 
der hieraus für n=0 fich ergiebt, wurde (im $. 178.) Der 
„einfachfte Werth" des Zoga genannt und dur Za bezeichnet; 
und ift a poſitiv, fo ift diefer „einfachfte Werth" allemal nichts 
anders ald der Neper’fche Logarithme von a. 

Man kann daher unter allen Werthen der allgemeinen 
Botenz as, welche alle durch ex-/os® ausgedrückt find, denjenigen 
auöfcheiden, welcher durch e*rZ® audgebrüdt ift, und jolchen 
den „einfachften Werth" der allgemeinen Potenz a* nennen, 
ihn aber etwa durch ſax] bezeichnen. Dann hat man 

[a] = er7*, wo a=p4tqi, reell oder imaginär. 

In dem befonderen Balle aber, wo a pofitiv ift, ift dieſer 
durch [ax] bezeichnete „einfachfte Werth" der allgemeinen Potenz, 
allemal die im $. 209. definirte (eindeutige) „Fünftliche” Potenz. 

Die Formel VI. des $. 218. fchreibt fih nun auch fo, 
nämlich: 


IV. (p+gi)” = Ir? ]-(0os nr EDIE 1.8 —— 
- [r*] (Cor Sum DE —i. Sin ep) 3 
y 


wo ftatt n eine Anzahl » auf einander folgender ganzen pofitiven 
oder negativen Zahlen, unter denen die Null fein kann, geſetzt 
wid, etwa n=0, +1, +2, 33, ı. ı°. 


”) Es it Cosv=Tos(-v) und Sinv=—Sinvs alſo iſt 
Con ERDE — Co are und sin DR pu _ Sin (— urto)e 
während überall —2nz ftatt +2nr *und umgefebr gefebt werben Fann, in 
fo ferne n doch jebe negative ganze Zahl eben jo gut vorftellt, als jebe 
pofitive ganze Zahl. Daher brüdt die zweite Linie daffelbe aus, was bie erfle. 


Kap. X. 8. 221. Wurzeln und Logarithmen. 391 


Man kann aber auch 
| V. (p+gi)’ = Ir? ]- (oo De 11.5 28) 


nehmen, dem n nur 49 oder (9-1) Werthe geben, dagegen 
alle oberen Vorzeichen zugleich und alle unteren Vorzeichen zu- 
gleich nehmen, und man wird ivieberum alle » Werthe der ge- 
brochenen Potenz haben. 


B. Alle Werthe der allgemeinen Potenz; a“ erhält man 
übrigens, wenn man irgend einen einzigen derfelben mit allen 
Werthen von 1* multiplicitt. 


Denn 8 it at = erlsı — elle), wo La ben 
„einfachften Werth" des Zoga oder log(p40.i) vorftellt. 
Nimmt man nun einen diefer Werthe von a“, etwa den Werth 
exZatlurd), yo u irgend eine beftimmte (pofitive oder negative) 
ganze Zahl oder die Nul bezeichnet, und nimmt man alle Werthe 
von 1X = erlosl ei, und multiplicirt man legtere mit 
erſterem, fo erhält man erlze+:@ta=i], dies Reſultat hruͤckt 
aber wiederum nichtd anders ald alle Werthe von a“ aus, weil 
n+u gerade fo wien, doch nichts anders giebt, als alle poſi— 
tiven und negativen ganzen Zahlen und die Null. 

Man hat daher auch, wenn man den einfachften Werth 
nimmt 


Vi. = [a]-1* 
als eine richtige Gleichung, welche links und rechts gleich viele 
und genau diefelben Werthe hat. | | 


8. 221. 


Nennt man, wenn a wieber beliebig reell oder imaginär 
ift, von zwei allgemeinen Potenzen a® und as, die den ge 
meinfchaftlichen Dignanden a haben, diejenigen Werthe homo⸗ 
loge, welche aus einem und demfelben Werthe des Zoga hervot- 
gehen, fo folgt fogleich: 
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1) Multiplicirt oder dividirt man einen der Werthe von a* 
mit dem einzigen homologen Werth von a”, fo erhält man 
allemal einen der Werthe von bezüglih a+t= oder a; und 
zwar wieder den homologen. 

Denn man hat erlosr.erlogs — erlbsetztge; iſt nım 
log a in den beiden Summanden bed Erponenten x-loga--z-log a 
ein und derfelbe, fo kann man für lebteren (x-+z).loga jegen, 
und man erhält dann e@tn-lg= d. h. die Potenz a“t=, aber 
nur einen ihrer Werthe, nämlich den, der zu bemfelben Werth 
des Zoga gehört. — Dad Analoge zeigt fih, wenn man 
dividirt. 


2) Zu gleicher Zeit erkennt man aber auch, daß wenn einer 
der Werthe von a® mit den unendlich vielen der nicht homo⸗ 
logen Werthe von a“ multiplicirt oder bividirt wird, oder wenn 
man alle letzteren durch den erfteren dividirt, nur dann ein Werth 
von bezüglich axt?, oder a2, oder ar fommen Tann, wenn 
noch befondere Bedingungen erfüllt find, und zwar ſolche, bie 
bei imaginären Werthen von x und z im Allgemeinen nicht 
zu erfüllen fein werben. | 

Denn e8 fei erlore) einer der Werthe von a“, und 
exloge]l+2”1 ein nicht homologer Werth von a”, alfo » nicht 
Null, fondern pofitiv oder negativ ganz, — fo ift das Probuft 
diefer beiden Werthe 


— e(s-+2)-[log aj+2vzmi 


Run find aber alle Werthe von art: ausgebrüdt durch 
e(z+2)-Ilogaltus+z”l, mo n Rull oder pofitiv oder negativ 
ganz iſt. Sol alfo das vorher erhaltene Produkt, einer dieſer 
Werthe fein, fo müflen 2vz7z und 2n(x-+z)rz entweder einander 
gleich, oder nur um eine gerade Anzahl von 75 von einander 
verfchieden fein. Alfo muß dann nx--(n—v)z entweder 0 oder 
pofitiv oder negativ ganz feih, für irgend ganze oder Nulls 
Werthe von n und ». Und dies ift dasmal die zu erfüllende 
Bedingung. 


Kap.X.5.222. - Wurzeln und Logarithmen. 393 


Ganz analoges ergiebt ſich, wenn man dieſelben zwei nicht 
homologen Werthe der Potenzen ar und a= Durch einander 
dividirt. 


3) Die beiden Formeln 


ara? ⸗ artz. und — ar? 
9? 
find alfo ald, in allgemeinen Rechnungen brauchbare, allgemeins 
gültige (vwollfommene, richtige) Gleichungen nicht anzufehen, 
und ihre Anwendung bei allgemeinen Rechnungen kann zu 
unrichtigen Refultaten führen *). . 


4) Eben fo bedürfen die Gleichungen 
(a) = ar und dog(a)=x.loga 


einer Korreftion, um allgemeingültige (richtige) Gleichungen zu 
werben. 


In 


8. 222. 
A. Dagegen find aligemeingültige (vollkommene, richtige) 
Gleichungen (welche links und rechts gleich viele und genau dies 
felben Werthe haben) die nachftehenden: 


J. Ax. q? — gitz,eXux+z)ri 
ax*x 

II. — — 922 .errstvz)mi, «| + 
92 


*) Die Formel at.a? = att? würde z.B. geben 
—— a? %.a5 =a?, 
welche zur Linfen drei Werbe hat, zur Rechten aber nur einen einzigen. 
Diefe Formel iR alfo bei allgemeinen Rechnungen nicht zuzulaffen. 
Die Formel (a) = a” würde 3.2. liefern 
(a2)? =, , 
welche links vier Werthe hat, rechts aber deren nur zwei. 


Auch diefe Formel ift alſo in allgemeinen Rechnungen nicht zuzu⸗ 
laſſen. 
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Im. a=bx — (ab); 


IV. — (+); 


V. (ax)⸗ a*2. oeꝛner.i; 

VI. log (a) = x-loga-+2nrii, | 
wenn u und » und n unabhängig von einander alle pofitiven 
und negativen ganzen Zahlen und die Null vorftellen, während 
a, b, x und z ganz allgemein gedacht find, alfo eben fo gut 
reell als auch imaginär fein koͤnnen. 


Iſt aber x eine gebrochene Zahl = +2, fo braucht man 
in ber I. und II. ftatt u bloß 4 auf einander folgende feiner 
Werthe zu feben; und ift z gebrochen und — +5, fo Braucht 
man eben dafelbft ftatt » nur 5 feiner Werthe zu feen. 


Beweis der I. — Denn e8 ift 
ax = erlZatieri) und a2 — erla+mmi), folglid bat man, 
wenn beide Gleichungen mit einander multiplicirt werden, 
gX.g2 — e(stz)(Za+2nm-i) , e(!(#—n)z+2(r—n)z)mi 
_ — gitz. e?l(« -n)x+H—n)zjel, 


Weil aber u—n und v—n, eben fo wie a, » und n felbft 
nichts weiter vorftellen al& die Reihe aller ganzen Werthe von 
—oo bi8 +oo mit Einfchlußg der Null, fo Fann man bezüglich 
u und » dafür fchreiben, und fo ergiebt fich die I. 


Beweis der I. — Ferner findet fich 


x 
a == g(X-z2XLa+2nr.i), el?(a—n)x—2(v—n)elei 
a? 


2 


= gX-2. erle—n)z-+-n—v)zjmi 
und dadurch iſt Die II. außer Zweifel geftellt, weil u—n und 
n—» eben fo wie u, », n felbft, doch nur die Reihe aller gans 
zen Zahlen von —oo bis wo, mit Einfchluß der Ruf, vor- 
ftellen, alfo durch a und » erſetzt werben koͤnnen. 
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Man kann auch die II. aus der I. erhalten, wenn man in 
der I. zuerfi x—z ftatt x fchreibt und dann durch a= auf beiden 
Seiten wegdividirt, wobei man nur beachten muß, daß 

eruztrze, e-2ux+rvzjri , —RE und —00— 
ein und daſſelbe iſt, weil zw und » poſttives und negatives zus 
gleich vorftellen. 


Iſt aber x= 7 und wollte man dann dem Buchflaben 


u einen Werth, geben, der durch u'ß-+u vorgeftelt ift, wo u’ß 
irgend ein Vielfaches von 4 vorftelt, fo würde der Erponent 
des zweiten Baftord in I. und I. zur Rechten, um Zumi 
größer werben und die Potenz felbft daher ihren Werth behalten. 
— Daffelbe fände ftatt, wenn x = z wäre und v'd-v flatt 
v gefeßt würde. 

Beweis der IL. — Es if az = erla“ und bi erst, 
folglich auch ax.b" — ex-llog a+logb) — ex-log (ab) — (ab)*, weil 
loga-+logb (nad $. 179.) alle Werthe von Zog(ab) giebt, 
felbft dann noch, wenn auch unter Zoga, oder unter Zogb nur 


ein einziger feiner Werthe gedacht wird, wenn nur ber andere 
Logarithme noch alle feine Werthe vorftellt. 


Beweis der IV. — Man fee in III. zuerft nn ftatt a 


und dividire dann die erhaltene Gleichung durch br; — oder 
man beweife direkt, wie für die II. — Es ift nämlich 


a* . a \* . 
br — ex-log a—-x.logb — exlog(a:b) — (+) , weil log a—log b 


felbft dann ſchon alle Werthe von log giebt, wenn auch 


einer der beiden Logarithmen, entweber Zoga oder Zogb, nur ' 
einen einzigen feiner Werthe vorſtellt. Ä 


Beweis der V. und VI. — Weil ar = erlas» iR, fo 
it xeloga für jeden Werth des Zoga, einer ber Werthe 
des zu dieſem Werthe bed Zoga, gehörigen Werthes von 
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log (a). — Folglich hat man als eine vollkommen richtige Glei— 
chung (nach 8. 177.) 
. bogs(&) Xxloga-loglæ x-logat2nn:i, 

wodurch die VI. erwieſen ift. 

Dann ift aber (nach der Definition der allgemeinen Potenz) . 

(ax)⸗ = e2-log (ax) — eXz-log a-+-Inzei 
— eXtloga, pnzmi — gxz, einzmi, 

Welches zu erweifen war. 
Anmerkung. So wie man fih x und z pofitiv oder nes 
gativ ganz denkt, fo ift auch ux-+vz poſitiv oder negativ ganz; 
daher ift dann der zweite Faktor in l. und IL. zur Rechten, 


=4, und fo entftehen (aus I. And IL.) die Gleichungen 
arte und Tea, wie folge im I. Th. d. W. 
für Differenz-Potenzen erwiefen worben find. 

B. Sept man in der ll. x=(0, fo erhält man 


— 2 Qvzrıi 
=g «6 f 


g2 
wo » fowohl O als jede (pofttive ober negative) ganze Zahl 
vorſtellt. — Weil aber a2 = e-mler = e-Lmm) iſt, 


fo ift auch noch a-2.gYrzri — e-2[Z2 e+2(o— ri) — e-: loga —- a-z, 
weil n—v nichts weiter beveutet, ald Die Reihe aller ganzen 
Zahlen von — an bis zu oo hin, mit Einfluß der Null. 
— Man findet demnach ald allgemeingültig die Gleichung 


I. 1. a = 1 ‚ 
a 
„wie fich auch (viel einfacher noch) direkt ergiebt. Denn es ift 
-—E — a=ZiI0E 8 1 — 1 
ge 


weil für natürliche Potenzen der Satz, daß e7 = n ift, längft 
ſchon erwiefen worden ift. . 


Kay.X.8.222. Wurzeln und Logarithmen. 397 


C. Aus den Beweifen der II. und’ der IV. ergiebt fich 
auch noch mit Entfchiedenheit, 

1) daß man alle Werthe von (ab)* bereitd erhalte, wenn 
man einen einzigen Werth von a* mit allen Werthen von 
b*, oder alle Werthe von a* mit einem einzigen Werth von 
b* multiplicirt; es ift alfo namentlich noch 

[°J-b* = (ab)* = a[be], 
wenn [a*], [b*] (nad $. 220.) die „einfachſten Werthe‘ 
diefer Potenzen vworftellen; 


b 
man einen einzigen Werth von as durch alle Werthe von bz, 
oder wenn man alle Werthe von a* durch einen einzigen 
Werth von b* dividirt; es ift alfo namentlich noch 


6 nr 


t 


und von dieſen letzteren beiden Gleichungen hat jeder der brei 
einander gleichen Ausprüde gleich viele und genau diefelben 
Werthe, wie daſſelbe von allen unfern Gleichungen gilt, fo 
lange wir nicht ausdrüdlich die nöthige Beſchraͤnkung mit Wor- 
ten hinzufügen. 


2) daß man alle Werthe von (+) bereit erhalte, wenn 





D. Denkt man fich endlich in der V. den Erponenten z 
pofitio oder negativ ganz und = m, fo ift der zweite Faktor 
zur Reiten, = ei dh —=1, und die V. geht dann 
über in 

v.1. (ar) — amz, 
welches ſtets eine allgemeingültige Gleichung ift, obgleich a“ 
und am“ allgemeine Botenzen find, wenn nur m einer Differenz 
ganzer Zahlen gleich ift. \ 

Diefe Gleichung V.1. liefert auch noch, wenn m bloß po- 


ſitiv ganz gedacht und gleichzeitig rn ftatt x geſetzt wird: 
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V. 2. — =a!=a; 


ı 
d. h. jeder der m Werthe ($. 218.) von a= hat die Eigen 
ichaft, daß er, mit m ypotenzirt, ſtets daſſelbe a giebt, während 
a ganz allgemein gedacht, alfo eben fo gut reell als imaginär iſt. 


$. 223. Erflärung. 


Das Zeichen ya ‚ wo m pofitiv ganz, a dagegen. völlig 
allgemein gedacht ift, nennen wir eine allgemeine Wurzel 
(die mie Wurzel aus a) und wir bezeichnen damit jeden Aus- 
druck, welcher die Eigenfchaft hat, mit m potenzirt, a zu geben. 


1 
» Da jeder der m Werthe der gebrochenen Boten; am (nach 
s. 222. V. 2.) die gedachte Eigenſchaft hat, ſo gehoͤren alle m 


Werthe von = zu den durch ya bezeichneten Ausdrüden. 
Es giebt aber auch feinen weiteren Ausdruck, der diefelbe Eigen- 
ſchaft hat, und der nicht einem dieſer letztgedachten m Werthe 
gleich wäre, d. h. es iſt 
I. ya — an 

eine allgemeingültige Gleichung. | 

Denn ft a=prgi=Reri=R(Cosp-+i-sSingp), reell 
(wo 9=0) ober imaginär, fo find nah $. 220. IV. V.) alle 


m Werthe von an d. h. von (etgyijm ausgedruͤckt durch 





=] 2nr+p A 
II. am = —E— Rule " 
— [r=]. (Co HE Annp *i· Sin ar), 
m m 


wo alle oben Vorzeichen zugleich oder alle unteren zugleich 
gelten. 

Gäbe ed nun noch einen reellen oder imaginären Werth 
a+ßi d.h. reti d.h. r.(Cos Vòi-Sin V), welcher bie 
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durch ya vorgeftellte Eigenfchaft hat, fo müßte demnach die 
m! Potenz deſſelben, nämlich 
rw, emvi d. h. rm[Cos(my)—isSin(mW)], 

=a d. h. *BR.(Cos -i· Sin ) 
ſein; folglich waͤre dann auch 
1) r®-Cos(my) =R-Cosp und 2) rm. Sin (my) æ R.Sin ꝙ. 
Quadrirt und addirt man aber dieſe letztern beiden Gleichungen 
jo geben fie 


1 
39) m=R, folglich r= Ir= |; 
dann aber folgt noch aus ihnen, daß die Bogen my und 9 
einerlei Kofinus und einerlei Sinus haben, alfo nur um eine 
gerade Anzahl von 77 von einander verfchieden fein können; Daß 
alfo 
4) my =2yı+p, alo YV= —— 


fein müffe. Folglich iſt der neue Werth  r(Cosy-Fi«Siny) 
oder ati, doch (für n=rv) unter den in 2.) aufgeftellten 
1 


m Werthen von am, mit begriffen. 

Diefe Definition der allgemeinen m!" Wurzel ift endlich 
auch gerechtfertigt, denn die im I. Th. d. W. aufgeftellten Be⸗ 
griffe der allgemeinen zweiten (Quadrat⸗), dritten (Kubil-) und 
vierten (Biquadrat-) Wurzel, ſtecken als befondere Fälle in ihm 
(für m=2, 3 und 4) Endlich ift, wenn a pofitiv wird, auch 
die in dem I. Th. d. W. definirte abfolute mie Wurzel einer 
der m Werthe der allgemeinen Wurzel. 

Aus der Gleichung I., in Verbindung mit $. 220. IV. und 
V., geht aber noch hervor: 


&2nr 2 


MM. VMzen"= Co Zn 


NIE |. a. 
—— +iesin — ; 
m m 
+(M-H1)r 


IV. vl) =e m "= Gr +iesin DR, 
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v. VCH) = 0 ER 1 ER, 





v.  yiptgi)= [vr]-(@ Aug ns 2) 


wenn überall alle obern Vorzeichen zugleich ober alle unteren 
zugleich gelten, — wenn flatt n nach und nadh fo viele ganze 
Zahlen (die Null nicht auögefchloffen) gefegt werben, bis man 
zur Rechten wirklich m verfchiedene Werthe bit, — und wenn 
endlich in VI. De ?+q? und 9 ebendafelbfli aus ben 


Gleihungen Coy= - und Sing = 4 und zwiſchen — 


und +77 genommen wird, fo daß 9 mit q zugleich eine poſitive 
oder negative Zahl vorftellt. 


8. 224. 


Für die allgemeinen Wurzeln ergiebt fich aus dieſer Definis 
tion fogleich Folgendes: 


A. Ale m Werthe der allgemeinen Wurzel ya erhält man, 


wenn man irgend einen derfelben mit allen m Werthen der 71 
multiplicirt (weil a= ad iſt, fo folgt dies unmittelbar aus 
‚$. 222. C.1. und aus 8. 223.1). — Man bat aber 


1 20” ; 
1) vi= 17 = o® El _ om" Co Dr. —— 


wenn man ftatt n eine Anzahl m. von auf einander folgenden 
pofitiven oder negativen ganzen Zahlen, die Null nicht ausge⸗ 
nommen, ſetzt. — Alfo ift auch 


2) ya= = [ya]- yi = [ya]. «(Co ®® IT iesin ZT 


won bie eben angegebene Bedeutung hat, während das einge- 


er) 


klammerte Zeichen [ya] einen einzigen beliebigen der m Werthe 
der ya vorftelt. 


l 
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1. (ya)ı =a 

und der A.) zufolge ift 
2nr 

II. Yan) = a.71 = gem” 

won die vorbemerfkte Bedeutung hat *). 
Die Gleichung I. hat links und rechts nur einen einzigen 

Werth; die Gleichung IL hat links und rechts diefelben m Werthe; 
jede iſt daher eine vollkommene (richtige) Gleichung. 


C. Es iſt ferner, während a und b, wie jetzt immer, ganz 
allgemein gedacht werben, 


3) yYab)= ya-yb und A) 6)2 vr 
vb 

Diefe Gleichungen haben links und rechts dieſelben m Werthe, 

und dies iſt auch dann ſchon der Fall, wenn ſtatt einer der 


beiden Wurzeln, ya oder vb, nur ein einziger ihrer Werthe 
gejeßt wird, wenn nur die andere allgemein (ati m beutig) 


bleibt. — Solches folgt unmittelbar aus vq = gm und aus 
$. 222. A. IH. und IV. und C. Nr. 1. 


| D. Dagegen findet ſich (nach $. 222. V.), weil, 
y(a?) = (nm iſt, 


b Zum . 


b m. 
5) Y(ad) — —anem — am.yl “), 


*) Die Gleichung 
Yan) = =a 


fann in allgemeinen Rechnungen nicht zugelaffen werben. 
*2) Diefe Gleichung kann links und rechts unendlich viele Werthe haben 
(wenn b imaginär if); fie hat linfs und rechts „m Werihe, wenn b=+ 


und m in feinen Heinften Zahlen ausgebrüdt ift. 


1. | 26 
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Es iſt aber auch | 


m b m 
6) yar)=an = (ya), 
jedoch nur dann, wenn b pofltio oder negativ ganz, O oder 1 
it, und dabei b und m feinen gemeinfdaftliden 
Theiler mehr haben (d. h. Primzahlen unter fich find), weil 
b 


dann am wirklich m von einander verſchiedene Werthe hat, 
bj > .=| Qubr 

welche durch «= |.1= = la” le” ausgebrüdt find und 

2nr 


welche mit dem andern Kaftor em” (in Rr. 5.) multiplicirt, 


bj ba, 3)] m 
am le m  . oder la» yl geben, in fo ferne ub-n, 
wie n felbft, abermald nur die Reihe der ganzen Zahlen von 
co bi8 oo, mit Einfehluß der Null, vorftelt *). 
Ferner iſt (nach 8. 223. 1. und nad) $. 222. V.) 





m 1 W b b 
D_ar= (.=) = gnm.e"i _ gm 
eine allgemeingültige Gleichung, fo oft b einer Differenz ganzer 
Zahlen gleich Ift, weil dann »b pofitiv oder negativ ganz oder 
0, alſo ert=1 if. Dadurch if aber die 6.) in ihrer 
doppelten Geftalt erwiefen. 
Die drei Ausvrüde in 6.) haben alfo gleich viele und ge- 
nau diefelben Werthe, wenn nur b einer Differenz ganzer Zahlen 


gleich und 2 ein bereits in ven Heinften Zahlen ausgedruͤckter 
Bruch if. 


Iſt aber u zwar eine pofltive oder negative aber noch 


2) Wollte man bie Gleichung 6.) 3. B. für ben Fall anwenden, wo 
m=A und b=6 märe, fo würde man bie allgemein ungültige Glei⸗ 


4 
hung erhalten Y(a') = as, welche links A Werthe hätte und rechts deren 
nur 2. 
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nicht in ihren’ Heinften Zahlen ausgevrüdte gebrochene Zahl, fo 
muß man 


8) lad) = (ya)-yi 
nehmen, wenn man eine allgemeingültige (vollfommene, richtige) 
Gleihung haben will. 


E. Dagegen finden ſich folgende Bleichungen, in denen m 


und b und 7 pofitiv ganz gedacht werben müfien, allemal 


als allgemeingültige, naͤmlich 
9) ya = * | 
1) Vazam=day, 
von denen bie erſtere links und rechts meb, die andere 7 ver⸗ 


ſchiedene Werthe hat. 
Die Richtigkeit der stern 10.) rolgt unmittelbar aus 


‚m 


$. 223. J., nad welcher "a -— ab gm ift, und aus der 

vorftehenden Nr. 7. — Seht man aber in ihr mb ſtatt m, fo 
m mb mb bm 

erhält man ya (ya); folglid it ya=yya, und daraus 

ergiebt fich die 9.), wenn man noh m und b mit einander 

vertaufcht. 


F. Endlich ift allgemeingültig die Gleichung 
11) log ya = I sjoga, 


fobald ya. allgemein, d. h. m deutig gedacht wird. Diefe 
Gleichung hat links und rechts gleich viele und genau biefelben 
Merthe. 

Denn es ift 
a) —E m (La-+2nn.i) = . L. ii, 


26 * 
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won jowohl O ald auch jede pofitive und negative ganze Zahl 
vorftelt. — Auf der andern Geite in 


ı 
am — lo a. —(Z ar Zur 


wo u die Were 0, 0,1,2,3, sis m—1 vorgeftellt, wenn alle 
m Wenhe der ya ausgedruͤckt ſein ſollen; folglich iſt 
— ——— i) fuͤr jeden Werth von u, d. h. für jeden 


Werth der ya, ein Werth des log ya; addirt man alfo dazu 
alle Werthe 2y7. i des Zogl, fo hat man alle Werthe des 


Iogya, (nach $. 177.), nämlich 
6) logya = = EN a--2uni)—+2rr-i = 14h, i. 


Weil aber » alle Werthe hat, welche O oder pofitiv oder negativ 
ganz find, und uw die m Werthe 0, 1,2, 3, bi8 m—I, fo 
drüdt Die Form utvm genau wieder alle pofitiven und nega⸗ 
tiven ganzen Zahlen mit Einfchluß der Null aus; und fo folgt 
aus den Gleichungen a) und 4) die Wahrheit unferer Behaup- 
tung. (Man vergleiche forgfältig hiermit den $. 180., in wels 
hem dieſelbe Formel bereits 9 erwieſen ift, aber nur für m= 2, 
3 und 4. 


Anmerkung 1. Betrachten wir noch die m Werthe von 
713 fie find ausgedrüdt buch 


Inr 


\i=en’- (Co FE +inSin ar), 


wenn man flatt n. eine Anzahl m auf einander folgender ganzen 
Zahlen (mit oder ohne die Null) febt. 

Aus ihrer Betrachtung geht hervor: 

1) Sie können paarweife fo geordnet werben (dadurch, daß 
man dem n einen Werth a und zugleich den Werth —a giebt), ' 
daß das PBroduft eines folchen Paares, = 1 wird. 
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2) Iſt m ungerade, fo ift einer der Werthe von y1 ſelbſt 
—=1; die übrigen find alle imaginär. 

3) Iſt m gerade, fo ift einer der Werthe von y1, 1 
(fürn=0), einander =—1 (fün= 3m); die übrigen 
alle find imaginär. 

4) Jede pofitive oder negative ganze Potenz eined jeden 


der Werthe von y1, ift ftet8 wieder ein Werth von y1. 
Iſt nämlich ze=1, fo ift, wenn b poſitiv oder negatio 
‚ganz, während m pofitiv ganz vorausgeſetzt wird, 
(zur) = zu = (by =1P=1;5 alſo ıc. ı. 
Noch direfter folgt die Wahrheit diefer Behauptung, wenn man 


Znr 2nbr 
ohne Weitere em" mit b potenzirt, wodurch man em 
erhält, welches wieder ein Werth von 71 Äft, weil nb irgend 
eine Hofttive ober negative ganze Zahl fein wird. 


Ir m 
5) Nimmt man aber den Werth en"=e vn yi, ſo 
find deſſen ganze Potenzen e?, &?, &*, »-- e@, lauter verfchie- 


dene Werthe von yi, fo daß alle m Werthe von yi. Borges 
ftellt find durch e, e?, &®, &*, oo em-1, gm; ber Ieptere ift ber 
Merth 1 felbft. 


6) Das Produkt je ziveier Werthe von yi, ift allemal 
wieber ein Werth von y1. 

Anmerkg. 2. Weniger intereffant find die Eigenfchaften 
der m Werthe von v1). Sie find ausgebrüdt durch 


1 2⸗ 
Zz _e om os eo m ei 


v-1)= = (-1) 
d. h. 


—EE 


„4 


(a+l)r 
os FIR .gi8 Er tDDr eo m " 
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wo n entweber Null oder jede poſitive ober negative ganze Zahl 
gorftelt, während aber nur m auf einander folgende feiner 
Werthe genommen zu werden brauchen. 

Daraus folgt 


1) Das Produkt zweier Werthe von yc-1) it allemal 
einer der Werthe von vH). 

2) Das Produkt eines der Werthe ‚yon. yi mit einem der 
Werthe von v-h), iſt allemal einer der Werthe von v1). 


3) Jede gerade Potenz eined der Werthe von v1) ift 
ſtets ein Werth von vH). 
A) Jede ungerade Potenz eines ber Merthe von v1) 
ift fetS wieder ein Werth von vo). 
5) Nimmt man die ungeraden Potenzen von dem Werth 
= e=” per v1) in der Ordnung, fo find folche, nämlich 
L, 6°, 6, ... Cim—1, 
ale m Werthe von v1), weil fie alle von einander vers 
ſchieden find; denn es ift 3. B. für irgend eine ganze Zahl r, 
+—1 
em "0 TUE ug, DM, 
und dieſer Werth ift für jeden andern Werth von r ein anberer, 
ſo lange r zwiſchen O und m bleibt, weil dann der Bogen ftet3 
zwifchen O und 27. Liegt und zwei Bogen, welche zwifchen O 


und 27 liegen, nie einerlei Koſinus und gleichzeitig einerlei 
Sinus haben. 


$. 22. 


Bon den gebrochenen Potenzen wollen wir noch Folgendes 
bemerken: 
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A. Die Potenz a” hat diefelben » Werthe, welche Die 
v(er) hat (nach $. 224.D.6.), fo oft 4 poſttiv oder nega⸗ 
tiv, aber in feinen kleinſten Zahlen ausgedruͤckt iſt; ſie hat wes 
niger Werthe als die gedachte Wurzel, wenn Fr nicht in feinen 
Fleinften Zahlen ausgebrüdt ift. 


RE 
B. Daher bat das Produft aaı-aı und der Quotient 


BD. 
a”, wenn 7 und * in ihren kleinſten Zahlen 
aı | 


ausgebrüdt find, nicht mehr als q Werthe (obgleich jeder 


Pr ı 
- Werth von aı mit jedem Werth von ar multiplicirt oder 
bipidirt wird, alfo qq Werthe gebildet werben), weil das Pros 


duft und der Quotient der Wurzeln y(ar) und ar) nicht 
mehr ald q Werthe hat (nach $. 224.). 


C. Unter berjelben Borausfegung, daß 7 und " in 
ihren Heinften Zahlen ausgedrüdt find, ift die Gleichung 


PB x p+r 
1) aaal=gaı 
eine richtige (welche links und rechts gleich viele und biefelben 
Werthe hat), fo oft p+r und q feinen gemeinfchaft- 
lihen Theiler haben. 
Eben fo ift 


pP r p-r 


2) altaı=gad | 
eine richtige (allgemeingültige) Gleichung, wenn p—r und q 
feinen gemeinfchaftliden Theiler mehr haben. 
Dabei denfen wir und die Nenner der in den Erponenten 


vorkommenden Brüdje, ſtets pofitiv ganz, die Zähler dagegen 
pofitiv oder negativ ganz. 
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D. Die Gleichungen 


2 BD... ps-+ar 
3) aa =al a 8 
und ° 
n»ıL 0 »_r pa 
4) alta’ =al !=g 8 


haben links und rechts gleich viele (naͤmlich q.s) und dieſelben 
Werthe, wenn 7 nnd — in den Fleinften Zahlen ausge⸗ 


drüct find, und wenn daſſelbe in 3.) mit dem Bruche te, 


in 4.), dagegen mit dem Bruche = der Fall if. (Folgt 


aus A. unmittelbar.). | 

So wie diefe Bedingungen nicht erfüllt find, müffen ftatt 
diefer Gleichungen (3. oder A.) die allgemeinen Gleichungen 
$. 222. I. oder II. eintreten, wenn man allgemeingültige Gleis 
chungen haben will. 

Sp 3.2. ift die Gleichung 

at. = =q = 

deshalb nicht unbedingt zuzulaſſen, weil nicht beide Seiten der—⸗ 
ſelben unbedingt fuͤr einander geſetzt werden koͤnnen, welches doch 
unſerem gegebenen Begriff einer Gleichung zufolge, allemal der 
Fall ſein muß. — Soll ſie in dem Sinne verwandt werden, 
daß die 8 Werthe der Potenz zur Rechten unter den 32 Werthen 
des Produkts zur Linken vorkommen, ſo muß man ſehr behutſam 
mit ihrer Hilfe rechnen, wenn man nicht falſche Reſultate 
haben will. 


8. 226. Aufgabe. 

Man ſoll unterſuchen, ob und in welchem Sinne der, fruͤ— 
her für Differenz-⸗Potenzen erwieſene binomiſche Lehrſatz, auch 
noch fuͤr die jetzigen allgemeinen Potenzen gelten koͤnne. 

Auflöfung Da alle Werthe von (1--x)” in e*los - 
enthalten find, fo darf man nur flatt Zog(i+x) die Reihe 
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+l 
s|-17- il d. h. x—ir?’ 1x? 1x4 ou 
fegen (diefe Reihe mag bier durch fer, bezeichnet fein), und dann 
er) d. h. sl ef Tor d. h. + 4 . 


gehörig nah x orbnen, und man wird einen der Werthe von 
(1-/-x)* in eine nad) ganzen Potenzen von x fortlaufende Reihe 
verwandelt haben; und zwar ergeben fich fogleich die 2 erften 
Glieder diefer nach x geordneten Reihe, — 14-2.x, während 
alle übrigen Glieder die höhern Potenzen von x enthalten. 

Iſt aber auf diefe Weife die Eriftenz einer nach Potenzen 
von x fortlaufenden Reihe gefichert, welche einem der Werthe von 
(i-+x)? gleich fein muß, fo fege man 

1) A4my'=S[P.-xt], 
wo P,=14,P,=z, ift, wo aber P,, P,, P,, «+ überhaupt 
P, noch unbeftimmte uud zu fuchende Koeffizienten find. — 
Set man num hier y flatt x, fo erhält man 


2) A-+y” = SIP.-yt], 
folglich, wenn man multiplicirt 1.) mit 2.), weil 
(I· 1+y = [A4)d-4yYFr = ÜreatytıyP if, 
9 BHatrtayp = S[R-Pe-xty)]. 
Wird Dagegen in 1.) x+y-+xy ftatt x gefebt, fo findet fich noch 
4) U+@tyhayr = S[IR-atytay)], 
fo daß (aus 3. und A.): 
5) S[Pa-Ps-x"-y’] = S[Ps-(x+y-+ay)?] 
hervorgeht. — Nun ift aber nad dem trinomifchen Lehrſatze 
($. 64.) für ganze Erponenten 


oo 
-Hytay) = J —8 | 
ar =b 


g! b! c! 
ar = d 


_ er — | 
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folglich, wenn man diefe Reihe flatt (x-+y-xy)’ (in 5.) fub- 
ftituirt, und wenn a+b-+c flatt d geſetzt wird: 


alb! cl 


Und weil bier links und rechts die Koeffizienten von y einander 
gleich fein müffen, fo folgt, wenn links 1 ſtatt b, rechts aber 
b-+c=1 geſetzt wird: 


7) S[P,» P,-x®] = Slayer] 
IH =1 
Und da nun hier links und rechts wiederum die Koeffizienten von 


x einzeln einander gleich fein müſſen, alfo namentlih auch Der 
Koeffizient von =", fo folgt hieraus noch 


8) P,-P, =s[ (a11)Porı | 


6) SIP,» P, XA. y®] = N ps . xy], 


=, bl 
Und da die Gleihung b+c= 1, bloß c= 0, 0 =n darc=1, 
a =n-1 zuläßt, fo folgt ferner 
9) Pa-Pı = (n+1)-Parıtn- Pa, 
wo P,=z ift, fo daß diefe Gleichung noch in 
10) (z-n)-P, = (n+1)- Par 
übergeht. 
Wird nun hier nah und nad 0, 1, 2, 3, + a—1 ftatt n 
gejegt, jo ergiebt ſich 
z-P, = 1-P, 
(z-1)-P, = %-P, 
(z-2)P; = 3-P, 
(z-3),P;=4P, 
u. f. w. f.; zuletzt 
[2—(#—1)]-P.-ı = @-P.. 
Folglih, wenn man alle diefe Gleichungen mit einander multi- 
plicirt, und links und rechts mit den gemeinfchaftlichen Faktoren 
wegdividirt, auch 1 flatt P, ſetzt: 
* = 9lP,; 
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a! 
d. h. der unbeftimmte Koeffizient P, ift jet beftimmt und als 
derjenige Ausdrud gefunden worden, welchen wir ($. 14.) mit 
Za bezeichnet haben, und welcher unter dem Namen des Bino- 
mial⸗Koeffizienten befannt zu fein pflegt. 

Alfo hat man 


11) (4 = S[2u.2] = sl“. =], 
wo der Ausdrud zur Rechten jedoch nur einen Werth von (1x)? 
vepräfentirt, aud welchem aber alle Werthe hervorgehen, wenn 


man ihn noch mit allen Werthen von 1” multiplicitt. 
Iſt aber gefunden, für jedes allgemeine z, 


(i+xJ° = S[z..x], 
fo multiplicire man links und rechts mit as, fo erhält man 
(a--ax)” = S[z.-a’x‘]; 


und wenn man ax=b, alo x = 2 fest, 


alfo P,= 


3 


12) (a+b)” = S[z.-a-.bf], 
welcher Ausdruck zur Rechten jedoch in der Form 
a. S[z.-a-"-b‘] 
gefchrieben gedacht werden muß, wenn man alle Reihen von 
einander abgefondert fehen will, welche der allgemeinen Potenz 
(a+-b)= entfprechen. 

Alfo findet der binomiſche Lehrfag, mit diefer 
legtern Befchränfung, auch noch für allgemeine Bo- 
tenzen ftatt, und zwar fo, wie er in den hiefigen Formeln 
(NNr. 11. und 12.) ausgedrüdt fich findet, jo daß ber Ausdruck 
zur Rechten eine unendliche Reihe iſt. 


$. 227. 


Ganz auf dieſelbe Weiſe wie ſolches (88. 64.—67.) geſchehen 
iſt, leitet man nun aus dieſem allgemeinen binomiſchen Lehrſatze, 
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den tringmifchen, 20. 2. 2c., und zulegt den polynomifchen Lehr: 
fat für allgemeine PBotenzen ab, nämlich 


. ar 57, 








ad 





2 ZH z—-—1,.pd, ce: |: 
1. (atb+e% =S| ir" .bd.ct |; 


III. (a-t-b-4c44 5 25-8. huge di |. 
(a4 +c+ )” = b! cl ! a D.C» 


Und daraus findet fich zulegt ganz allgemein für jedes z: 
(Or (atarztazrtagrrt oe in inf.) 
= SI Aa, νν.- J 


a 2 da Az «or pen nr” 


(A)!la)l la)! (an)! 
wie aus der Betrachtung und Ableitung derſelben Formel, für 
den Fall, daß z eine pofitive ganze Zahl ift (in den 88. 117. 
bis 121.), fogleich hervorgeht. 

Diefer Sa ift aber der polynomifche Lehrfag in feiner 
allgemeinften Geftalt. — Er liefert jedoch zur Rechten, im Falle 
auch die Reihe fonvergent, alfo brauchbar fein follte, doch jedes- 
mal nur dann die von einander abgefonderten Werthe der Po- 
tenz zur Linfen, wenn man zur Rechten a= als einen und den— 
ſelben gemeinfchaftlichen Faktor herausrückt. Die unendliche Reihe, 
die ald zweiter Faktor zur Nechten bleibt, bat dann, wenn fie 
überhaupt einen Werth hat, nur einen einzigen, und biefer wird 
alſo mit allen Werthen des eriten Faktors a= multiplicitt. 


wo A ftatt geſetzt worden ift; 


Anmerkung 1. Man kann ſich des hier erwieſenen Satzes 
bedienen, um aus einer numeriſchen poſttiven Zahl irgend eine 
ve abfolute Wurzel numerifch zu ziehen. — Man hat nämlich 


.|” 
—⸗ 


weil nun 


zdi-1 Hp 
b1 abe] = æ. s 5 |; 
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4 \el-ı 
( 1\ _ („) 11 (dm) _ (IyIW-1)2-11 
. u > TE a! ya 
ift, wo ftatt (1-1 auch (—T)ert gefchrieben werden kann, 
fo bat man nach dem binomifchen Lehrfate, 


v 


Va+b — Va. sl-1 JH. 6) 


al va a 
oder 


Verb = Va. 14.272) N] Di 


va 2a 31 »°® a 


ED DE u. ii] 
a 


41 v»* 


Sollte alfo 3.28. y70 numerifch gefunden werben, fo würde 
man flatt a ſetzen unter den Potenzen 2°, 3°, 4°, 5°, ıc. Dies 
jenige, nämlich A® oder 64, welche ver Zahl 70 zunächft kommt, 
und ftatt b das noch fehlende, nämlich 6, damit 
b 6 3, 

a-+b = 6446 = 70 werde, wo dann sa» ift, und 
man hat dann, weil ya = v64 —4 if, 

8 13 2 3? 25 9° 

yvo=4 +3 9-20: +apgi g9)r 
2.58 3* 3. 

— .. ın inf. | 

_ 1 1 5 2:5 2.11 u 
= gr ray = ar ray | 





von welcher Reihe dann einige erfte Glieder berechnet, Die übri- 
gen aber außer Acht gelaffen zu werden pflegen. 


Anmerfung 2. In der Anwendung folcher Mittel, wie 
das eben befchriebene, muß man jedoch ungemein vorfichtig fein, 
um nicht ein fo berechnetes Nefultat für den praftifchen Zweck 
als genau genug anzufehen, während man den gemachten Fehler 
vielleicht noch nicht einmal zu beurtheilen im: Stande ift. — Es 
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muß daher eine feine praftifche Analyfis, bei ſolchen Näherungs- 
rechnungen, wie fle die Praris jedesmal allein nur fordert, ihr 
Augenmerf vorzüglih auf die Berechnung der Fehler richten, 
welche in jedem Yale gemacht werben, oder vielmehr auf die 
Berechnung der Grenzen, welche diefe Fehler nicht überfteigen 
- können. — Davon in fpätern Theilen dieſes Werkes. 


Anmerkg. 3. Iſt b gegen a fehr flein, jo daß > ein 


fehr EHleiner Bruch wird, ſo kann man in der Formel der Ans 
merfung 1.) blos die beiden erften Glieder nehmen, namlich 


Varb = Va-(1+4.2) = +, 


wo «a die ya, d. h. etwas vorftelt, was fich bereitd der geſuch⸗ 


ten y(a+b) bedeutend nähert. Das Glied — 
die zweite Annäherung. 





giebt dann 


$. 228. 


Der allgemeinen Botenz fteht natürlich auch ein alls 
gemeinertogarithme, wienod eine allgemeinfte Wurzel 
gegenüber. 

Unter dem „allgemeinen Logarithmen“ b?a verftehen 
wir jeden Ausdruck x, welcher die Eigenfchaft hat, daß a@= b 
wird, wobei b der Logarithmand, a die Bafis des Loga- 
rithmen genannt wird. Beide, b und a, find beliebig reell oder 
imaginär. | | 

Sol aber = d.h. erlse—b fein, fo muß 
xeloga=logb genommen werben, und daher findet fh x 


d. h. 
bꝰa ⸗ eb 
log a 
fo daß der allgemeine Logarithme unendlich. mal unendlich viele 
Wertbe bat. ES Tiegt dies, wie man fleht, darin, daß 


ax = exlogn unendlich viele Werthe hat, nach den verfchiebenen 
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Werthen ded Zoga, und daß jeder diefer Werthe — b werden 
fann, während, damit dies gefchieht, für jeden Werth des Zoga 
noch unendlich viele Erponenten denfelben Werth der Potenz geben. 

Es ift num fehr leicht, die Werthe des allgemeinen Loga- 
rithmen (ati)? (p-t+g-i) auszurechnen (wobei man finden 
wird, daß gewiffe imaginäre Zahlen, für eine imaginäre 
Bafis, reelle Werthe ihres Logarithmen geben), — die For- 
meln hinzuftellen, welche den Gegenſatz des allgemeinen Loga⸗ 
rithmen zur allgemeinen Potenz und die Beziehungen deſſelben 
zu den vorangegangenen Operationen, außfprechen (alſo die Ge⸗ 
febe, nach denen mit allgemeinen Logarithmen gerechnet werben 
fann), — mit einem Worte, die Eigenſchaften dieſer allgemeinen 
Logarithmen aus ihrer Definition abzuleiten. Wir entheben und 
aber hier des weiteren Verfolges, weil wir zur Zeit feinen ypraf- 
tifchen Nuten davon abjehen. 


b . 
Eben fo fann man den Begriff der ya, wo b wie a ganz 

allgemein, eben fo gut reell ald imaginär gedacht wird, auf 
ftellen mittelft der Gleichung 

b I 

ya=a B, 
weil in dieſem allgemeineren Begriff, der frühere für ya aufs 
geftellte (wo m pofttiv ganz vorausgefegt wird) enthalten ift. — 
Dies wäre aber vollendd von keinem Nuten, da wir nur ein 
neues Zeichen einführten, für einen, in allen feinen Kon— 
fequenzen bereits unterfuchten Begriff. Selbft die Ein- 


führung des Zeichend ya, wo m pofttiv ganz ift, in der Be⸗ 
deutung der allgemeinen Wurzel des $. 223. war eigentlich über- 


1 
flüffig, eben weil das Zeichen am demſelben Begriff vollfommen 
entfpricht, und der letztere Begriff bereitS unterfucht war. Doch 
gewährte uns diefe Einführung einige Bequemlichkeit und mußte 
auch fchon deshalb gefchehen, weil biefed Zeichen einmal ge⸗ 
braͤuchlich geworden iſt. 





Eilftes Kapitel. 


Bon den (algebraifchen) höhern Gleichungen. 


Erſte Abtheilung. 


Fundamental⸗Sätze. 


$. 229. 


An dem fünften Kapitel haben wir bereits die wichtigften ele- 
mentaren Eigenfchaften der ganzen Funktionen von x, von einem 
beliebigen mien Grade, entwidelt. Wir fügen hier noch folgende 
hinzu: 

I. Wird eime reelle ganze Funktion Fz von x, für 
x=p+gi, der Null gleich, fo wird fie auch allemal für 
x=p-gqgi der Null gleich; wo p und q biejelben reellen 
Werthe vworftelen. Denn da i jede der beiden Formen von 
v—1 vorftellt, jo muß jede Gleichung wahr bleiben, wenn ber 

andere Werth —i ftatt i gefegt wird, während die Koeffizienten 
ver Sleihung, da fie alle reell vorausgefegt find, fich nicht 
ändern. — Nach $. 81. ift dann diefelbe ganze Funktion F. 
nicht bloß duch x—(p+q:i), fondern auch durch x—(p—q-i) 
theilbar, wenn nur q nicht Null ift, fo daß beide Werthe pæq iĩ 
wirklich imaginär find. 

Daraus folgt aber weiter, daß diefelbe ganze Funktion Fx 
dann auch noch durch das Produkt 


[X-(p-q i)IIX-(p-q. i)] d. h. durch x? —2px-+-(p?-+q?) 


theilbar, und der Quotient r 


AAp einer ganzen 


Le EEE 
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Funktion vom (m2)ten Grabe gleich Ift*). — Verwandelt man 
bie eine imaginäre Zahl p-+-q-i (nach 8. 170.) in das Produkt 
rer oder r(Cosp-+i-sSinp), fo iſt die andere p-gei, 
=re-t!=r(00s9-i-Sinp); und der Doppel-Kaltor 
x?—2px+(p?+q?) nimmt dann biefe Form an, nämlich 
(x-reti)(x-reti) d.h. x’—(eribe-Piirxtr? d. h. 
x?—2rx-C0sp-+r?. 

Diefed alles gilt nicht mehr, wenn die ganze Funktion F, 
einen, oder mehrere imaginäre Koeffizienten hat. 


1. Iſt eine ganze Funktion Fx mit beliebigen (reellen ober 
imaginären) Koeffizienten burch den Doppel⸗Faktor x?--ax-+b 
theilbar, fo ift fie auch durch jeden der beiden einfachen Faktoren 
x—a und x—P theilbar, in welche fih x?-Lax-4-b (nach dem 
1. 35.0.8.) felbft wieder zerlegen laͤßt. 

Sol aber x?-+ax+b = (x-—a)(x—#) werben, fo find 
e@ und 4 die beiden Werthe von x, welde x?--ax+b, = 0 
machen, fo daß man hat 


& — 
ß = —1atVi1a?’—b. 
Sind nun a und b reell, fo find die beiden einfachen Faktoren 


x—a und x—4 veell**), fo oft 1a?—b poſitiv oder Null iſt; 


*) Es ift nämlich . 
F, = [x-(p+y-i)]-y,, | 
wo gy, vom (m-I)ten Grabe if. Da nun F, für x=p-g-i ebenfalls 
der Null gleich wird, diefer letztere Werth von x aber ben erfleren Faktor 
x-(p+gsi) des Produkts [x-(ptgi))y, in —2g-i verwandelt alfo 
nie in.Rul, (weil q nicht Null if), fo muß ber andere Falter ꝙ,, für 
x=p-qri, ber Null gleich werben, folglih Y, die Form [x-(p-qi)]-y, 
. annehmen fönnen, wo , vom (m-2)ten Grade iR. | 

”*) Mon nennt eine ganze Funktion von x (alfo auch eine trinomifche 
x?+ax+b und bie binsmifhen x—« und x) reell ober imaginär, 
wenn ihre Koeffizienten alle reel find, oder wenn fie nicht alle reell ind. — 
Die Ziffernwertbe alfo, welche x ſelbſt noch annehmen Tann, kommen babei 

II. 27 


P | 


us Bea ben hühern Gieihumgen. Sep XLS 220 


it fint beite imaginär mt von der Gem = +) umd 
(pri), fe eh lat mrgamie iR: uub dabei iR p = —* 
mr q=Ib—ia”. — Nur in tem leiera Galle fann ber Dop- 
wifaier tie Sera 1? Qrx-Cearg-ir” ennrhmrn, wenn näu 
Eh cm wülüten Kıritbezn aufzräden fell 


| 


wet, wite hie$ fer iete game Zuuftion F. 
wit beikctägen (teren eder imazinirra) Merüpienien Ton Det 
kerart imayinirr Eiern na x ea der ara pi) fait 
ur urn rate werden: TO wUrE 

zz- emtenleg ir) zug u Taturd) 
KR au te m Heike ) ge⸗ 
Kalt wrT, « tn wi, Pot Q au BR mr 9 mi den 
ir % inte Eee put z Run ꝙ chenjalld 
wer az, = m Som a Te ©cı’ze Seateneag im 5. 94. 


10 —x. 


Tx up Rute ve x, u me Soon meibelb a bie 
eu i 2 ii mn weht, ae komm Serrh ter > 
X, wat zur kor m: Neexx cd Tür zuarzpeugse Gleichung 
=t=m Je sekehäx Summe. num Gmigienten 
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2) FpAq.i = S[e,.r7ne% Ha-9P-i] 


= S[e.r°=%.(Cos[&-Hm—r)p]-HieSin [Em a)PP)]. 
Bermehrt man nun 9 um ein unendlich eines *) h, fo laſſen fich 
Cos(&-+Hm-)p+m-e)h) und Sia(&4(m-a)9+m—e)h) 
doch immer in Reihen umformen, deren allererſte Glieder die 
alten Werthe derfelben find, während die folgenden Glieder nach 
ganzen Potenzen von h fortlaufen. Alfo ift der neue Werth 
von Fx für biefen neuen Werth von x, während r ben alten 
Werth unverändert behält, nur um Glieder verjchieben von ber 
Form 
B,ch-+-B,-h?-+B,ch°-+ in inf. 
ice ‚h-+-C,.h?-HC,.h?+ in inf. 
während die Summen dieſer einzelnen Reihen (nach $. 131.) mit 
h zugleich unendlich Hein find. | 
Gerade fo aber erhellet, daß, wenn man in dieſem zweiten 
Werth von Fx, auch r noch um ein unendlich kleines h’ ver- 
mehrt oder vermindert, ein dritter Werth von Fz entfteht, ber 
nach Potenzen von h’ entwidelt werden kann und der von dem 
zweiten Werth von Fx nur um lieder verfchieden iſt, won ber 
Borm 
D. HD, hD, H Duhm 
| —+i(E +h’-+E,-h'? +E,.h’?+ Enh | 
während auch die Summe, jeber diefer beiden (enblicden) Reihen 
mit h’ zugleich, unendlich Hein ift (nach 88. 91. 93.). 
Dadurch ift aber die Behauptung erwieſen. 


*) Unen dlich fein haben mir dasjenige genannt, was immer noch 
Heiner gedacht wird, als jede noch fo Heine aber beftimmte Zahl. — Dem 
Unenplich- Kleinen liegt nur bie Null näch ſt an, und jebe noch fo Heim 
gebachte aber beſtimmie Zahl x, iſt von dem unen dlich-⸗kleinen h unendlich 
weit entfernt, weil man von x doch noch jeben beliebigen, 3- 9. 1000, 
1000000en, u. f. w.; Theil fi denken kann, und davon wieder jeben be- 
Uebigen beſtiumten Theil, und _h dann bo immer noch Heiner gebacht 
werden muß. | 

27% 





Eilftes Kapitel. 


Bon den (algebraifhen) höhern Gleichungen. 


Erſte Abtheilung. 


Fundamental⸗Sätze. 
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An dem fünften Kapitel haben wir bereit die wichtigften ele- 
mentaren Eigenfchaften der ganzen Funktionen von x, von einem 
beliebigen mtr Grade, entwidelt. Wir fügen hier noch folgende 
hinzu: 

I. Wird eine reelle ganze Funktion Fz von. x, für 
x=p4tqgi, der Null gleih, jo wird fie auch allemal für 
x=p-qi der Null gleih; wo p und q dieſelben reellen 
Werthe vorftellen. Denn da i jede der beiden Formen von 
v1 vorftelt, fo muß jede Gleichung wahr bleiben, wenn ber 

andere Werth —i ftatt i gefegt wird, während die Koeffizienten 
ver Gleihung, da fie alle reell vorausgeſetzt find, fich nicht 
ändern. — Nach $. 81. ift dann diefelbe ganze Funktion F, 
nicht bloß duch x—(p+gq-i), fondern auch durch x—(p—qei) 
theilbar, wenn nur q nicht Null ift, fo daß beide Werthe pæq i 
wirklich imaginär find. 

Daraus folgt aber weiter, daß diefelbe ganze Funktion Fx 
dann auch noch durch das Produkt 


[X-(pq. i)IIX-(p-q.i)] d. h. durch x? —2px-+-(p’+-q?) 


theilbar, und der Quotient F 


SI Qpxr(prpge) ner ganzen 
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Funktion vom (m—L2)ten Grade gleich iſt *). — Verwandelt man 
die eine imaginäre Zahl pqi (nach $. 170.) in das Produkt 
rer oder r(Cosp-+isSinp), fo ift die andere p—g-i, 
= re-ti=r(C00s9—-i-Sinp); und der Doppel⸗Faktor 
x?2—2px(p?+q?) nimmt dann diefe Form an, nämlich 
(s-re®l)\(x-re) d.h. x?’—(efite-P)rxtr? d. h. 
x?—2rx-C0sp-+r?. 

Diefed alles gilt nicht mehr, wenn die ganze Yunftion F, 
einen, oder mehrere imaginäre Koeffizienten hat. 


Iſt eine ganze Funktion Fx mit beliebigen (reellen ober 
imaginären) Koeffizienten durch den DoppelsBaltor x?-Fax-Fb 
theilbar, fo ift ſie auch durch jeden der beiden einfachen Faktoren 
x-—o und x—Pß theilbar, in welche ſich x?--ax-+b (nad) dem 
1. Th. d. W.) felbft wieder: zerlegen läßt. 

Sol aber x?-+ax+b = (x-—a)(x—P) werden, fo find 
a und 8 die beiden Werthe von x, welde x’-Lax+b, = 0 
machen, fo daß man hat 


A +Vieip 
ß — - da 4a —_L.. 
Sind nun a und b reell, fo find die beiden einfachen Faktoren 


x—a und x—4 reel*®), fo oft 4a?—b pofitiv oder Null if; 


*) Es iſt nämlich 
F, = [x-(-q. i)] · ꝙ., 

wo y, vom (m-I)ten Grabe if. Da nun F, für x=p-q-i ebenfalls 
der Null gleich wird, diefer letztere Werth von x aber ben erfleren Faltor 
z(p+gsi) des Prodults [x- (pꝓq.i)] · ꝓ. in —2g-i verwandelt alfo 
nie in Null, (weil q nicht Null iſt), fo muß ber andere Falior ꝙ,, für 
x=p-qgei, der Null gleich werben, folglich p, die Form [x-(p-q- 8 2177 
. annehmen Tönnen, wo y, vom (m-2)ten Grabe ifl. 

”°) Man nennt eine ganze Funktion von x (alfo auch eine trinomifche 
x?+4ax+b und die binomifchen x-« und x-#) reell oder imaginär, 
wenn ihre Koeffizienten alle reell find, oder wenn fie nicht alle reell find. — 
Die Ziffernwerthe alfo, welche x ſelbſt noch annehmen kann, Kommen babei 

Il. 27 
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fie find beide imaginär und von der Form x—(p4q-i) und 
x—(p-q-i), fo oft 4a?—b negativ iR; und dabei it p= —.a 
und q=VYb—ta?. — Nur in dem legtern Falle kann der Dops 
pel-Faktor die Form x?—2rx-Cosg-+r? annehmen, wenn näms 
lich ꝙ einen wirklichen Kreiöbogen ausdruͤcken fol. 

- ML Eine reelle (d. h. mit lauter reellen Koeffizienten ver- 
fehene) ganze Funktion von x, ändert ſich ftetig mit ten fich 
ftetig ändernden reellen Werthen von x ($. 95.). 

Dafielde laßt fich aber jetzt viel allgemeiner audfprechen. 
Es gilt nämlidy noch, nicht bloß für jede ganze Funktion F. 
mit beliebigen (reellen oder imaginären) Koeffizienten von der 
Form a-tPp-i, fondern auch, wenn (gleichzeitig) fich ftetig Arts 
dernde imaginäre Werthe von x (von der Form p-+q-i) ftatt 
der reellen gedacht werden; d. h. wenn 
x=ptgi=rerti=r(Cosp-+irsSinp) geſetzt und dadurch 
F, auf die Form P-+Q-i= Re’! = = R-(Cosy-Hi-Sinw) ges 
bracht wird, fo ändern fi, P und‘ Q oder Rund u mit den 
ftetig fich ändernden Werthen p und q oder r und @ ebenfalls 
nur fletig, in dem Sinne ald die ftetige Aenderung im $. 94. 
erklärt worden ift. 

Denn es fei 

1) x = S[(b,+c.-i).x"-°] 
die ganze Funktion von x, vom m!" Grabe (weöhalb a die 
Werthe 0, 1, 2, 3, bis m vorftellt, aber feinen Werth der >m 
ift, was man ftatt mit Worten durch die untergefegte Gleichung 
s+b=m hätte ausdruͤcken Tonnen), deren Koeffizienten. 
Petdosi, PıtgQreis Patgari, *° Pntgmi beliebig reell 
oder imaginär fein follen. Sept man nun flatt x irgend einen 
Werth p-+gq-i, = rer! und verwandelt man gleichzeitig jeden 
der Koeffizienten b,-Hesi in die Form guet", fo wird 


nicht in Belrachtung, eben weil man ſich bei einer Funktion von x, unter 
x gas Feine beſtimmte Zahl, ſondern nur einen Träger der Operations⸗ 
Zeichen benlt. 


Kap. XL8.228. Fundamental⸗Saätze. 418 
2) Forg = Beeurm meinten 1 


= S[Qu 1°. Cos[E-Hm—r)P]+i-Sin [E-Hm—)pD]. 
Bermehrt man nun p um ein unenblich kleines *) h, fo laffen fich 
Cos (5m a)p+(m-g)h) und Sir (&t-(m—a)P-H(m—s)h) 
doch immer in Reiben umformen, deren allererfte Glieder bie 
alten Werthe derfelben find, während die folgenden Glieder nach 
ganzen Potenzen von h fortlaufen. Alfo ift der neue Werth 
von Fz für biefen neuen Werth von x, während r ven alten 
Werth unverändert behält, nur um Glieder verfchieden von ber 
Form 

B. h-B, h2-—B, hę- in inf. 
ch+C,-h?-+-C,.h?’+ in inf. I 

während die Summen dieſer einzelnen Reihen (nach $. 131.) mit 
h zugleich unendlich Hein find. 

Gerade fo aber erhellet, daß, wenn man in biefem zweiten 
Werth von Fx, auch r noch um ein unenblich Feines h’ ver- 
mehrt oder vermindert, ein dritter Werth von F, entfteht, der 
nach Potenzen von h’ entwidelt werden Tann und ber von dem 
zweiten Werth von F. nur um Glieder verfchieben iſt, von der 
Form 

D hD, hD. h +Du.h'n 
—+ic(E,+h’+E,ch”?-E,-h"? + .. +Enh'® 
während auch die Summe, jeder diefer beiden (endlichen) Reihen 
mit h’ zugleich, unendlich Hein ift (nach 88. 91. 93.). 

Dadurch iſt aber die Behauptung erwiefen. 


*) Unen dlich flein haben wir basjenige genannt, was immer noch 
Heiner gebacht wird, als jede noch fo Heine aber befiimmie Zahl. — Dem 
Unenplih-Mleinen Hegt nur bie Rull näch ſt an, und jede noch fo llein 
gedachte aber beffimmte Zahl x, ift von dem unenblich-Beinen h unendlich 

weit entfernt, weil man von æ doch noch jeden beliebigen, 3. B. 1000tm, 
1000000vr,, u. f. w.5 Theil ſich denken kann, und davon wieber jeben be- 
liebigen befimmten Shell, und h dann doch immer noch Keiner gedacht 
werden muß. 
27% 


420 . Bon den höhern Gleichungen. Kap. XI.8.229. 


IV. Giebt man n x=p4tgi= rer, dem r irgend 
einen beflimmten pofitiven Werth, dem 9 aber nach und nadh 
alle ftetig auf einander folgenden Werthe, von O an bis zu 2rr 
bin, fo bilden die Repräfentanten M der zugehörigen (imagi- 
nären) Werthe von p-+q-i, eine Kreislinie (Fig. 9.), deren Ra- 
dius der beftimmte Werth von r und deren Mittelpunft O ft 
(8$. 207. 208.). 

Gleichzeitig aber werden die Repräfentanten M, der zuge- 
hörigen Werthe des allererfien Gliedes g,-r-e&etmn- yon 


3) Fragt = S[o..rm—e*« Hazapr], 


eine Kreis-Linie bilden, welche m mal in fich felber zurüd läuft 
und deren Radius o,-r® ift, welcher mit r zugleich einen und 
denfelben beftimmten Werth behält. 

Denn, während p alle Werthe durchläuft von = 0 bis 


= en, durdläuft mp ſchon alle Werthe von O bis 27; 


ed wird alfo mp, — während p alle Wertbe von = 0 bis 
9 =2r durchläuft, — die Werthe von 0 bis 27, von 2 
bis Ar, von Ar bi6 67, u. ſ. f. und zulegt noch alle Werthe 
von 2(m—1)r bis 2mrr durdjlaufen. Der Repräfentant M, 
von O..MMedotmp- beſchreibt alfo den Kreid m mal. 


V. Bezeichnet man den Model o,-r® dieſes allererften 
Gliedes von Forgı, dur r,, fowie diefed Glied felbft durch 
Pıtqıei, fo daß man hat 
1) pı = 0,-7"°Cos(&,+mp) und 2) qı = 0, T"-Sin(&,+-mp), 
fo wie 3) nr, =”; 
verrvandelt man ferner die Summe aller (m) übrigen Glieder 


von Farai in Ppatgari, und bezeichnet man den Model dies 
fer imaginären Zahl dur r,, fo daß fich findet 


4) Ps = S[gurm-%.Cos (&,4+(m—a)g)]) wo a nur Die Werthe 
und | 1,2, 3biöm hat, aber 
5) 9: = Slam Sin (&.t+(m-e)p)]) nicht den Werth O, 


\” 
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und 6) nn =+yp!+g; 
bezeichnet man ferner den Werth Forgı ſelbſt durch po+goi 
und defin Model durch r,, fo daß man hat 

D) Po = S[learm%Cos(&Hm-n)p)]) für a = 0 
und W bis 

8) ge = S[le«r? Sin ( EAM-a))] a= m 


und 9) r=-+tVPp+t9; 

find endlich M,, M, und M, die Repräfentanten biefer imagi⸗ 
nären Zahlen pı—tq,-i (des allererfien Gliedes von Fora-i), 
Patqa-i (der Summe aller übrigen Glieder von F,ygı), und 
Potgori (des ganzen Werthed Frr.ı); fo bilden die Punkte 
O,M,, M, und M, (nad $. 208. Nr. 4.) die Eden eined Pa- 
tallelogrammd, in welchen OM,=r,, OM,=r, und 
OM,=r. Äft; und die Richtung der Diagonale OM, macht 
mit der Richtung der Seite OM, einen unendlich Fleinen Winkel, 


wenn der Duotient * unendlich Klein iſt (nach 8. 208. N. 5.)3 
1 


dabei iſt allemal 
10) r,<r, tr, 
und 11) r,„<S[oer2] vn a=1 bi g=m 


(nach $. 208. Rr. 6.), weil @,r?-1, g5.r072, Qz.70-3, cr Qnır? 
die Model aller übrigen Glieder von Far. find. 


VI. Run fann man, — wenn p+qi=rer flatt x 
in die ganze Funktion Fx = S[(b,t+c-i)x"*] gefeht worden 
it, — dem r allemal einen fo großen Werth geben, daß (nad) 
v.R.3) 

r, d.5. E,.77, die Summe oe, r1+o, "74 0. +par?, 
alfo (nah V. Nr. 11.) um fo mehr den Werth r, um jeden 
noch fo groß gedachten Werth überfteigt (nach $. 92.); — für 
einen fo großen pofitiven Werth von r, wird alfo (nad V. 


Nr. 11. und V. Nr. 3.) der Quotient 2 einen Werth anneh⸗ 
. 1 
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men, ber Kleiner ift, als jede noch fo Klein gedachte beftimmte 
Zahl; folglich wird dann der Winkel, den OM, mit OM, macht, 
— wie auch der Werth von 9 (zwifchen O und 277) genommen 
werden mag, — ſtets Eleiner bleiben, als jever noch fo Klein 
gedachte beſtimmte Winkel. 

Weil aber, während @ nah und nach alle ftetig neben 
einander liegenden Wertbe von p=0 bis p=2n erhält, 
(nach IV.) die Richtung OM, nicht weniger und nicht mehr als 
m mal um den Bunft O fich herumdreht, fo muß für einen 
fo groß gedachten pofitiven Werth von r, natürlich auch 
die Richtung von OM,, — weil der Winfel M,OM, ſtets (für 
jeden der Werthe von 9) unendlich Fein bleibt, — m mal um 
O ſich Herumdrehen, und der Nepräfentant M, des MWerthes 
Forrgi Oder potgo ei, wird daher ebenfall® m mal um O fi 
herum bewegen, dabei aber (weil der Model r, für verichiedene 
Werthe von 9, verſchiedene Werthe annimmt) in verfchiedener 
Entfernung von O abftehen, während M, mit dem (ftetö derfelbe 
bleibenden) Radius r,(= 0,7”) m mal. feine Kreislinie um 
O befchreibt. Die von M, befchriebene Kurve wird alfo zwar 
m mal um O fich herumfchlingen, aber (in ber Regel) feine 
Kreislinie bilden, jedoch. in fich felber zurüdtehren, weil r, alfo 
OM, für 9=0 und für = 27 (nad V. NN. 7.9.) den- 
jelben Werth erhält. — Dies alles gilt jedoch nur dann, wenn 
r einen fo großen poftiven Werth erhalten hat. 

Laßt man nun r nach und nady ftetig abnehmen, jo wird 
für jeden, um unendlich wenig Heiner gebachten Werth von r, 
die fr 9=0 bis 9 27, von M, beſchriebene, neue Kurve 
fih Dicht an die vorhergehende anfchließen (nach IN.), und die 
Repräfentanten M, der Werthe Foyaı oder potgo-i werden 
daher, wenn nicht die ganze Ebene ver Koordinaten-Aren V’OU 
und V’OV, doch nothwendig einen Theil diefer Ebene mehrere 
Male oder doch einmal völlig bedecken und nie vereinzelt 
ſtehen, au nie in vereinzelten Kurven; und ba für 

r=0, ber Werth For in Fo d.h. in omeim! d.h. in 


D 
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Om*(C0s EntieSin 5m) übergeht (Für jeden Werth von 9), fo 
geht für r=0, die Kurve, welche M, für andere Werthe 
von r befihrieben hat, in einen einzigen Punft A über; nimmt 
man dagegen r (pofitiv und) unendlich Fein, fo muß die von 
M, befchriebene Kurve fih um biefen Punft A herum, dicht 
anfchmiegen. 

Menn aber die erftere von M, (für einen fo fehr groß ge⸗ 
dachten Werth von r) beſchriebene Kurve ſich entſchieden um 
den Punkt O (m mal) herumſchlingt, die letztere dagegen 
(für einen unendlich Feinen Werth von r gedacht) dicht um den 
Punkt A herum liegt, — wenn ferner alle diefe Kurven, für 
die nad) und nad, von r=w an bis zu: r => bin, fies 
tig abnehmenden Werthe von r, dicht an einander liegen müflen, 
fo folgt mit unabweislicher Nothwendigfeit, daß mindeſtens eine 
dieſer Kurven durch den Punkt O hindurch gehen muß, wenn 
nicht A felbft mit O zufammenfällt, was wir dadurch verhindern 
wollen, daß wir den Ießten Koeffizienten omew" ber gege- 
benen ganzen Funktion F,, nicht Null fein laſſen *). 

Salt aber M, n O, fit pp =0d md g=0, ale 
Fr+01=0; d. h. die Wertbe von p und q, alfo die Werthe 
von r und @, für welche der Repräfentant M, von Forgs, mit 
dem Punkte O zufammenfällt, machen Far... der Null gleich. 

Folglich ift durch das Vorſtehende ftrenge erwiefen, daß es 
immer minbeftend einen Werth p+q-i von x giebt, welder 
die gegebene ganze Funktion F. d.h. S[cbuteri)xm%] vom 

*) Iſt das letzte Glied A, einer ganzen Funktion F, ober 
AA UA RL 0 HA der Null gleich, fo wird fie ſelbſt für 
x=0 der Null gleich, und fie nimmt dann die Form 

(AT l4A Tr ee HAnn) 


an, fo daß man es dann nur mit einer ganzen Funktion vom niebrigeren 
Grabe zu thun bat. 
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mien Grabe, der Null gleich macht, mögen ihre Koeffizienten 
b»+eri reell (alfo c. — 0) oder imaginär fein *). 


VI. Daraus folgt aber wieder, daß ed im Allgemeinen 
allemal m folche Werthe von x giebt, und auch nie mehr als 
m Werthe, welche die ganze Funktion F, oder 

A,xm A, zu1 A, X032 4 00 +-An_1ı,x+An 
ber Null gleich machen, fo lange die Koeffizienten A,, As, 
A,, + An-ı und An reell oder imaginär (von der Form 
b-+c-i) find. | 

Und gleichzeitig folgt noch unabweisbar, daß wenn Diele 
m Werthe durch W,, Wa, Wa, ** Wm bezeichnet werben, dies 
felbe ganze Funktion F, allemal dem Produkte 
A, (z—Ww)(X—W3)(X—W3) ++ (IWW) 

(für jeven Werth von x) gleich fein müfle, — au, daß jede 
ſolche ganze Funktion F. immer nur in dieſelben m einfachen 
(binomiſchen) Faktoren fich zerlegen laffe. 

Denn, ift w, der eine (nach VI.) allemal eriftirende Werth 
von x, welcher Fr, = 0 macht, fo ift (nach I. oder nach $. 81.) 
allemal 

1) F, = (x-w,)-G,, 
wo G, vom (m—I)!* Grade mit reellen oder imaginären Koef- 
füienten und von ber Form A,-xm-1+B,  xm21- «. +B,_ 1 
ift. Aber eben deshalb giebt ed nun (nach VI.) wieder einen 
Werth w, von x, welderr &, =0 madt, fo daß alſo auch 
(nach I.) 


“) Bon biefem höchſt wichtigen Sab haben wir in ber 2ten Auflage ben 
Beweis des Cauchy gegeben. — Man bat mehrere fchöne Beweiſe von 
Gauß (in ven Ödttinger Commentar.) und einen guten Beweis von bem 
Prof. v. Staudt zn Erlangen (in Crelle's Sournal); wir haben aber 
bier dem Wefen nach einen Beweis gegeben, ben Prof. Ullherr zu Nür- 
berg in Erelle’s Journal mitgetheilt bat und welchen wir für ben elemen- 
tarften und anſchaulichſten halten. 
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2) G. = (x—-w,).H: 
werden muß, wo H. vom (m—2)" Grade und von der Form 
Ay xa-2 4-0, xm-34 0 ln if. — Und deshalb giebt es 
nun wieder (nach VI.) einen reellen oder imaginären Werth ws 
von x, welder H,, =0 macht, jo daß (nach I.) wiederum 

3) HH, = (x-w,)K, 
werben wird, wo K, eine ganze Funktion vom (m—I)" Grade - 
und von der Form A,.x®m-34D, «m ... +Dn_, fein muß, 
mit reellen oder imaginären Koeffizienten. — Man fieht nun 
deutlich, wie dieſe Schlüffe fortgefept werden können, und daß 
zulegt eine ganze Funktion vom erften Grade, von der Form 
A,x+0, als zweiter Faktor fich ergeben muß, welche durch 
ı=— = Wm der Null gleich wird, fo daß er felbft die 
Form (x—wun)A, annimmt. 

Dadurch iſt endlich bewiefen, daß ed allemal m Werthe 
Wı, Wa, Wa, * Wu giebt, die fo find, daß man bie ganze 
Funktion 

A) Fr d.h. S[A,xm-a], 
= A, (V-W, )- (X—Wun) 
hat. 

Daraus folgt aber fogleich noch, daß jeder dieſer m Werthe 
w, einen diefer m Faktoren, und folglich auch das ganze Pro- 
duft, alfo die Funktion F, feldft, der Null gleich macht. 

Endlich folgt hieraus noch, daß, wenn irgend ein Werth 
w von x eriftirt, welcher F,, =0 madt, dann au das 
Produft 

5) Aslw—w)(W-WE)(W—W3) * (WW) = 0 
fein müfle, während A, nie Null ift (weil fonft Fz von einem 
niedrigeren, al® vom mir Grade fein würde). Da man nun 
zunächft mit A, und dann noch mit jebem dieſer 'm lettern 
Faktoren, welcher nicht Null ift, die Gleichung 5.) dividiren 
fann, fo erhält man zulegt ald Endgleichung, daß einer biefer 
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Baltoren z. B. w-wn =0, d.h. daß der Werth w einem ber 


m Werthe w,, Wa, * Wm gleich fein müffe. 
Ließe fich aber Fx noch in ein anderes Produkt 
A, (xK-a)(x—P)(X—Y) »» (X) von m einfachen Faltoren zer⸗ 
legen, fo würben die Werthe a, 8, y, *5 von x, die Funk 
tion Fx, der Null gleich machen, während nur die m Werthe 
Wir Wa, Wa, Wm dieſe Eigenfchaft haben. Es kann aljo 
fein einziger der Werthe @, 8, y, - » ein neuer Werth fein, 
der nicht mit einem der m Werthe w,, Wa, Wa, *"* Wm zu⸗ 
fammenfiele *). — Dadurch ift aber alles Behauptete erwiefen. 
VIII. Aus der Gleichung 
1) A, +A,x@-1LA,xU 2A, 1X An 
= Au, (&-Wı)(X-Wa)(I—W3) ++ (X—Wn) 
folgt auch noch (weil diefe Gleichung für jeden Werth von x, 
alfo auch für x= 0 befteht) 
2) m = (-1)P A, WW. Wa + Won 
(= Ay (wi )(-W2)(-W3) + (—Won)). 
Dividirt man nun beide Gleichungen durch einander, fo findet 
man, wenn diefelbe ganze Funktion zur Linken in 1.) dur Fr 
bezeichnet wird, diefe neue Form des Produkts, nämlich: 


3) = An(1— —W N ) *— =.) 


während auch aus diefer Form noch erfichtlih ift, Daß w,, Wa, 
Wa," Wm die Werthe von x find, weldhe Fx, =0 maden. 


$. 230. 
- Die Gleichung 
1) za -+A, xm1LA,xU9 0. HAn-ı2z4 An = 0 


*) Im 1. Th. d. W. haben wir alles in biefem Paragraphen für bie 
ganze Funktion vom mien Grabe erwiefene bereits von ben ganzen Funktionen 
vom 2ten, Zten und Aten Grabe nachgewiefen, fo baB bie hiefigen Lehren nur 
eine Berallgemeinerung jener, zuweilen auf ganz anderen Wegen erhaltenen 
Refultate bilden. 
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heißt (nach dem J. Th. d. W.) eine algebraiſche „hoͤhere Glei- 


Kung” vom mtr Grade. Im ihre konnte die Potenz x” auch 
noch einen beliebigen Koeffizienten A, haben, der aber nicht 
Null fein Tann (wenn die Gleichung nicht von einem niebrigern 
Grade fein fol), und deshalb Tann man die Gleichung allemal 
duch ihn wegbividiren, fo daß fie die obige Form annimmt. * 
Eine folche Gleichung fest voraus, daß der Buchftabe x in 
ihr, nicht mehr allgemein (ein bloßer Träger der Operations 
zeichen) ift, fondern gerade einen der (nach $. 229.) allemal 
eriftivenden m Werthe w,, Wa, W3, ** Wm vorſtellt, welche die 
ganze Funktion | 
2) F, = x®+A x" -1-A,xm 21 00 +An-ıX + An 
der Rul gleich machen. 
Diefe m Werthe w,, Wa, Wz, ’* Wm beißen die Wur- 
zelwerthe der höhern Gleichung. 


$. 231. 
Meil (nach $. 229.) allemal die Gleichung 
1) (&-wı)(x-w.)(X-W3) ++ (<—-Wn) 

= Fx = xm 1A ‚zU-1LA,x931- ... +An-ıx+An 
richtig fein muß, für jeden Werth von x (d. h. während x ganz 
allgemein, als ein bloßer Träger der Operationszeichen gedacht 
wird), fo oft ımter w,, Wa, Wa, + Wm die m Wurzelwerthe 
der höhern Gleichung 
verftanden werden, fo folgt, daß die Koeffizienten A,, Az, 
Az, ** Am dieſer höheren Gleichung (2.) als Zuſammenſetzun⸗ 
gen (Hunftionen) aus den m Wurzelwerthen w,, W2, Wa," Wın 
erfcheinen können und werden; und da jeder der m Wurzel- 
werthe zur Bildung der Koeffizienten gleichmäßig beiträgt, — 
in dem Produkt zur Linken von 1.), bie Faktoren auch beliebig 
mit einander vertaufcht werden fönnen, fo müflen die gedachten 
Koeffizienten fih auch als ſymmetriſche Funktionen der m 
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Wurzelwerthe herſtellen, d. b. als folche, welche Feine wefentliche 
Aenderung erleiden, wenn auch je zwei beliebige der Wurzel⸗ 
werthe in ihnen, mit einander vertaufcht werben. 

Nach den $$. 71. und 72., wo das Produft folder m Fak⸗ 
toren bereitö hergeftellt fich findet, weiß man aber: 

a) der erfte Koeffizient A, ift die Summe aller m Wurzel⸗ 
werthe, mit entgegengefetem Vorzeichen; | 

b) der zweite Koeffiient A, ift die Summe der Probufte 
je zweier der m Wurgelwerthe, ohne Aenderung des Vorzeichend; 

c) der dritte Koeffizient A, ift die Summe der Brodufte 
je dreier der m Wurzelwerthe, mit it entgegengefegtem Vorzeichen; 
u. ſ. w. f.; allgemein 

d) der nie Koeffizient A, iſt die Summe der Produkte von 
je n der m Wurzelwerthe, ohne Aenderung des Vorzeichens, 
wenn n gerade, — aber mit entgegengeſetztem Vorzeichen, wenn 
n ungerade ift; daher ift auch 

e) der letzte Koeffizient Am dem Probufte w,-W2+W3 **- Wn 
aller m Wurzelwerthe gleich, wenn m gerade; dagegen ift folcher 
= WWW 0 Win, Wenn m ungerade. 

Daraus folgt fogleih nod: 

1 Fehlt in einer höheren Gleichung vom mien Grade 

XML A rm A,xm2 4 0 An rt Am = 0 

dad mit xm-1 verfehene Glied A,x@-!, d. h. ift ber erfte 
Koeffizient A, der Null gleich, fo ift die Summe der m Wurs 
zelwerthe der höheren Gleihung, der Null gleich. — Deshalb 


if 3. B. auch die Summe alle m Werthe von der ya, alfo 


auch von yi und v1), allemal der Null gleich; eben weil 
diefe Werthe die Wurzelwerthe der Gleihungen xzu—a=(, 
x 1=0 nd 1-0 fin. 


II. Fehlt aber das letzte Glied Am (ohne x) d. h. if 
An =0, ſo iſt das Produkt aller m Wurzelwerthe der Null 
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gleich; alfo if dann wenigftend einer derſelben ebenfalld der 
Rul gleich. 5 
11. Fehlen in einer höheren Gleichung vom m!" Grade 

mA, zul A,xm 24 00 HAm-ıX An = 0, 
die lebten n Glieder, d.h. ft An = An-ı = Au-ı = *.. 
= An-n+ı = 0, fo daß fie bloß die Form 

xm LA xm-1LA,xm3 1 0. +An_.xXı = 0 
hat, fo find n der Wurzelwerthe der Null gleich, eben weil bie 
ganze Funktion zur Linken nun den Faktor x", d.h. dien glei- 
hen Faktoren x-0, x—O, x-O, 1. ıc. bat. — Die mn 
übrigen Wurzelwerthe find dann zu gleicher Zeit die Wurzel- 
werthe der Gleichung 

un LA mn LA,gm- 22 0. Ann O. 


$. 232. 
1) Sind in der höhern Gleichung 
xm -A xm-1 LA, ,xm21 ... +An-ı2t An = 0 

alle Koeffizienten reell, fo hat fie (nach 8. 229.) imaginäre Wur⸗ 
zelwerthe entweder gar nicht oder paarweife, und wenn ber eine 
p+q-i oder rre®t iſt, fo ift der andere allemal p—q-i oder 
. re=Pi, wo p und q, oder r und @ biefelben Werthe behalten. 
Die Summe diefer beiden Wurzelwerthe ift 2p oder 2r-Cosp; 
thre Differenz ift 2q-i oder 2irsSinp; ihr Produkt ift 
= p?+qg? oder =r?, und ihr Quotient 
= el = (0s2p-+i-Sin2Q. - 

2) Diefelbe höhere Gleichung vom mt" Grade mit veellen 
Koeffizienten bat daher reelle Wurzelwerthe entweder gar nicht 
oder in gerader Anzahl, wenn m gerade if. Cie hat aber alle- 
mal mindeftend einen veellen Wurzelwerth, und überhaupt bie 
veellen Wurzelwerthe in ungerader Anzahl, wenn m ungerade 
ift. (Vergl. $. 98.). 

3) Iſt das legte Glied Am derfelben hoͤhern Gleichung 
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negativ, und Dabei m.gerade, fo hat bieje Gleichung minbeftens 
zwei veele Wurzelwerthe, wovon der eine pofitiv, der andere 
negativ iſt. (Dal. 8. 99.). 


$. 233. 


I. Iſt eine beliebige Gleichung vom m!* Grade gegeben, 
z. B. 


1) AXxA xm-11-A,xn-21 ... +An-ıX + An = 
fo darf man in ihr nur u ftatt x ſetzen, und man hat eine 
neue höhere Steigung, nämlich 

A 0 zu1A 1 bxm-11-A 2 b 3 xm—2 1 ... +A„_ıb®-!1x--A„b" = 0, 
deren Wurzelwerthe bezüglich die bfachen der Wurzelwerthe der 


Gleihung 1.) find; weil au x = — ſogleich z=bx folgt. 


11. Setzt man aber in die 1.) by ftatt x, fo erhält man 
eine neue "ner I 


3) Asynt yo dimar .. + Day De 
deren Wurzelwerthe bezüglich die bien Theile der Wurzelwerthe 
ver Gleichung 1.) find; weil aus x=by ſogleich y- * 
folgt. — Dies gilt alles, es mag b reell oder imaginär fein. 





II. Sest man = in die 1.), fo erhält man bie 
Gleihung in z, nämlid: 

AnzrAn_ 1209-14 000 +A,z?-A,2’+A,z+ A, =0, 
deren Wurzelwertbe z= ı find, d. d. die (1) Potenzen 
der Wurzelwerthe der gegebenen Gleichung. 


IV. Setzt man in die Gleichung 1.) b-+z ftatt x, fo 
erhält man eine neue Gleichung vom min Grade, in welcher z 
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als der Unbekannte betrachtet werden ſoll, und deren Wurzel⸗ 
werthe bezuͤglich von den Wurzelwerthen der gegebenen Gleichung 
1.), um b verichieden find (um bekleiner find, wenn b po⸗ 
fitiv ift und wenn die Wurzelwerthe alle veell find, damit 
der Begriff „Eleiner” Play greifen Tann), während b eben fo 
gut reell wie imaginär fein kann; denn aus x=b-+z folgt 
ſogleich z=x—b. 

- Diefe neue Gleichung in z erhält man aber fchnell und 
fiher au8 der Gleichung 1.), wenn man die ganze Funktion von 
x, zur Linken derfelben durch F, bezeichnet (nach $. 84.) unmits 
telbar dadurch, Daß man dafelbft b ftatt x und z ftatt h febt; 
fie wird naͤmlich: 


A) Fohlen 


zm-i 2m 


+. (m—1)! +F, + — =, 


m! — 





wenn Fr, Fu, Fr, Fr, x. ıc. Das vorftellen, was bezüglich 
aus F,, Fr» Fl, FÜ, x. xx. hervorgeht, fobald b ftatt x 
gefebt wird. 


V. Dabei erfieht man aus 8. 83., daß 


K>=m!A,, alfo FM. = A,zm 
und " 
FD — mm-u-1A b4H(m—1)!A,, 
alfo FED. TI = (mAsbHA am: 
b (m—1)! u 1 


iſt. Nimmt man daher 
1 A 
mA,b-+A, =(, d. h. b=- 7. 


fo wird in der neuen höheren Gleichung (in z) der Koeffizient 
von zu, der Null gleich, fo daß das nad A,z” folgende 
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mit der naͤchſt niedrigeren Potenz von 2 affieirte Glied, gan; 
fehlt *). 
Die neue Gleichung in z, heißt num eine reducirte bö- 
here Gleichung vom mien Grade; in ihr Äft die Summe ihrer m 
Wurzelwerthe, der Null gleich (nach $. 231. 1.). 
Iſt 3. B. die gegebene Gleichung Fr = 0 bie e nachfiehenbe 
vom Zien Grade, nämlich 
A,x°-A, x’-HA,xtA, * 0, 
fo if die reducirte Gleichung in z, jetzt dieſe (weil m = 3) 
A02°-(3A.b?-+2A ,b--A,).2z-+(Aob>tA,b?-A, b-+A,)= —=(, 
wien b=— Sn iſt. 
Iſt aber die gegebene Gleichung Fx=0 die allgemeine 
quadratifche, nämlich (für m = 2) ' 
>, A,x?+A,x+A, =0, 
fo ift die veducirte Gleichung in z, jetzt dieſe 
Ao-2?(Aob’+A,b+A,)= 0 
während b= 475 ift. — Diefe legtere iſt nun eine foges 
nannte reine quadratifche Gleichung, kann tor aufgelöft wers 
den, und giebt dann, wel x= b-+2 = = 4 iſt, ſofort 


die beiden Werthe von x. — Durch dieſes Berfahren haben 
wir im 1. 35.0. W. die allgemeine quabdratifche Gleichung 
aufgeloͤſt. 
Eben fo führte die Auflöſung der reducirten kubiſchen 
Gleichung im J. Th. d. W. zur Cardaniſchen Formel, und aus 


*) Eben fo könnte man ben, Anfangs unbeſtimmt gelaſſenen Werth von 
b, fo beftimmen, daß irgend ein anderer ber Koeffizienten ber neuen Glei⸗ 
dung in z, (flatt des Koeffizienten von zZ) der Null gleich wird. Man 
würde aber dann zur Beflimmung vor b eine quabratifche ober eine Glei⸗ 
hung von höherem Grabe erhalten. 


— — 
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ihr folgte dann die Auſtdhang der allgemeinen kubiſchen 
Gleichung, weil man x5 —-4 tz hatte. 


Endlich haben wir ebenfal | im J. Th. d. W. aus der Auf 
loͤſung der reducirten biquadratiſchen Gleichung die der all⸗ 


gemeinen abgeleitet, weil für m — 4, x -4 4 wurde. 


Zweite Abtheilung. 


Wie aus einer gegebenen höhern Gleichung, neue höhere 
Gleichungen gebildet werden können, deren Wurzelwerthe 
durch eine beliebig gegebene rationale Funktion je zweier, je 
breier, n.f.w. ber Wurzelwerthe ber gegebenen Gleichung aus- 
gebrüdi find. — Die dazu nöthigen Lehrfähe der ſymmetri⸗ 
hen Funktionen; fo wie ber Newton'ſche Lehrſatz ber Potenz⸗ 
- Summen ber Wurzelwertbe. 


$. 234. Aufgabe. 
Es ſei gegeben die Gleichung vom vierten Grade 
x! A, x’ +A,x?+A,ı A, =0, 
welche bie vier unbelannten Wurzelwertbe x, , X,, X, x. hat. 
— Man fol, ohne dieſe Wurzelwerthe zu kennen, aus ber ges 
gebenen Gleichung eine neue ableiten, deren Wurzelwerthe die 
‚Summe je zweier der Wurzelwerthe der gegebenen Gleichung find. 


Auflöfung. Man bilde ſich alle Wurzelwerthe der neuen 
Gleichung, fubtrahire jeden von einem Buchſtaben 3.2. z, ben 
man als den Unbekannten einführen will, — multiplicire dieſe 
Faltoren alle mit einander und ſetze das Prod =0; man 
erhält dann zunächft 
. —x, nennen) 

J (X, —X,)=0. 
Der Ausdruck linls iR nun offenbar eine ſymmetriſche danl⸗ 
II. 28 
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tion der vier Wurzelwerihe x,, x,, x, und x,, d. h. eine 
folche, welche wefentlich fich nicht ändert, wenn je zwei ber 
Wurzelwerthe mit einander vertaufcht werden. Berwandelt man 
- daher dieſes Probuft links, in eine nach fallenden Potenzen von 
z geordnete Summe, fo daß die Gleichung felbft Die Form 


z°+-B,2°+-B,z*+B,2’-+-B,z?-+B,2+B, = 0 
annimmt, fo find nothwendig auch alle einzelnen diefer letztern 
Koeffizienten B,, B., Bs, B,, B, und B, ſymmetriſche Funk⸗ 
tionen derfelben Wurzelwerthe x,, X,, x, und x,; und da auch 
‚die Koeffizienten A,, A,, A, und A, fpmmetrifche Bunftionen 
derfelben Wurzelwerthe find, fo kommt alles darauf an, die 
erſtern in die letern noch auszubrüden. Man hat aber (nach 
$. 231.) 


1) x, +x, +2, 4x, =—A, 
2) XXX +22, 4232 X... =-+A, 
3) X (8X, HX +2,98 X. +2,2,x, = —A, 
4) XıXyX,X, =+A.. 


Nun ift zumächft (nad) demfelben 6. 231.) Bi die Summe 
der ſechs Wurzelwerthe 
5) Xıt%a, XAX, Kıt%, Xats, X 4, md x, 4X; 
und biefe Summe nimmt x,, X,, 2, md x,, 3mal auf; daher 
findet fi | 

6) —B=-, d.h. Bed. 

Der nächte Koeffizient B, ift die Summe ber Produkte je 
zweier der 6 Wurzelwerthe (in 5.) und enthält deshalb Die 
Summe der Quadrate xi-txı tx3tx, dreimal, und die 
Summe der Probufte in 2.), zweimal. Es ift daher 

= Az, +23 +2; +20)+24.. 
Die Summe xı+x; +xs tx? findet fih aber, wenn man bie 
Summe in 1.) zur Linken, quadrirt und davon die doppelte 
Summe ber Produkte in 2.) zur Linken, ſubtrahirt. Alfo wirb 


x 
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x tra tt = Ar—2A,;5: und dadurch geht bie vorher 
gehende Gleichung über in 

7) B, = 3A7—AA,. 
Der nächite Koeffizient, mit Dem entgegengefegten Vorzeichen ger 
nommen, alfo —B,, ift die Summe der Produkte je dreier deu 


6 Wurzelwerthe (in 5.); und wenn man dieſe letzteren herſtellt, 
ſo findet ſich die ganze Summe beſtehend 

a) aus (XM)), dann 8) aus Gliedern, welche 
aus xdx,, XıX, Und xıx,. hervorgehen, wenn man 'x, 
nad) und nad mit x,, x, und x, vertaufcht, und nach jeder 
Vertauſchung auch den zweiten Faktor fo umänbert, daß beide 
Baftoren der Produkte nicht einerlei Wurzelwerth erhalten; jedes 
biefer Glieder kommt 7 mal vor; — ferner 5) aus den Pros 
buften, welche fich in 3.) zur Linfen, befinden, jedes 18 mal ®). 
Es ift daher 


*) Der Anfänger ift hier noch auf Folgendes aufmerkfam zu machen: 
Die gegebene ſymmeiriſche FJunktion, weil fle bie dritte Klaſſe der Kom⸗ 


Z, 
binationen ohne Wiederholungen aus ſechs Elementen war, enthäalt- —— er 


di h. 203, ober 20 Probulte; und jebes Pröbuht lieſert 8 ana, » wenn 
man bie 3 zweigliedrigen Summen mit einander multiplicirt; alſo emtbält 
jene, 820, d. h. 160 Glieder. Der zulept dafür gefundene Ausbrud, ent- 
hält die Potenzfumme, welche, weil blos bie A Veränderliden x,, x,, X, 
und x, vorlommen, nur 4 Blieber hat; dann 7 mal bie einfache ſpmmeiriſche 
Funktion Ax) x,), melde 4.3 d. h. 12 lieber Hartz endlich 18 mal die 
fymmetrifche Funktion in 3.), welche 4 Glieder hatz ao zuſammen 
4471124184 d.h. 160 Glieder. Diefe Uebereinſtimmung ift wichtig, wegen 
per Berfiherung, welche daraus hervorgeht, daß man Feine Glieder ausge 
laſſen babe. 

Man vwirb nämlich bie, in biefen einzelnen obigen gegebenen Yrobufien 
angezeigte Multiplifation nicht wirflich verrichten, ſondern blos eine bavon, 
und bie enifichendeu Glieder aufmerkſam beirahien. Dann findet man, daß 
jedes biefer. @lichen 3 Saltoren beiomm, bie alle 3 einander gleich, ‚uber 
alle 3 son einander verfchieben, ober von denen zwei Binanber gleich, ber 

28% 
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—B, (4x7 +25-422)473xıx, )-18A, ' 
indem wir durch (x,x,) die Summe in ß) bezeichnen. 
Kubirt man mm die Gleichung 1.), fo erhält man (mad) 
dem quatrinomiſchen Lehrſatze $. 65.) 


(1 tx: 42312.) 132x’x,)-6 mal die Summe in 3.), ——A). 
Addirt man diefe Gleichung zu der vorſtehenden, fo ergiebt ſich 
—B, = A!lzıx,)-A)—12A,, 

und es bleibt jet mur noch die Summe I(xix,) in A,, A,, 
x. x. auszuwerthen. j 

Multiplicirt man aber die Gleichungen 1.) und 2.) mit ein- 
ander, fo erhält man zur Linfen, einmal die Summe (x\x.) 
und noch 3 mal die Summe, welche in 3.) zur Linfen zu fehen 
and welche = —A, if. Wan erhält daher 


ZAxıx,)-IA, = —A, A. 
Die vorhergehende Gleichung giebi daher nun 
—B, = 12A, AA A, — AN —12A,, 
woraus 
8) B,=A,HA,A, 
hervorgehi. 


britte aber verſchieben fein Tonnen. Es muß alſo die gegebene ſymmetriſche 
Bunltion ganz und volllommen hervorgehen, wenn man aufſucht, wie oft in 
allen biefen Probulien x, ,: wie oft x)-x,, und wie oft x,X2.2, vor- 
Sommi, und baun in biefen Gliedern nach und nad die Veränderlichen mit 
einander sertaufcht fi dent. Cine leichte Beirachtung ber gegebenen Zunl- 
tion zeigt aber fogleich, daß x, mur einmal, xıex, Dagegen 7 mal, und 
XıX,X,, alle Probulte wohlgeorbnet gedacht, 18 mal vorlommi. 

‚Diefe Bine in Bezug auf dieſes Beifptel, mögen binreichen, den Au- 
fünger fühlen zu laſſen, wie er ſich in andern ähnlichen vorkommenden Fallen 
ungefähr zu verhalten habe, um jcbesmal dem vorgeſtedten Ziele föneh und 
Piper näher zu vüden. 
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Wir überheben und ber Mühe, die Auswerthung der übrls 
gen Koeffizienten B,, B,, Bes der neuen Gleichung, durchzuſetzen, 
da der Anfänger aus dem Vorſtehenden die Art und Weife, wie 
ſolches ermöglicht werden kann, hinreichend durchfühlen wird. 


$. 235. 
Des Rewton'ſche Lehrſaß für bie Polenzſummen bes Burzelweribe. 
Man erkennt aber nun, daß die Auswerthung beliebig ge- 
gebener fymmetrifcher Funktionen der m Wurzelwerthe x,, x,, 
Xy, ° Xm, einer höheren Gleichung vom mir Grabe, 


1) x" +A,xU-1-A,xe2h 00 +An_ xt Au=0, oder = 0, 
in die Koeffizienten A,, A,, As," An, welche 


nichts anders als die Kombinationsflafien c, c, c en C 
dieſer Wurzelwerthe find (mit eigenem ober mit dem ents 
gegengefesten Borzeichen, je nachdem der Zeiger 1, 2, 
3, *m eine gerade oder eine ungerade Zahl if), — eine 
Aufgabe ift, deren ſyſtematiſche Löfung vorausgehen muß, 
wenn man folde und Ähnliche Aufgaben, wie die im vorher 
gehenden Paragraphen behandelte, mit Sicherheit Iöfen will. — 
Wir wollen und daher zunächft mit der fuftematifchen Auswer- 
thung der Potenzfummen diefer Wurzelwerthe, d. h. mit ber 
Auswerihung der Summe 


2) OH, welche durch 5, 


bezeichnet fein mag, befchäftigen. 
Iſt aber irgend einer diefer m Wurzelwerthe, fo r F_ 


durch x—a theilbar und der Quotient * findet ſich früher 


(im $. 81. Anmerkg. 2.) bereitd ausgewertbet, wenn man nur 
dort 1 ftatt A, fchreibt, wie dies bier (in 1.) angenommen 
worden if. Betrachtet man jenes Refultat genauer, fo findet 
man zur Rechten in den Gliedern, die Potenzen des Wurzel⸗ 
werthes a vorkommen. Sebt man alfo flatt « nach und nach 
einen der m Wurzelwerthe x, , X,, Xy, Xu, * Xm, nad) dem 
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andern, und addirt man die m dadurch entſtehenden Gleichungen, 
fo erhaͤlt man zur Rechten (wenn man noch 1 flatt A, ſetzt) 
3) mz®-1.L(8,-EmA)2"24(8,--A,8,+mA,)2n24 0 
+ Sn-1+A 1 Sn A. Sm_st .. +mAn.ı), 
fo daß ſich 
4) S.tA, Sn-ıtA, — — ... A, ,S ‚—m-A, 


als der Koeffizient von xm-1-2 findet. — Auf der linken Seite 
dagegen hat man die Sum ’ 


en 


— 1 X—X 2 X—X 3 — 





5) 


von m Summanden, ebenfalls nach fallenden Potenzen von x/ 
zu orbnen. Es ift aber jeder Summand em Probuft von m—i 
einfachen Faltoren; folglich nimmt er die Form 


6) x +D, mrD, mh. ... +Dn exm-1-D_L ... 
+D.-r x+D,.-ı 
an, wo D, bie Summe ber Produfte A, von je n aller m 
Wurzelwerthe ift, mit Ausnahme der Probufte, welche ben 
gerade fehlenden Wurzelwerth enthalte (mit eigenem oder ent 
gegengefebtem Vorzeichen, je nachdem n gerade oder ungerade 
it, nach $. 231.)5 es ift alfo in jedem diefer Summanden 
(in 5.), der Koeffient D,, = An minus der Summe der 
fehlenden Probufte von je n der Wurzelwerthe. Weil aber jedes 


der 3.2. in * dem Koeffizienten D. gegen A. fehlenden 


Probufte, außer X, noch n—1 andere Wurzelwerthe enthält, fo 
fehlt Tolches auch noch in dem Koeffizienten D, von no n—1 
anderen. der Summanden (in 5.), alfo in bein entfprechenden 
Koeffizienten der Summe in 5.), n mal. Ordnet man alfo die 
Summe in 5.) nad fallenden Potenzen von x, fo findet fich 
(duch Addition der m einzelnen Summanden in 6.) der Koeffis 
sient von zm-1-n, 


7) = m-A,—n-A,, alſo = (m-n)An. 
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Da nun bie Koeffizienten von xu-!1-2 (in 4. und in 7.) zur 
Rechten und zur Linken, einander gleich fein müflen, fo erhält 
man augenblidlich die Gleichung. 
J. SA — S,-s+A; Sn-s+ ... 
AS a +An-1S 1 -+n-A, = = 0; )) 
und Diele Gleichung iſt die von uns geſuchte; ſie enthaͤlt den, 
nah Newton benannten „Satz der Potenzſummen der Wurzel⸗ 
werthe”, wo n=1, 2, 3, 4, bis m—1 einfchließlich fein Tann. 
Setzt man nach und nach diefe Werthe ftatt n, fo erhält. man 
1.1. S+A,=0; | 
l. 2. S,+A,S,+2A, = 0; 
1.3. S;+A,8,+A,8,+43A, = 0: 
LA. S,+A,S;+A, S.+A, S,4A, =0 
u. ſ. w. f; | 
und man erfennt nun deutlich, wie die erfte diefer Gleichungen 
die Summe S, oder x, tx: +x,+ + am, die zweite da- 
gegen S, oder tx tx; + + Ha, die dritte Gleichung 
S,, die vierte dann S,, .und jede folgende diefer Gleichungen, 
jede folgende diefer Botenzfummen der Wurzelwerihe der geges 
benen höheren Gleichung, in ihre Koeffizienten ausgebrüdt liefert. 
Die Gleichungen I. 1.—4. liefern aber, wenn man fle nad) 
Sı, 82, Sa, 8, 1. algebraiſch auflöft, die nachfichenden Re 
fultate, nämlich: | 
1. 1.) S, = —A, 3 
2. 2.) S, = A—2A,; 
3.3) B. = —Ar43A,A,-34,; 
4.4) S,=At-AAPA AA A, DAR AA, ; 
u. ſ. w. f. | 
11. Die Gleichung I. gilt auch noch für n=m, wie fi 
ergiebt, wenn man in Fx=0, flatt x nach und nach jeden 


J 


— 
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ihrer m Wurzelwerthe ſetzt und bie entficpenben m Gleichungen 
zu einander adbirt. 

Sft aber n>m, etwa n= mtu, fo fee man in Die 
Gleichung x"-F=0 flat x nah und nach jeden der m 
Wurzelwerthe und addire alle m entftandenen Gleichungen und 
man erhält: 

II. SarntAı Sure -1tA2 Inn -t+ An, =(0. 

Mittelft diefer Gleichungen L-II. iſt es leicht jede Potenz- 
Summe der Wurzelmerthe einer gegebenen höheren Gleichung, 
in die Koeffizienten derſelben Gleichung auszudrüden und dadurch 
ſyſtematiſch auszuführen, was wir im vorhergehenden Para⸗ 
graphen in Bezug auf die beiden Potenz. Summen S, und S, 
(und bloß für m=4) gleihfam als Naturaliften durchgeſetzt 
haben. | 

Anmerkung 1. Wendet man diefen Sat auf die höhere 


Gleichung 120 
zu] = 


an, deren m Wurzelwerthe die früher gefundenen m Werthe der 
vi find, fo ift dasmal A, = A, = A; = An-ı=0, aber 
= —1; und die Gleichungen J.-III. geben nun 
1) SG =0, fo lange n<m iſt; ferner 
2) Sn o =nm; 
3) Smrı = S,, für jede pofitive ganze Zahl m, 
alfo auch (für u=m, 2m, 3m, Am, ıc.) 
A) — Syn = Sn = Sn = = mm; 
Dagegen 
9) Smrm=(, wenn m’<m aber Hofitiv ganz ift, 
während » jede beligbige pofitive ganze Zahl vorftelt. 
Und diefe Sleichungen gelten alle noch, wenn auch die 
Zeiger von S (unten recht) negativ gedacht werden, weil wenn 


ß ein Werth von yi ift, dann allemal auch rn d.h. Pi 
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ein Werth von er fein muß, weil (+) _ -1 älf, 
und weil, wenn 5 | 


o,0?,a®, « om-i und am(=1) 
die Werthe von yi find, dann die (—I)f® Potenzen diefer 


Werthe wiederum alle Werthe von yi fein werben; während 
(yAip—=y if, fo daß die Summe der -pofitiven Potenzen 
der Wurzelwerthe von x=m—-t=0 (in dieſer letztern Form) 
gleichzeitig die Summe der negativen Potenzen der Wurzelwerthe 
derſelben Gleichung x—1=0 (in der erſtern Form) fein 
werden. 

Anmerkung 2. Wir fommen nun zur Betrachtung ber 
übrigen ganzen fymmetrifchen Funktionen der Wurzelwerthe un⸗ 
ferer gegebenen höheren Gleichung vom m!" Grade, betrachten 
aber zunächft m beliebige Veränderlihe x,, Xi, Xa, ** m-f, 
unter denen wir dann fpäter in der Anwendung auf die höhere 
Sleihung, die m Wurzelwertbe der legtern und denken können. 


$. 236. 


Haben in einer ganzen Zunftion der m beliebigen Veränder- 
lichen X,, Xı, Xa, *"* Xm-ı, alle diejenigen Glieder, welche 
aus einem einzigen baburch hervorgehen, daß man bie Berän-- 
derlichen beliebig und durchaus mit einander vertaufcht, — einen 
und denſelben Koeffizienten, d. h. find die Koeffizienten dieſer 
Glieder alle einander gleich (übrigens beliebig, alſo auch beliebig 
Ruf), fo Ändert fich dieſe ganze Funktion nicht, wenn in ihr 
alle Beränderlichen beliebig und durchaus mit einander vertaufcht 
werben; fie ift alfo eine fommetrifche ganze Funktion 
diefer Veränderlichen. . 


So if 5. B.: 
AoxgeX t+ioXgeXatäcxgeXgtiex eXatdeX X, +icxaez, 
IX Tan TexgTeXg lege eXgeXg + Long cX eXgeN, 


+2.x, X2) xs +22, x) ‘x, ‚xs+2.x, .xı X3-25+2.x5 x. XIX, 
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eine ſymmeiriſche Funktion ber vier Veraͤnderlichen x, x,, x, und x, (und 
zwar ber zehnten Orbnung); denn fie ändert fich nicht, wenn auch xo, Xı, 
x; und x, beliebig mit einander vertaufcht werden. Diefelbe ift wieber eine 
Summe aus ben drei fommetrifchen Funktionen derſelben Veränderlichen, be- 
züglich son der zweiten, dritten und zehnten Ordnung, welche bei ihrem blo⸗ 
gen Anblid fogleich in die Augen fallen. 


So iſt: 
IexotdeXt + 3x2 Axt Arge Xi X, 
+H0-x.x?H10.x9.23+10:x1 x, 
9000 x—S. 04> HU E-D xæ. x—S. PR> SET -D 209 Ge L-2 20) 7 
—5.2,—5.x, 5.23 +18 
eine ganze fommetrifche Funktion von ber fechflen Ordnung aus ben brei 


Beränderlihen x,, x, und x,; und fie felber befteht wieder aus ben einzel- 
nen ſymmeiriſchen Funktionen: 


— 


3.4343. 5)43. 33 von der zweiten Ordnung, 
und Acxgex,täcxgeXztärx,x, ebenfalls von ber zweiten Ordnung, 
und 10-.x2.22410.x0.23-H10.x}-x} ° son der ſechſten Ordnung, 


und Bexdext HBex.xn tBcxdexa + Ber xt Ber X Herr, 

von ber fünften Ordnung, 
und 5ex,+d.x,+d-Z, von ber erfien Orbnung, 
endlich 18 son ber nullten Ordnung. 


$. 237. 


1) Jede ganze fnmmetrifche Funktion der m Beränderlichen 
Xor Xır Xa, * Xm-ı iſt nothwendig durch Addition oder Sub» 
traftion aus einzelnen ganzen fymmetrifchen Funktionen zufam- 
mengefebt, deren Glieder aus M.xd, ober aus M, ·x; ·x, 
ober aus M,-xb-xP.xl, oder aus M,-x)-x0-x0.2,, ober aus 
Gliedern von derfelben Form, jedoch immer mehr Deränderliche 
enthaltend, und in denen M, M,, M,, M, ı. ganz beliebige, 
von den Veränderlichen unabhängige (fonftante) Koeffizienten find, 
dadurch hervorgehen, daß man in ihnen jeden Veränderlichen, 
mit jedem andern vertaufcht, wenn nur n, p, q, r, beliebige 
abfolute ganze Zahlen find, welche eben fowohl von einander 
verschieden, als theilmeife ober alle einander gleich fein koͤnnen. 
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2) Nennt man jede der letztern, blos aus einem einzigen 
Gliede durch Vertauſchung der Veraͤnderlichen hervorgehende 
ſymmetriſche Funktion, eine einfache ganze ſymmetriſche 
Funktion der m Veränderlichen, — fo iſt alſo jede ganze ſym⸗ 
metriſche Funktion der m Veraͤnderlichen aus lauter ſolchen eins 
fachen ganzen ſymmetriſchen Funktionen derſelben Veraͤnderlichen 
durch Addition oder Subtraktion zuſammengeſetzt, wenn ſte nicht 
ſelber ſchon zu den einfachen gehört. 

3) Diefe einfachen ganzen fommetrifchen Zunftionen der m 
Beränderliben Xo, Xı, Xa, ** Xm-ı laſſen fih daher bequem, 
“wenn nur. n, p, 9, r, alle als von einander verfchieden gedacht 
werben, jo fchreiben: 


MEx |, oder —JJ oder —J oder 


— —* Ze 
Msn 5’ oder u. ſ. w. f.; 
ZZ: Zt 


wo die deutfchen Buchftaben alle durchlaufenden Werthe von O 
bi8 m—1 haben fönnen, und wo man die noch hinzugefügten 
befchräntenden Gleichungen (oder vielmehr Ungleichungen) eben- 
falls noch weglafien kann, wenn man nicht vergißt, daß in einem 
und demfelben Gliede die deutſchen Buchftaben nie gleiche Werthe 
annehmen dürfen, weil außerdem dad Glied zu einer andern 
einfachen fymmetrifchen Funktion, deren Glieder aus weniger 
Beränderlichen beftehen, gezählt werden müßte. 

4) Namentlich ftelt S[x2] die Summe aller Botenzen ver 
Beränderlichen: | 

x ti tz +23 + + am-ı 

vor, und heißt deshalb Botenzfumme. 

Es ift dies diefelbe, welche wir im (8. 235.) duch Sı bes 
zeichnet haben. 

Dagegen ftellen: 


Tr] , ie 2] —— 
> >> >>> 
az . hr eh 
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u. ſ. w. f. die kombinatoriſchen Variations-Klaſſen vor, v, Y, v, 
xc., ohne Wiederholungen aus den m Elementen x,, Xi, Xa, . 
Xm-ı entwidelt, die einzelnen Verbindungen als Produfte ans 
gefehen, und alle zu einander addirt gedacht. Und will man 


blo8 die Kombinations⸗Klaſſen C, C, 6, x. ohne Wiederholuns 
gen aus denfelben Elementen vorgeftelt haben, fo fchreibe man: 
S[z.:x] , 8 2. x]. S[22:23:x::%] ‚uf.wf. 
Und allgemein, will man die fymmetrifche Funktion: 
S[xi.x!.x!.x ..] 
unter der Bedingung ausgedrüdt haben, daß n, p, q, r, %., 
nicht alle von einander verfchieden find, fondern einige berfelben 
einander glei, fo ſchreibe man entweder diefe Gleichungen 
n=p oder n=r, oder n=q=[r, ı. darunter, oder man 
befchränfe die deutfchen Buchftaben a, b, c, d, ıc. fo, daß von 
den mit einerlei (gleichen) Erponenten verfehenen Faktoren bie 
früher (zur Linfen) ſtehenden deutfchen Buchftaben nie Werthe 
bekommen, welche größer wären, als Werthe der in benfelben 
Faktoren fpäter (zur Rechten) folgenden deutſchen Buchflaben. 


So wird alfo jebes ber beiben Aggregate: " 


n - n n 
[22:2] und 58 x. 
22 ad, bZe 


a<t 


immer eine und biefelbe ganze fpmmeirifche Funktion derſelben m Beränber- 
lichen vorftellen. 


5) Die einfache ſymmetriſche Funktion S[z}-x?] aus den⸗ 
felben m Beränderlichen beſteht aus m(m—1) Glievern, wenn 
n vor p verfchieden iſt; dagegen nur aus oe Gliedern, 
wenn n=p fein ſollte (nach 8. 27.). 

Eben fo bat die einfache ganze fymmetrifche Funktion: 


s[.2-2] - 





\ 
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aus denſelben m Veraͤnderlichen, bald m(m--I1)(m-2), bald 
ee —2) m(m— * —2) Glieder, je 
nachden n, p, q alle drei von einander ſchieden, oder zwei 
derſelben einander gleich, oder alle drei einander gleich ſind. 
Ferner hat die einfache ganze ſymmetriſche Funktion: 


—EB— 


, bald auch nur 


midi mti—ı mti—ı mt 
4—1 ı — 
m?l-1, ober a oder a7 71: ober 3] ıY 


Glieder, je nachdem n, p, q, r alle viere von einander verfchie- 
den, oder zwei davon einander gleich, oder zugleich auch bie 
beiden andern einander gleich, oder drei derfelben einander gleich, 
oder alle vier einander gleich find. 

Und ift überhaupt » die Anzahl der Faktoren in dem allge 
meinen Gliede der ſymmetriſchen Yunftion derſelben m Berän- 
derlichen, 





,‚ oder 





s[Ix. ·x ·x⸗ * 2 

ſo iſt die Anzahl der Glieder dieſer ſymmetriſchen Funktion: 
= m’? , 

wenn bie Erponenten n, p, q, r, ı. alle von einander verfchie- 
den find, dagegen 

_ mri-! 

elplyiın a. ' 
wenn unter n, p, q, T x. 2. a gleiche, hernach noch 4 andere 
gleihe, darauf noch y weitere gleiche, u. |. w. f. vorfommen, 


und, wie immer vorausgefeht wird, feiner = 0 iſt. (Alles nach 
$. 27.). 


6. 238. Lehrfäge. 
Es ift allemal, bei denfelben m Veraͤnderlichen: 
. Selsiel= rer —. 3517 


> 


N 
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zu LA zT 1LA,xXm3L 0 An 1X tAn=0, oder FR=0, 
fo kann man (nach $. 235.) wiederum diefe Potenz-Summen in 
die Koeffizienten A,, Aa, As, + Am diefer Gleichung aus- 
drüden. Alfo fteht jetzt das Verfahren fyftematifch feft, durch 
welches eine jede ganze ſymmetriſche Funktion der Wurzelwerthe, 
in die Koeffizienten der Gleichung ausgedruͤckt werben Tann. 


8. 241. Aufgabe. 


Statt der ſehr fperiellen Aufgabe des $. 234. kann man 
nun folgende ganz allgemeine Aufgabe ftellen. 

Es ift gegeben eine höhere Gleichung vom mtr Grade: 

xU LA, xml LA, gm 32 LA, X03L 0. +An_ 1, xt An = 0, 

deren m Wurzelwerthe duch &, 8, y, »- 1, v vorgeftellt fein 
mögen. Man fol eine Gleichung in z finden, fo daß irgend 
eine rationale Zufammenfegung 9 eines oder mehrerer ber 
MWurzelwerthe a, ß, y, -- u, » jedesmal ein Wurzelwerth dieſer 
neuen Gleichung fei, welche der Wurzelwerthe a, ß, Y, “u, v, 
man auch an die Stelle der erft geſetzten, fubftituiren möge. 

Auflöfung. Dan fchreibe den gegebenen Ausdruck ꝙ 
(. B. a-+$-4Maß, wo M beliebig, aber von den Wurzel 
werthen a, ß, Y, + u, », unabhängig ift), hin; und leite aus 
ihm alle möglichen verfchiedenen Werthe ab, die er durch 
Vertauſchung der Wurzelwerthe erhalten kann. Diefe verſchie⸗ 
denen Wertbe (3. B. a-+y+May, a+»4Mav, utv--Mur 
u. dergl.), deren Anzahl n fein mag [in dem angenommenen 
Beifpiet - PO (mad) 8.27. V.)], mögen durch P, Qu, 
Pa, Ps, u ſ. w. bezeichnet fein. — Dann bilde man das 
Produkt: 

F, naͤmlich (2-P)(2-Pı)(2-Pa)l2-P3) 

deren Taltoren Anzahl = n iſt; verwandle ſolches in eine ganze 


Funktion (von z) vom n!" Grade, fo ift folches fowohl, als 
auch jeder ihrer Koeffizienten, nothwendig eine rationale ſymme⸗ 
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trifche Funktion der Wurzelwerthe &, B, y, «= u, 9. — Diefe 


ſſynmmetriſchen Sunftionen koͤnnen aber (nach $. 240.) jedesmal 


durch die Koeffizienten A,, As, As, « Am, ber gegebenen 
höhern Gleichung rational ausgedruͤckt werden. Folglich hat man, 
ohne die Würzelwerthe «, Pr y, ll, d, Qu fennen, die neue 
Gleichung in z, aus ber gegebenen Gleichung 
zu LA, xm-1 LA, xml ... An = 0 

abgeleitet, wenn man F,=0 febt; weil jede der Funktionen 
P, Pır Pa, Xx. fatt z, gefebt, einen Faktor von F, zu Null 
macht, folglich ein Wurzelwerth von F,=0 fein muß. 


$. 242. 

Es ift alfo ein befonderer Tal diefer Aufgabe, wenn man 
eine Gleichung in z fjucht, deren Wurzelwerthe, die Summen von 
je zwei der Wurzelwerthe a, ß, y, »-- u, », find. Auch hier wird, 
weil 86 if, der Grad der Gleichung in z, = "EI 
=m, (nad $. 27. V.). | 

Ein zweiter befonderer Fall dieſer allgemeinen Aufgabe 


wäre ed, went man eine Gleichung in z fuchte, deren Wurzelb 


werthe die Differenzen je zweier der Wurzelwerthe a, B, y, + u, v, 
wären. — Diefe Gleichung in z würde aber, weil «—Pß und 
ß—-a von einander verfchieden find, weil daher aus den m Wur⸗ 
zelwerthen a, ß, y, »- u, v, (nach $. 27. II), m(m—1) foldhe 
Differenzen gebildet werden fönnen, vom Grade m(m—1) fein. 

Weil aber 3-B. B-u und auch u-—ß Wurzelwerthe dieſer 
Gleichung in z fein müflen, fo muß folche zu Faktoren haben: 


[2-(B-u)]-[z(u—)], oder [2-w))-Lz HR], oder 


z’—(P-u)?. — 


Diefe Gleichung in z enthält daher blos. Potenzen von 2°; 


und feht man y ftatt 2°, fo wird fie wieberum vom Grade 


em ‚nach y; und ihre Wurzelwerthe find dann die Qua⸗ 





drate der Differenzen je zweier der Wurzelwerthe &, 8, , M, v. 
II. 29 
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Auch die vier Aufgaben des 8. 233. gehören hierher. Soil 
nämlich jeder Wurzelwerth der neuen Gleichung das bfacdhe wer- 
ben, von den Wurzelwerthen xı, X, Xs, “““ Xm der gegebenen 
Gleichung, fo Hat (nach $. 241.) die neue Gleichung die Form 

(2—-bx,)(2—-bx,)(z;-bx;) ++ (z-bxn) = 0; 
und es ift nun Mar, daß jedes Produkt von n dieſer Wurzel: 
werthe das brfache des entfprechenden Produkts der Wurzel 
werthe der gegebenen Gleichung ift. Daher‘ muß bie neue Glei⸗ 
hung die nachftehende fein, nämlich 


zu A, bzu-1{A,b?zm-24 0. HAn_7br-12-Anb® = 0, 
Sol aber die neue Gleichung die Wurzelwertbe x,—b, 
X, -b, zs—b, ++ xm—b enthalten, fo ift fie (nach 8. 1 
[2-(21-b)][2-(x »b]l2-(b)] - «« [2-(X&n—b)] = 
d. h. 
[@+b)-xz, ][@+b)-z,][@+b)-xs] *- [@+b) zu] = 0, 
5 Bm=0, wenn FR=0 die gegebene Gleichung ift. 


Anmerfung 1. Lagrange hat die allgemeine „Aufgabe 
des $. 241. zur Auflöfung ber gegebenen höheren Gleichung 
F,=0 zu benugen gefucht, wie die folgende dritte Abtheilung 
näher befpricht. — Derfelbe hat aber aus biefer Aufgabe auch 
einen Beweis hergeleitet für die Behauptung, daß eine nume- 
riſche Gleichung mit reellen Koeffizienten, wenn ſie nicht lauter 
reelle Wurzelwerthe hat, doch keine anderen imaginaͤren Wurzel⸗ 
werthe haben kann, als von der Form p+gq-i und dann immer 
zwei zufammengehörige ptq-i. — Der Oang feines Beweifes 
ift folgender: 

1) Jede numerifche Gleichung mit veellen Koeffizienten bat 
mindeftend einen reellen Wurzelwerth, wenn fie von einem un- 
geraden Grade ift. 


2) Jede folche Gleichung Fx = 0 vom mir Grade, wenn 
m nicht ungerade aber von der Form 2(2n+1) ift, führt, — 
ſobald bie im 8. 241. gefuchte neue Gleichung in z, die Wurzel, 


EN 
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werthe Moß--a+ß, Mayt(aty) »«, Murtutr, haben 
fol, — zu einer Gleichung vom 

mi) _ EHEN _ ant1yAnHi) d. h zu einer 
Gleichung in z, vom ungeraven Grabe, fo daß fie immer wer 
nigftend einen reellen Wurzelwerth hat. Giebt man nun der 
beliebigen Zahl M, nad und nach mehr Werthe ald der Grad 
der neuen Gleichung Einheiten hat, fo bat man beliebig viele 
Gleihungen in z, wo jede wenigftend einen reellen Wurzelwerth 
hat. Da nun die Anzahl diefer Gleichungen größer ift als die 
Anzahl ihrer Wurzelwerthe, fo muß wenigftend in zwei dieſer 
Gleichungen in z, der jebedmalige reelle Wurzelwerth w, wel 
her =Maßta+ß, oder = Myl+y-+L, oder-irgend einer 
der übrigen Verbindungen gleich ift, — einer und derfelben Vers 
bindung, nur mit Dem verfchiedenen Werthe von M, angehören, 
fo daß alfo exiſtiren müffen 3. B. die zwei Gleichungen 


1) My&hyt+s=w, und 2) M.y75-+y-+6 = wı. 
Aus diefen Gleichungen ergeben fich aber nun y und 5 fogleich 
entweder veell oder von der Form ptgqi. Es hat alfo jede 
Gleihung Fr=0 vom Grade %2n+1) mit reellen Koeffi⸗ 
zienten, allemal wenigftend entweder zwei reelle oder doch zwei 
imaginaͤre Wurzelwerthe, welde = p*q.i find. 0 
Denkt man fih nun den Grad m ber gegebenen Gleichung 
=(0 von ber Form 2°(2n+1), fo ift der Grad —— ul) 


der neuen Gleichung in 2, = (An--2)(8n+-3) = ——— 
d. h. von der Form“ A241); alſo exiſtiren wiederum die 
Gleichungen 1.) und 2.), nur daß w, und w, vielleicht imagi⸗ 
näre Wurzelwerthe p+gq-i und p+q"i von R&=0 fin. 
Findet man aber unter diefer Borausfegung, die Werthe y und 
C aus den Gleichungen 1.) und 2.), fo finden fie ſich wieder 
entweder veel oder doch = PEQ-i. — Es hat alfo jede Blei: 
dung F.0 vom doppelt geraden Grade 2°(2n-H1), mit 
29 * 
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reellen Koeffizienten, mindeſtens zwei reelle oder doch zwei ima⸗ 
ginaͤre Wurzelwerthe von der Form PHQei. — - 
Iſt der Grad m der alten Gleichung F. = 0 von der Form 


2°(2n+1), fo ift der Grad Le! ber neuen Gleichung 


in z, von ber Form 2?°(2v-4-1), die letztere hat alfo die Wurs 
zelwerthe w, und w, entiveder reell oder von der Form P*0.i; 
alfo liefern die Gleichungen 1.) und 2.) au y und Z von ders 
ſelben Form. 

Sy ficht man, daß der Beweis fi) nach und nad auf 
eine Gleihung F=0 vom Grade 2*°(2n-+1), 2°(2n’+H1), 
2°(2n" 1), u. |. f., alfo zuletzt auf eine Gleichung von jedem 
- beliebigen Grade erftredt. — 

Es erſtreckt ſich aber dieſer Beweis nur auf die Form der 
Wurzelwerthe; daß überhaupt jede höhere Gleichung minde⸗ 
ſtens einen Wurzelwerth haben müffe, iſt dabei vorausgeſetzt, 
was wir jedoch, nach den von uns entwickelten Anſichten, nicht 
gerade als einen Tadel hervorheben koͤnnen. Auch das iſt kein 
Tadel, daß der Beweis, „daß die Wurzelwerthe von der Form 
-p4tgei fein můſſen“, vorläufig nur für Gleichungen mit reellen 
Koeffizienten geführt ift; da er von Lagrange felbit fpäter auf 
Gleihungen mit imaginären Koeffizienten, — welche doch alle- 
mal auf die Form 


3) Pie, = 0 
gebracht werben Fönnen, wo Qx und %. reelle Koeffizienten 
haben, — ausgedehnt wird. Nimmt man nämlich die Gleichung 
4) (P+i-Yr)(Px—irWV,) = 0, d. h. — *— 0, 
fo bat fie lauter reelle Koeffizienten; alfo hat fie lauter Wur⸗ 
zelmerthe von der Form p-+q-iz; und da ihre Wurzelwerthe, bie 
der Gleichung 3.) und noch die der Gleichung 

5) . i· . = 0 
find, fo find auch ale Wurzelwerthe der Gleichung 3.) von der⸗ 
ſelben Form p+q-i. — 
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Anmerlg. 2. Der Gleichung in z, deren Wurzelwertbe 
die Differenzen je zweier Wurzelwerthe einer gegebenen Gleis 
dung F=0 vom mi* Grade find, (und welde vom 
m(m—1)!* Grade ift, aber nur gerade Potenzen von z enthält, 


-alfo für 2? =y, ſich auf eine Gleichung vom ums Grade 


zuruͤckfuͤhren läßt, hat man fich ebenfalls zu verfchiedenen Zweden 
bedient, — namentlich auch bei Unterfuchungen über bie imagi⸗ 
naͤren Wurjzelwerthe. 


Dritte Abtheilung. 
Vom Auflöſen ver allgemeinen höhern Gleichungen. Elimina- 


tion ber Unbelannten aus mehreren gegebenen Gleichungen. 
| $. 243. 
I. Die reine höhere Gleichung vom m’ Grabe 
1) xıaogq 
giebt die m Wurzelwerthe 


x=ya= [ya)yl 
d. h. (nad) $. 223. 111.) 


- 


2) x=|yal. —— Sin e), 
wenn ftatt n nach und nach fo viele auf einander folgender gans - 
zen Zahlen (pofitive oder negative), Die Null nicht ausgefchlofien, 
gefeßt werben, bis man m verfchlebene Werthe hat; während 
[ya] irgend einen einzigen Werth dieſer m!= Wurzel vorftellt. 
Dies gilt, wenn a reell over imaginär ifl. — Praktiſch 
bequem ift das Nefultat 2.) nur, wenn a pofitiv iſt. 
1. If a negativ und = —b, fo dag man die Gleichung 
3) x2-b = 0) 
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Sat, fe Mut tie m Wureiweribe tiefer Gleichung audgebrüdt 
Sub 


D == 
— 69 (Ge Acts En) 
MO De mn ur — pi, fo daß die aufzu- 
Kifenke hibere Slicheng dieje iR: 
3) >», 
fe Mat alle m Wuruiweribe derſelben, auögedrüdt durch 
x= De = ine) 
x... (ad 5 22 VL) rund 
©) x [pr p(C EI  ER), _ 


wa r=-—Ip’e?, Cut und Say {I if, 
wenn 9 immerhalb — = unt -—-7 genommen wird, wo @ mit q 
yaglerd peũtie eder megare if, — wenn ferner rechts alle obern 
Ferien zegleich eder alle untern zugleich genommen werten, 
wur wem m tir Were O, 1, 2, 3, ıc. vorfiellt, ober beliebige 
wu; tinander felgende ganze Zahlen, tie Null nicht ausgefchlofien. 
Anmeriung IA P,—=ım , fo if F = mı"-ı, 
— 6% haden daher F. unt FÜ nur, wenn a 0 if, einen 
geriafhaftlicen after unt zwar tan den Faktor xm-ı ober 
EP. Tann werten amd alle Derivationen, nämlich Fe, 
F. x. 8 FO, aber nicht macht FÜ” (= m!) der Null gleich. 
Belglich bat Tann tie Steidung =—-a=0,r. h. (weil a= 0) 
die Sleichung S0, m gleiche Wurzelwerthe O. — Iſt aber 
a nicht Null, fo hat tie Gleichung x= = a lauter verſchiedene 
Wurzelwrrtde, eben weil jegt FR, unt Fe feinen gemeinfchaft- 


lichen Theiler mehr haben. (Allee nach dem 8. 88.). 


2 
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$. 244. 
I. Soll daher die ganze Funktion 


”__o”0 
x gm, 


wo a pofitis gebacht ifb, in reelle einfache oder Doppel-Fak 


toren zerlegt werben, fo fucht man erft (nach $. 243.) alle Werthe 


Znz - 
ae m" oder a (0o"" zi. Sinn") von x, 


welde x”—am, =0 maden, und bat dann (für n= 0) den 
reellen einfachen Zaftor — 
| x-a, 


und nur wenn m gerade iſt (für n= m) auch noch den 
andern reellen einfachen Faktor 


x+a, 
außerdem aber die Reihe ber Doppel-Baktoren 


2nr In 
gem 1) a · · = 1) 
d. h. x’ Bar. Co Lo3, 
für n=1, 2, 3,» bis aulebt u n=y(m—1), wenn m 
ungerade oder biß zu n=im—I1, wenn m gerade fein follte. 


1. ‚ Eben fo finden ſich die reellen einfachen oder Doppel 
Saftoren von 
wo a pofitiv gedacht ift, darurch, daß man erſt alle Werthe 


—S - 
+ i ober a. ( Cos nrDr Fi. sn DR) 





2:6 m von x 


fucht, welche x”-Fa®, =0 machen; dann bat man, nur 

wenn m ungerade ift [für n == 4(m—1)] den reellen Faktor 
-a, | 

außerdem aber die Reihe der DoppelBaktoren | 
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reellen Koeffizienten, mindeſtens zwei reelle oder doch zwei ima⸗ 
ginäre Wurzelwerthe von der Form P+Q-i. — 
Iſt der Grad m ber alten Gleichung F. = 0 von der Form 


2%3(2n-+1), fo ift ber Grad Le] der neuen Gleichung 


in z, von der Form 2?(2»-+-1), die lettere bat aljo die Wur⸗ 
zelwerthe w, und w. entweder veell oder von der Form P+Q»I; 
alfo liefern die Gleichungen 1.) und 2.) auch y und Z von ders 
ſelben Form. 

Sp ficht man, daß der Beweis ſich nach und nach auf 
eine Gleichung F. —0O vom Grade 2*°(2n+1), 2°(2n’+H1), 
2%(2n”’ +1), u. f. f., alfo zulegt auf eine Gleichung von jedem 
- beliebigen Grade erftredt. — 

Es erſtreckt ſich aber dieſer Beweis nur auf die Form der 
Wurzelwerthe; daß überhaupt jede höhere Gleichung minde⸗ 
ſtens einen Wurzelwerth haben muͤſſe, iſt dabei vorausgeſetzt, 
was wir jedoch, nach den von uns entwickelten Anſichten, nicht 
gerade als einen Tadel hervorheben koͤnnen. Auch das iſt kein 
Tadel, daß der Beweis, „daß die Wurzelwerthe von ber Form 
-p4+g:i fein müflen”, vorläufig nur für Gleichungen mit reellen 
Koeffizienten geführt ift; da er von Lagrange felbft fpäter auf 
Gleichungen mit imaginären Koeffizienten, — welche Doch alle- 
mal auf die Form 


3) Px-tird, = 0 N 
gebracht werben können, wo @, und Y. reelle Koeffizienten 
haben, — ausgedehnt wird. Nimmt man nämlich die Gleihung _ 


9) Hp) =0, d. h. tr =0, 
fo hat fie lauter reelle Koeffizienten; alfo bat fie lauter Wurs 
zelwerthe von der Form p-+-qg-i; und da ihre Wurzelwerthe, bie 
der Gleihung 3.) und noch die der Gleichung 

5) Pr—iYV, = = 0 ” 
find, fo find auch ale Wurzelwerthe ver Gleichung 3.) von der⸗ 
felben Form p+q-i. — 
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Anmerfg. 2. Der Gleichung in z, deren Wurzelwerthe 
die Differenzen je zweier Wurzelmerthe einer gegebenen Gleis 
hung Fr=0 vom mi" Grade find, (und welde vom 
m(m—1)!* Grade ift, aber nur gerade Potenzen von z enthält, 
alſo für 2° = y, ſich auf eine Gleichung vom FI" Grade 


jurüdführen läßt, hat man fich ebenfalls zu verfchiedenen Zweden 
bedient, — namentlich auch bei Unterfuchungen über die imagi⸗ 
naͤren Wurjelwerthe— 


Dritte Abtheilung. 
Vom Auflöfen der allgemeinen höhern Gleichungen. Elimina⸗ 


tion der Unbelannten aus mehreren gegebenen Öleihungen. 
$. 243. 
I. Die reine höhere Gleichung vom m" Grabe 
1) xm a 
giebt die m Wurzelwerthe 


x=ya=[ya}yl 
d. h. (nad 8.223.110) _ 
2) x= ya]. (si 5), 


wenn ftatt m nach und nach fo viele auf einander folgender gans 
zen Zahlen (pofitive oder negative), die Null nicht audgefchlofien, 
gefegt werden, bis man m verfchiedene Werthe hat; während 
[ya] irgend einen einzigen Werth -diefer mi" Wurzel vorftellt. 

Dies gilt, wenn a reell oder imaginär ifl. — Praktiſch 
bequem iſt das Refultat 2.) nur, wenn a pofitiv if. 

1. Iſt a negativ und = —b, fo daß man bie Gleichung 
. 8) xatb=0 


454 Dom Auflöfen. der "Rap. XLS. 243. 


bat, fo find die m n Wurjehwerthe dieſer Gleichung ausgedrückt 
durch 


4) x= Vc-b) = [Yb)-V—1) 
— [yb]- (002 2n+1 scti.Sin SH) 


I. Iſt a imaginaͤr mb = pri, fo daß die aufzu- 
löfende höhere Gleichung dieſe ift: 
9) = p+q:i 1, 
fo find alle m Wurzelwerthe derfelben, ausgebrüdt durch 


RT — = Viren) 
d. h. (nach 8. 223. VI.) durch 


6 x=flyr) (Cor EI 4.8 m) 


wenn r=-+Vp?+q?, Cosp= rn und Sinp= I ift, 
wenn 9 innerhalb — und +77 genommen wird, wo p mit q 
zugleich pofitio oder negativ ift, — wenn ferner rechts alle obern 
Vorzeichen zugleich over alle untern zugleich genommen werben, 


und wenn n die Werthe O, 1, 2, 3, 2c. vorſtellt, oder beliebige 
auf einander folgende ganze Zahlen, die Null nicht ausgefchloffen. 


Anmerfung Iſt R=x-a, ſo iſt F|= mı-ı 
— Es haben daher F, und FE nur, wenn a=0 ift, einen 
gemeinfchafttichen Baktor und zwar dann ben Faktor xm-1 oder 
(x-Oy-i, Dann werben auch alle Derivationen, naͤmlich F 


Fr, ac. biß FO", aber nicht mehr FÜ” (= m!) ber Null * 
Folglich hat dann die Gleichung xn a O, d. h. (weil a=0) 
die Gleichung xm — O, m gleiche Wurzelwerthe 0. — Iſt aber 
a nicht Null, fo hat die Gleichung x" = a lauter verſchiedene 
Wurzelwerthe, eben weil jetzt F, und F, feinen gemeinfchaft- 


lichen Theiler mehr haben. (Alles nach dem $. 88.). 


— — 
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8. 244. 
I. Sol daher die ganze Funktion 
xm— ga”, 
wo a pofitis gedacht iſt, in reelle einfache oder Doppel-Bals 
toren zerlegt werben, fo fucht nran erſt (nach $. 243.) alle Werthe 


2nr 
ae m “ oder 8° (cos Znrı tie Sinn") von X, 


welche xm—am, =0 maden, und hat dann (für n= - 0) den 
reellen einfachen Faktor - 
| x—a, 


und nur wenn m gerade ift (für n=!m) aud noch ben 
andern reellen einfachen Faktor 


x-ha, 
außerdem aber bie Feihe der Doppel⸗Faltoren 
1. om ), RR 2 ) 
d. h. xZox. C/, 


für n=1,2, 3, + bis zuletzt u n1 I(m-1), wenn m 
ungerade ober bis zu n = Am—I1, wenn m gerade fein follte. 


I. ‚Eben fo finden fih die reellen einfachen oder Doppel 
Saftoren von 
zu_fan, 
wo a pofitiv gebacht äft, daburch, daß man erſt alle Werthe 


. | 
ae m“ oder a⸗ (co, Er td 1.5, CrFVr) von x 


fucht, welche x=-ar, =0 machen; dann bat man, nur 

wenn m ungerade ift [für n = 4(m—1)] den reellen Faktor 
xX-a, 

außerdem aber die Reihe der Doppel⸗Faltoren 
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n+lr ) _ a+I)w +) 
(x... m \x-a0 m 


d.h © Dax ED 1 n, 





fr n=0,1,2,3, «« bit zu n=4m-i), wenn m uns 
gerade ift, oder biß zu n = zm—1, wenn m gerade fein follte. 
Alle diefe Doppel⸗Faktoren find reell. 


8. 245. 
Die höhere Gleichung 
1) xmmtLaxm bh = 0 
giebt, wenn zu =z gefeßt wird, die quabratifche Gleichung 
| z22-az+b= 0, .. 
alfo 


zz —1g9+Y!a? ph 
folglich ut 


2) x= V-istV2@’-b, 
welcher Ausdruck alle 2m Wurzelwerthe der gegebenen Gleichung 
vom (Zm)t Grabe liefert. 


8. 246. 
Sollen die reellen doppelten Faktoren von 
am 2arın.Cosp-+x?”, 


wo a poſitiv vorausgeſetzt wird, gefunden werben, fo Liefert die 
Gleichung 


xim_2gm. Co⸗ pxnLae® — 0) 
fir xm —='z, zunaͤchſt diefe andere, Be 
| 2? —2an.Cosp-taiu = (), 
dann z = am. (Cos pEi-Sin p) 
und zuletzt aus xu=z (na $. 223.) 
x=. (Co EP ziesin er), 


A 
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wenn flatt m, nach und nach O, 1, 2, 3, + bis m—1 gefeht 
wird. — Multiplicirtt man aber den einfachen Faktor 


Zvrntp |... Wntp 
a ° (Cor m riss ER) —* 
wo » irgend einer der Werthe von n ift, mit dem andern Baktor 
8. (Cos PALP 5 F=te) —x, 
m m 


fo erhält man — _ 
j 02 2axıC LP — *); 





und dieſe Bormel gibt alle gefuchten doppelten reellen Faktoren 


von 
. am _2anzm.Cosp-+x?”, 


wenn man ftatt » nach und nach 0, 1, 2, 3 bis m—1 feßt. 
Anmerfung. Der 9.244. enthält das fogenannte Theo- 


rem des Eotes; der $. 250. die Erweiterung des Moivre. 


Nimmt man nämlich eine Kreislinie (Big. 12. und Fig. 13.), 


theilt folche in m gleiche Theile von A, am gerechnet, wie 


(Fig. 12.) zu fehen ift, wenn m gerade und = ?n, (Fig. 13.) - 
dagegen, wenn m ungerade und =2n-+1 iſt; nimmt man 
ferner CM=x, den Radius =a, während C der Mittels 
punkt iſt; fo ift allemal das Probuft aller von M nad ben 
Theilungspunften gehenden m Linien, nämlich 


*) Dan kann auch als Werth von x, welcher die gegebene ganze Funk⸗ 
tion vom (Zm)ter Grabe zu Null macht, 


_ ZUR—P _. a: ZER-p 
x= a. (Cos — *ii⸗Sin er ) 
nehmen (nach 6. 247. Nr. 6.) und man erhält als doppelten Baftor 


2yn—p 
m 





+x?, 


a?—2ax-Cos 





welcher dann biefelben boppelten Saltoren, wie der im Texte gefundene liefert, 
nur in umgelehrter Ordnung, fobald man nach unb nach 1, 2, 3, 4, «+ m 


Matt» ſetzt, wo jeboch für »= m berfelbe Faktor ſich ergibt, wie für » = 0. 
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I. MA.-MA,-MA,-MA, ++ MAn_»MAn_»MAn_ı, = an—xm. 
Denn e8 ift nach dem befannten Sage ber ebenen Trigono- 
metrie 3.38. (MA,)? = (@I)?-+(CA,)?—2CM:CA,-CosA,CM; ; 
alfo in (ig. 12.), wo m=2n, d.h. wo m gerade iſt, 
MA, = a— 


MA, = MAu-ı = V a? 2ax- 000 28 +23 
MA, = MAu-3 = V a? 2ax.Cor x? 


MA, = MA * Va°-2ax-00: 2 tx? 
u. f. f. und 
MA, =MA.n = atx. 
Dagegen ift in (Big. 13.), wo m=?2n+H1, d.h. wo m un 
gerade ift, alles gerade fo, nur daß jest Feine biefer Linien 
—atx wird, weil jebt 
MA, = MA, = : Va? 2ax.00, Dr Ir 1x 3 
wird. In beiden Fällen fällt aber die Behauptung, dem eben 
vorangegangenen zu Folge, in die Augen. 
Halbirt man in beiden Figuren (12. und 13.), alfo mag m 
eine gerabe oder ungerade Zahl fein, jeden der Theile A,A,, 
A,A,, AsA; 2. ıc., und zieht man von M aus nad) allen 
diefen Halbirungspunften wiederum gerade Linien, fo ift 


II. das Produkt diefer Linien allemal = aum+x”, 


wie in die Augen fält, wenn man bebenft, daß nun Die Bogen 
von A, aus gerechnet, bezüglich —, =. 97 — 116. x. Wet 


den, während in Fig. 13., wo m=2nH, * h. ungerade iſt, 
eine dieſer Linien 


— Va’-2ax-Co BE 4x: = ax wird. 


— 


> 
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Und nimmt man (Fig. 14.) zuerſt A,A, = 2 und theilt 


dann von A, ud die ganze Kreislinie noch in m gleiche Theile, 
fo wird ' 

2 
A,A, = 19 





4 
A,A,=utR, A,A, +9, u.ſ. w.f.; 


' 

und es iſt daher das Produkt der Quadrate der m Linien 
III. MA7-MAZ-MAS-MAL «+ MA) ,-MA}_, MA, 

= am_ ann. Cop, 


nach dem vorftehenden Paragraphen. 


| 8. 247. 

Es laſſen fich ferner noch allgemein auflöfen die beiden 

Sleichungen 
1) zum lax®-bxırtc = 0. 

und 2) ximLaxdn br m Lex td=(, 
indem man x?=z ſetzt, dadurch eine Eubifche oder biquadras 
tiſche Gleichung in z erhält, diefe nach dem im I. Th. d. W. 
befchriebenen Verfahren auflöft d. h. die drei, oder die vier 
MWerthe von z findet, welche diefer Gleichung (in 2) genügen; 
zuletzt aber für jeden einzelnen dieſer Werthe von z, aus ber 


Gleichung x="=z, die m Werthe von x, (= Vz) (nad 
$. 223.) dazu findet. — Man erhält dann für die Gleichung 1.) 
fogleich ihre Im, für die Gleichung 2.) dagegen ihre Am Wur⸗ 
zelwerthe. 

Dagegen hat man die Auflöfung der allgemeinen Glei—⸗ 
chung vom mie" Grabe, 

gm LA, xm I LA,xm3 LA ,xm3L 0.0 +An_ıX An = 0, 

wo die Koeffizienten ganz allgemein gedacht find, während 
fie m J. Th. d. W. für m=2, 3 und A durchgeſetzt zu fehen 
ift, ſchon für m=5 bis jetzt nicht nur vergebens gefucht, fon- 
bern ed haben Abel (in Erelle’s Journal der Mathematif) 
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und Ruffini zuletzt bewieſen, daß eine ſolche allgemeine Auflö⸗ 
ſung (durch welche x in die Koeffizienten der Gleichung in ge⸗ 
ſchloſſener Form, d. h. ohne unendliche Reihen, ausgedruͤckt 
waͤre) gar nicht moͤglich iſt; waͤhrend Andere, darunter nament⸗ 
lich Lagrange (in ſeiner Résolution des équations numéri- 
ques) die allgemeine Löfung in der Art verſucht haben, daß ſie 
für x unendliche Reihen herzuftellen fuchten, welche die Koeffi⸗ 
zienten der Gleichung in fich aufnehmen. 

Beachtet man, daß die Auflöfung der allgemeinen Gleichung 
vom dritten Grade (im . Th. d. W.) zu der Ihwerfälligen 
Cardani'ſchen Formel geführt, und daß die Auflöfung ber 
allgemeinen Gleichung vom vierten Grade (im I. Th. d. W.) 
ein ungemein weitläufiged Refultat giebt, welches, wirklich herz 
geſtellt, vielleicht eine gedrudte Seite einnehmen würde, — daß 
alfo das Refultat felbft von durchaus feinem praftifchen Werthe 
ift, — fo leiftet man gerne auf die Auflöfung der allgemeis 
nen Gleihung vom Sr, Gr, 7ien und der folgenden Grade 
gänzlich Verzicht und begnügt fih damit, numerifche höhere 
Gleichungen, d. h. foldhe, deren Koeffizienten alle in Ziffern 
(reell oder imaginär) gegeben find, näherungsweife auflöfen zu 
fönnen, wie ſolches bie folgende Abtheilung dieſes Kapitels naͤher 
beſprechen wird. 

Einige Verſuche zur Aufloͤſung allgemeiner Gleichungen 
theilen wir nur deshalb in den folgenden Paragraphen noch mit, 
um dem Anfaͤnger eine Idee von den Methoden zu geben, welche 
dazu verwandt worden find. Zuvor aber müflen wir höhere. 
Gleichungen mit mehreren Unbefannten betrachten. 


$. 248. Aufgabe. 
Es find gegeben die beiden höhern Gleichungen, mit zwei 
Unbefannten x und y: 
1) A,zm-A,» , - .. +An_1x-+An = 0 
und " = 
2) Bor x+B,-x"1+-B,.x73+ oo. +B,_1.x+B, = 0, 
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Ihe kuͤrzer durch: ' \ 
3) S[A,-")=0 oder A—0, 

db 4 SB m]=0 over B=0, 
rgeftellt fein Tönnen oder mögen. — Die erfte Gleichung foll 
n der m'* Ordnung, die zweite von der n!* Ordnung fein, 
daß bie Koeffizienten A, und B, ganze Bunftionen von y, 
hftend von der at" Ordnung fein fönnen. — Man fol x 
8 beiden gegebenen Gleichungen eliminiren, d. h. man fol eine 
eihung in y ohne x finden, welche nicht durch mehr und 
ch nicht durch weniger Werthe von y identifch wird, als es 
rare zufammengehöriger Werthe von x und y gibt, welde bie 
den gegebenen Gleichungen A=0 und = 0 zugleich iden- 
ch machen. 

Auflöſung. 1) Man denke ſich die erſte Gleichung 
=0 nah x allgemein aufgelöft; und die m Wurzelwerthe 
‚ Xır Xa2, *%* Xm-ı Werden im gemeinen Ausprüde fein, 
:iche y enthalten. 

2) Seven diefer m Werthe denfe man ſich in die zweite 
lihung B=0 ſtatt x geſetzt, jo erhält man ın neue Glei⸗ 
mgen, alle von der Form: 


s[B, ı']=0; 
o a nad) und nah O, 1, 2, 3, m-1 vorftellt. 
3) Gibt ed nım k Paare zufammengehöriger Werthe von x 
d y, welche beiden gegebenen Gleichungen A=0 und = 0 
gleich genügen, fo werben fich folde in m verſchiedene Pars 
ien anorbnen lafien, wo in jeder diefer Parthie * dieſer zu⸗ 


mmengehoͤrigen Werthe ſind, welche jedesmal einer einzigen ber 
Gleichungen (in Nr. 2.) genügen; weil jede dieſer m Glei- 
ungen im Allgemeinen nur unter der Vorausſetzung identiſch 
:, daß die andern es zu gleicher Zeit nicht find. 

4) Multiplicirtt man aber alle diefe m Gleichungen (in 2.), 
it einander, fo erhält man: 
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s[B. BoeBerBo 000 Baet trn Bart tn =] =, 

> a-rb-+crb+ «Up = om 
in fo ferne der größte Werth von jedem der m Buchftaben 
a, b, c, d, » m, jebeömal n, alſo der größte Werth ber 
Summe derfelben, mn ift. 

Diefe Gleichung wird nun identifch, fo oft irgend einer der 
Faktoren (in 2.), identiſch O wird, alfo durch alle k Paare zu⸗ 
fammengehöriger Werthe von x und y, weldje den beiden geges 
benen Gleichungen A=0 und BO zugleich genügen, durch 
nicht mehr und nicht weniger. Wenn man daher aus diefer 
Gleichung die noch Unbefannten x,, X,, Xa, *"* Xm-ı Weg- 
bringt, fo wird fie die verlangte Eliminationsgleicfung fein. 

5) Das Fombinatorifche Aggregat zur Linfen ver Gleichung 
(in 4.), ift aber unftreitig eine fommetrifche Funktion der Wur⸗ 
zelwerthe x,, Xı, X2, ** Xm-ı1, läßt fich daher in die Koeffi 
jienten Ao, Ar, Aa, + Am rational (d. h. ohne Wurzel⸗ 
zeichen) ausbrüden (nach $: 240.) Und dann enthält dieſe 
‚Eliminationsgleihung die unbekannten Wurzelwerthe x,, Xı, 
Xa, ** Xm-ı Nicht mehr, fondern dafür blos die Koeffizienten 
Ayı Ar, Aa, * Am, ſo wie vorher ſchon Bo, Bi, Ba, *-- Ba, 
welche gegebene und ganze Funktionen von y find, die in der 
Eliminationsgleihung rational, alfo in Form einer ganzen 
Zunftion von y, mit einander in Verbindung getreten find. 


Beiſpiel. Es feien gegeben die Gleichungen der zweiten 

Ordnung: 

A,x?+A, xs+A, =0, 

Bex+B..x+B, = 0, 
wo Ao, Bo nad x und nach y Tonitant, A, und B, die Form 
ay+ß, endli A, und B, die Form ay?-+ßy-+y haben, fo 
daß die gegebenen Gleichungen felbfi, nah x und y von ber 
zweiten Ordnung find. Denkt man fi nun die erfte nach x 
aufgelöft, und die beiden Auflöfungen Durch x, und x, vor: 
geftellt, fo daß 
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— diefe Werthe x, und x, flatt x in bie zweite Gleichung 
Mituirt, und die Refultate multiplicitt, fo tft die gefuchte Elis 
nationdgleichung: \ 
[Bo-xo+B,+-xo+B,]-[Bo-x!+B,x,+B,] = 0 
er wenn man wirklich multiplicirt: 
(Eoı)?+Bo-Bı-KoXı to) + Br XoX 
+Bo-Bze (x +x 1 )+B 1 -Bas(zo+xı)+B} =(. 


in ift aber: 


A? Ara, 
= ir XeXı 4X, X X Kot X = * =, 
0 0 
A} „A, A'—-2A.A 
3 2 2 ı 2 o'Ag, 
| = (x, +x2,)?—2x, X, =-— —2 = — 
o+tXı =( o+Xı) oXı Y A, A ) 


d daher vorftehende Eliminationdgleihung jekt: 


A _BeBıAıch, Buch, BerBı- AA A,) 
_B .B, en; 0, 


»lches die gefuchte Eliminationsgleichung in y, und nach y im 
Igemeinen von ber Art Ordnung iſt. Vergleicht man diefes 
eiſpiel mit derfelben Aufgabe, wie folche bereits im I. Th. d. 
. behandelt fich findet, indem man x ftatt y, und A,=a, 


‚=@,, 
A,=bx+44d, A,=cx’textf, 
B, =b,x+d,, B, = c,x’4d, x+f, 


st, fo wird bie Lebereinftimmung der beiden Reſultate in die 
igen ſpringen. 


8. 249. 
Dieſe Eliminationsgleichung in y iſt höchſtens 


— — 
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vom mn'* Grade. — Denn e8 ift B, offenbar eine ganze 
Bunftion von y, höchftend vom u Grade, alfo: 

B,-Bs-B. ++ Bu 
eine ganze Burftion von y, höchftend vom (map) Grabe. 
Ferner folgt aus dem Newton’fchen Lehrfage (8. 239.), daß bie 


aus us Hs u a se 
gebildete ſhuimeinche Funktion, nach y hoͤchſtens vom Grade p 
werden kann. Alſo iſt jedes Glied der Eliminations⸗Gleichung 
nach y hoͤchſtens vom Grade app, d. b. höchftend vom 


Grade mn. 


$. 250. 


Es kann die Eliminationdgleichung Iventifh 0 = 0 werben. 

--- Dann ift einer, ober es find mehrere der Faktoren 

S[B..x*], S[Bs.2"*], 10.1. 2%. 

identiſch 0; folglich von den Wurzelwerthen xX,, Xı, Xa, Xyr 
, Zm-ı AS Bunftionen von y, wenigftend einer, vieleicht 
aber einige für jeden Werth von y, zugleich Wurzelwerthe 
der zweiten Gleichung B=0; und ed haben alfo dann bie 
beiden Gleichunge A=0, 5=0, den gemeinfhaftlichen 
Faktor —x,, oder (X—x,)(X—x;), oder u. |. w. für jeden 
Werth von y. 

Würde man aber für die Eliminationd»Gleichung erhalten 
A=0(0, und A nad y konſtant; jo wäre dies ein Beweis, daß 
bie gegebenen Gleihungen A=0 und »=0 fih wider 
fprechen, und daß es alfo nicht ein einziges Paar zufammenge- 
höriger Werthe für x und y gibt, welches beiden Gleichungen 
zugleich ein Genüge leifttee - 


31. 
Hat die Gleichung = 0, den Faktor @, ohne x, fo 
fann man * durch 25, bezeichnen, und dann y aus A=0 
y B 
und 5, =0 auf die ($. 248.) angegebene Art eliminiren, 
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: erhaltene Eliminationdgleihung aber mit 7 noch multis 
ſciren, um bie Climinationdgleichung nach y zwifchen A= 0 
d »=0 zu haben, wie foldes unmittelbar aus der Auf 
ung ($. 248.) hervorgeht, in fo ferne H= 9,8, if 
Hätten A=0 und B=0, dieſelbe ganze Funftion von 
nämlih @,, zum größten gemeinfchaftlichen Theiler, fo könnte 
in A und 5 erft durch ihn bividiren, und dann die Eliminas 
nögleihung zwiſche A, =0 und 8, =0 auffuchen. 


$. 252. 


Sp viele Paare von Werthen von x und y es gibt, welche 
n beiden Gleichungen = 0 und H=0 ein Genüge Ieiften, . 
viele Wurzelwerthe muß auch die Eliminationsgleichung in y 
ben; und umgekehrt. — Die zu jevem Werth a von y, zu⸗ 
hörigen Werthe von x, findet man aber, wenn man in A und 
B, a ftatt y feßt, und dann zwifchen A und B den größten 
meinfchaftlichen Theiler Y. nach x, fucht, dieſen = 0 ſetzt, 
ıd nun die Wurzelwerthe diefer. Gleichung I. = 0 auffindet. 

Jever Werth von x aus %—=0, mit dem Werth ya 
Verbindung, leiftet dann den leichungen A= 0 und >= 0 
1 Genüge. — Daraus folgt aber noch: 


1) Hat die Eliminationdgleihung in y ben kfachen Wur⸗ 
lwerth a, fo hat die Gleichung u =0 im Allgemeinen k 
zurzelwerthe für x; fie ift alfo dann im Allgemeinen vom Grabe 
nad x. 

2) Umgefehrt, wenn für y=a, ein folder, ben beiden 
inzen Funktionen A und 3 gemeinfchaftlicher größter Theiler 
m-Grade k eriflirt, fo muß die gefuchte Eliminationsgleichung 

VY, nothwendig eine Anzahl k, dem a gleicher Wurzelwerthe 
ıben. 


$. 253. 


Weil für jeden Wurzelwerth der Eliminationsgleichung in 
‚ wenn folcher flatt y in A und in 25 gefeht gebacht wird, 
IL 30 . 
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biefe ganzen Bunftionen in A und B nothwendig einen gemein- 
ſchaftlichen Theller in x haben müflen, fo folgt, daß wenn man 
nach $. 82. verfährt (zwifchen A und B, während y noch ein 
allgemeiner Ausdruck ift, den größten gemeinfchaftlichen Theiler 
auffucht, und den letzten Reft, der im Allgemeinen eine Funktion 
von yift und durch F, bezeichnet werden Tann, der Null gleich 
fegt), jeder Wurzelwerth von ,=0, der nicht zugleid 
den Koeffizienten der höchſten Potenz von x in ir, 
gend einem der Diviforen, der Null gleih macht, 
nothwendig ein Wurzelwerth der gefuchten Eliminationdgleichung 
fein müfle. 

Es kann daher dieſe fo gefundene Endgleichung = 
alle Wurzelwerihe der Eliminationsgleihung enthalten. Gie 
kann aber auch nicht alle Wurzelwerthe ver Eliminationsglei- 
hung, dagegen in jedem Falle auch mehrere, der Eliminations- 
gleichung ganz fremde Wurzelwerthe, in ſich aufgenommen haben. 
— Und deshalb iſt dieſes Verfahren an ſich nicht geeignet, 
um in jedem Falle mit Nothwendigkeit die geſuchte auminatione- 
gleichung zu liefern. 

Ferner faͤllt in die Augen, daß wenn in iegen einem der 
Reſte, welche im Allgemeinen ganze Funktionen von x fein 
- müflen, deren Koeffizienten wieberum Yunftionen von y find, 
diefe Ießtern Koeffizienten alle für einen Werth a von y, der 
Null gleich werben, diefer Neft felbft der Null gleich werben 
muß. Wenn daher derfelbe Werth a von y nicht zugleich auch 
den Koeffizienten der höchften Potenz von x in irgend. einem 
der vorhergehenden Diviforen, der Null gleich macht, fo iſt auch 
folder Werth a nothwendig ein Wurzelwerth der Eliminationd- 
gleichung. Und ift der lebte Divifor nad x vom Grade r, fo 
ift diefer Werth a ein rfacher Wurzelwerth der gefuchten Elimis 
nationsgleichung (nach $. 252. Nr. 22. 


8.254, 
Segen wir die beiden Gleihungen des 8. 248., nämlich 
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:O m 3=0, md mn voraus, auch daß A und B 
n gemeinfchaftlichen Theiler nach x allein, over nach x und 
aben, unabhängig von einem beftimmten Werth von x oder. 
1 fann man auf obige Betrachtungen ($. 253.) und auf 
. folgendes Verfahren gründen, welches alle Wurzel- 
he ver gefuchten Cuminationegleichung liefert, nicht mehr 
nicht weniger. 
Man verfahre nämlich wieder ſo, als wenn Mach 8. 82) 
groͤßte gemeinſchaftliche Theiler zwiſthen A und > nad x 
nben werben follte, aber mit den Einfchränkungen: 
1) auf dem Wege bed $. 82. Nr. 6.) alle gebrochenen 
tionen von y, ald Koeffizienten von x, zu vermeiden; 
2) fowohl die Funktionen A und 3, als auch jeden, ber 
rend der Operation entfiehenden Refte R, Rı, Ra, 1% . 
fo ferne fie Funktionen von x find, deren Koeffigienten im 
emeinen wiederum ganze Funktionen von y fein werben), 
dem, allen viefen Koeffizienten gemeinfchäftlichen größten 
or in y zu befreien, und nicht dieſe Yunktionen 4, B, R, 
R,, X. 2. felbft, fondern erſt die von dieſem, bezüglich 
ten gemeinfchaftlichen Theiler befreiten Funktionen (A), (5), 
Gi), Ra)ı xX. x. im Berlaufe der Operationen anzu⸗ 
den. 


J. Hat nun A den größten Theiler ꝙ,, fo nehme man 
? Wurzelwerth von 9, =0, als fo vielfachen Wurzelwerth 
gefuchten Eliminationdgleihung, ald für ihn, wenn man 
ıen flatt x in B feßt, der Grad von 5 wird. 

I. Hat aber 3 den größten Theiler 'p,, fo nehme man 
n Wurzelwertb von 'p,=0, der nicht zugleich ein Wur⸗ 
erh von , =0 if, ald fo vielfachen Wurzelwerth, ale 
ihn der Grad von (WM wird. 

II, Bezeichnen nun A, 'A, un, WA, 1. x. die Koeffizien⸗ 
ber. höchften Potenzen von. x in den zur Operation benugten 


foren (5), (BR), an (R,) ı., und hat dann der erfte 
30% . 


468 Elimination der Unbekannten Kap. XL8.254. 


Reſt R dem größten Theiler ?p,, fo nehme man jeden Wurzel 
werth von 29, =0, der nicht zugleich ein Wurzelwerth von 
%=0, !'py=0 md auch nicht von A=0 iſt, als fo 
vielfachen Wurzelwerth der Gliminalionsglelsung ald der Grad 
von (2) if. 


IV. Hat ferner der zweite Theil R, den größten Theiler 
Spy, fo nehme man jeden Wurzelwert) von °9, = 0, be 
nicht. zugleich Wurzelwerth ift, weder vn 9,=0, !9,=0, 
29,=0, noch⸗ von A=0, A=0, — als fo vielfachen 
Wurzelwerth der Eliminationsgleihung, als der Grad von (R) 
anzeigt. 

V. Es iR leicht, dieſes Verfahren zu überfehen, bis zu 
dem letzten Reſt R,; jeder Wurzelwerth von R,—= 0, der nicht 
zugleich Wurzelwerth irgend einer ber vorhergehenden Gleichun- 
gen , —O, '9,=0, ?%=0, x. iſt, und auch nick 
von irgend einer der Gleichunge A=0, A=0, "A=(, 
HA=0, X. 3. ift noch ald ein fo vielfacher Wurzelwerth ber 
gejuchten Eliminationdgleihung zu nehmen, als der Grad des 
legten Divijord verlangt. 


VI. Um endlich feinen der Wutzelwerthe der geſuchten Eli⸗ 


minationsgleichung zu übergehen, nehme man noch alle die ver⸗ 


ſchiedenen Wulzelwerthe der Gleichunge A=0, A=0, 
"A=0, ı. x., welde zugleih Wurzelwerthe von Q,—=0, 
'9,=0, oder ’9,=0, oder ?p,=0, xX. 1%. ⁊x., oder 
endlih von R, = 0 waren, — fege ſolche, ftatt y, in die gan⸗ 
gen Funktionen A und B, und fehe zu, ob diefe Funktionen 
einen gemeinfchaftlichen Theiler in x haben. Jeden diefer Wur⸗ 
zelwerihe, für welchen ſich noch ein folder gemeinfchaftlicher 
Theiler in x, von A und B findet, muß man dann noch al8 
einen fo vielfachen Wurzelwerth der Eliminationsgleichung neh⸗ 
men, als der Grad dieſes gemeinfchaftlichen Theilers in x anzeigt. 


VII Alle dieſe Wurzelwerthe zufammen, bilden dann ges 


nau die gefuchte Eliminationdgleichung. 


° 


8 
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Anmerkung 1. Wil man aber vn '9,=0, die mit 
9, = 0 gemeinfchaftlichen Wurzelwerthe abfondern, fo darf man 
nur zwifchen den Funktionen ꝙ, und '9, den größten gemeins 


fhaftlichen Theiler in y fuchen, und '9,. durch ihn divibiren. 


Der Quotient = 0 gefeht, giebt dann diejenigen Wurzelwerthe 
von !'9,=0, welche nicht zugleich Wurzelwerthe von , = 0 


find. — Auf ähnliche Weife werden aber auch von ben übrigen 


Gleichungen, die gemeinfchaftlichen Wurzelwerthe mit den vor⸗ 
hergehenden Gleichungen, abgeſondert. 


Anmerkg. 2. Es verſteht ſich dabei von ſelbſt, daß wenn 
irgend einer der Reſte oder eine der Funktionen A und 2 felöft, 
feinen Theiler in y haben, fogleich zu dem folgenden Net oder 
u der folgenden Funktion von x forigefchritten wird. 


Anmerfg. 3. Hätten A und noch einen gemeinfchaft- 
ichen Theiler T nah x vom Grade r, in x allein oder in x 
mb y, unabhängig aber von y, und hätte man auf fie dennoch 
aſſelbe Verfahren (des $. 254.) angewandt, . fo wäre man zu⸗ 
et auf einen Reſt R, gefommen, der identifch = O iſt. Jeder 
Berth a von y aus g,=0, der 'y=0, oder 2, *0, x., 
ver aus A=0, 'A=0, ıc., für welchen ein den Funktionen 
[ und 5 gemeinfchaftlicher Teiler T vom Grade i exiſtirt, gibt 


ber dann doch den gemeinfchaftlichen Theiler I; nach x, der 


T 
iden Yunftionen = | und 2 ‚, für diefen Werth a von y; 
Daß biefer Werth a in (t—r) facher Wurzelwerth der aus 
n beiden Gleichungen r- =0 um 2 = 0 hervorgehenden 


fiminationsgleichung if. — Das (im $.) gezeigte Verfahren 
fert alfo, auch im Yale A und  nod einen, von y unab- 
ngigen Theile T in x hätten, die Wurzelwerthe der Elimi- 
tionsgleichung, welche in dieſem Falle moͤglich iſt, ohne daß 
nöthig wäre, die Gleichungen A— O und B=0 vor ber 
peration von dieſem gemeinfchaftlichen Theller zu befreien. 


BP | 


— 
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Anmerkg. 4. Weil z. B. (R)= R. OHR iſt, ſo 
folgt, daß wenn man für x oder für y einen Werth ſetzt, der 
(R,)=0 macht, dann foglih R,=(R,) fein müfle, für 
benjelden Werth von x oder von y. 


Erftes Beifpiel. Es feien die‘ beiden ‚gegebenen Glei⸗ 

chungen 
—A pH’ -3yP’+3yY)=0, 

2) x’+ yz’-Hy’2yz+- 329)803 
und x zu eliminiven. | Ä 

Die Teller 9, '9, exiſtiren nid; A— 1 um 
R=(P-NerH-y’ty; daher ?9=y’-1und (R=x’-y - 
und 'A=1. — Dann ift weiter R, = (y?-Yx-H—2y°-+2y); 
folglich 9, = y’-yund (R,)=x-2 daher "Ami. — 
Endlich wird R, =4.y. — Mithin ir die gefuchte Elimina⸗ 
tiondgleihung 

(y’1)%-y?.(y—4) = 0 
oder 
y’—Ay°-3y’+12yP+3y'—12y'-y’Hay?= 0. 

Die zu jedem diefer Werthe von y zugehörigen Werthe von 
x, welche in Verbindung den gegebenen Gleichungen A= 0 und 
»=0 ein Genüge leiften, findet man auf folgende Art. — 
Die zu jedem, aus ?9,=0, d.h. aus y?—1= 0 hervorgehen 
ben Werth von y, gehörigen Werthe von x liefert die Gleichung 
3=0; alfo für y=1 die Gleihung x’ +x?-x—1 = 0- oder 
(+1). (x-1)=0;5 und fü y=--—l, die Gleichung 
x? —-x?43x-5 = 0. — Ferner liefert die zu jedem aus ?Q, = 0 
hervorgehenden Werth von y, nämlih zu y=0, gehörigen 
Werthe von x, die Ölihung (RD=0, d.h. x?=(. — Ends 
lich erhält.man die zu R, =0 oder y=4 gehörigen Werthe 
von x aus R,=0, oder x—2=(. 

Den beiden gegebenen Gleihungen A= 0 und Be O0 9% 
mügen ‚alfo die 93 Paare non. Werthen, nämlich 
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xl1l, 1, —1, 0,0, 2, 

yi, 1,100, 4. 
nd noch die 3 Werthe aus x? HIx-5=0, mit y= —I 
ı Verbindung. 


Zweites Beifpiel. Es ſei x zu eliminiven aus ben 
:iden Gleichungen: 


4) x’—(2y+ö)ztty’+5y4+6)=0, 

| 3) »—- 4y5y =0. 
jier it A=1; 9, und 9, exiſtiren nicht; femer iſt R= (R) 
= (2y-S)x+(-Iy?45y+7), ?pr exiſtirt nicht, und 'A=2y-5: 
- Zolgli wenn 5 mit "A? (nad) $. 82. Nr. 6.) unlipliein 
nd die Operation weiter fortgefeßt wird, 
t, = yt-10y’+35y?-50y+24; und RR, =0 oder 
r—1Xy-2I(y-3)(y—4) die gefuchte Eliminationsgleihung. — 
Jie augehörigen Werthe von x gibt die Gleihung (R)= 0 ober 


_.3y? -5y—7. 
2y—-5 
nd den beiden Gleichungen 4A=0 m d= 'y gegen die 
zaare 
xl, 2, 3, 4, 
y|3, I, 5, 7. 


Drittes Beifpiel. Aus denfelben beiden Gleichungen 
ed vorigen Beifpield, y zu eliminiten. — Rah y geordnet 
eben fie: 

DD PHAHNHR-N)=0 
B) Ay?— AyH&?-1) =. 
58 iſt hier 9x, "9: konſtant, A=4A, und 
R= (-A2+20)y+82°-202425) = 0, 
aher 29. == x5 FR 
md R—49y43x55), ſo wie A=—A— 


Multiplicirt man bier B flatt mit A? blos init A, ſo erhaͤlt 


nan weiter den letzten Reſt: 
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Rı = x’—-10x+21 = (x-3)(x-7) — 
Daher ift die gefuchte Eliminationsgleichung :- 
(<-5)?(x-3)(x-7)=0 oder x!—20x?+146x?--460x4525 = 0. 
Viertes Beifpiel. Den Unbekannten x zu eliminiren 

- aus den Gleichungen: 

a) x’—(3y+5)x’+(3y?+10y+6)x—-(y’+öy?+6y) = 0 

8) x Sy’  (8y?—1)x—(Ay®-y) =(. 
Hier iſt A=1, md ꝙ, und 19, find Fonftant; und dabei 

. Berry’ Hy NH y’-7y); 

daher ?p, Tonftant, und 'A = 2y-5; folglich wenn B mit | 
(2y—5)? multipliciet wird: 
R, = (yt-10y2+35y?-50y+2A)x+H(-yS+H10y°-35y’+50y?-24) 
und °p, = y'—10y?-H35y?—-50y+24, fo wie (R,)=x-y 
und "A -i — Der Iehte Reft R, wir nun identiſch = 0, 
und ber ur Dustient 


2. = Arch +. 


Die kan Gleihungen 4= ö, 50, haben alfo.nadh 
(Anmerfung 3.) den gemeinfjaftlichen Theiler (R,) oder 
x—y unabhängig von jedem Werth von Y. Dividirt man A 
und B durch ihn, ſo erhaͤlt man: 

.RyHö)z-Hy’+öy46) = 
amd x Ayx-+(A4y?—1) =. 
zwifchen denen erſt die Elimination von x möglich iR. Die. 
Gleichung ’9,=0 oder y*-10y?’-+85y?—-50y+24=0 ift 
aber bie gefuchte Eliminationsgleichung aus dieſen letem⸗ und 


die zugehoͤrigen Werthe von x gibt der letzte Quotient x, = 0, 
oder die Gleichung: DcHeä Hart =(, boder 
I | | 
5° 


(Man vergleiche damit das mweite Beifpiel) 


| 


J 
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Fünftes Beifpiel. Man fol x eliminiren aus den Gleis 
ungen: 
9) x —* -3-Dxty=0, 
2) z2+ (ZH). =0. 
Hier find 9,, "9, konſtant; A=1, R=x+y, 29, konſtant, 
A=1,R, =3 — Folglich hat die gefuchte Eliminationsglei- 
hung gar feinen Wurzelwerth, d. h. es findet feine Eliminations- 
gleihung ftatt. 
Die beiden gegebenen Gleichungen finden alfo für biefelben 
Werthe von. x und y nie zugleich ftatt. 


Noch mehr Beifpiele zur Uebung. 


e-H-NHIP2ysHytyV=0, 


DD Re yNe- lat 1 =0 


Man findet den gemeinfchaftlichen Theller x-1 unabhängig von 


-y Für die neuen Gleichungen 
x?’-3yx-(y?+p9=0 un xw’-yx+Hi= 
. findet ſich dann als altamiontaeichus 


y7yP+1= 
2) (net Anton mean =(, 
yx?+ (y?-2y-1)x + (y‘-3y?— y’+3y) =0. 
3) x’ —(3y-3)22+(37?-6y—-1)xH(-y’+3y’+y-3) =0, 
tz’ +@y+4)x + (y’+4y+3) =. 





4) x°—(3y-+9)x?+(3y2+18y+23)x—(y°+49y?+23yH15) = 0, 
N x’ +By—3)8’+8y?— 6y—1) Hy? 3y’- yt3) =0. 
5) ——— 3y525 20, 
(y- Vx -G6Gy -6) =0. 
Hier iſt ',=y-, md B)=yx-6; A=y. 
6) | (P-PR?+Hy?-Y)rtly‘-y’-y+D) = 0 
(„-3y-29)2°°+ (P?-VIH-V’HRY-Y = 
Heaift.g,=y-l und '9,=y-—1; baher * Py und 
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19, und alſo auch A und 3 den gemeinfchaftlichen Theiler y—1 
unabhängig von x, von dem fie erft befreit werden muͤſſen, ehe 
"man dad Eliminiren verſuchen Fann. 


) ß ’Hay—-1)x?-H3y?—2y-Nx+y’-y?—9y+9 =, 

-2yxx + y’+HAcAy+3 =(. 
Endgleihung in y + yy-2)?y-y-3)  =0, 
Endgleihung in x «+ xx -1Xx-Hl)(x-+3x4) = 0. 

———— et -ı-5 =(0, 

8) ß ”+-3x?,, M y+5x-2 =(. 


Endgleihung in y-- (yH2IHHII2YFI2Y-5Iy+5) =0, 

Endgleihung in x «+ (x—-1)?(2x—-1)(2x+1)(x—2) =(). 

x’ 2xy+y’—AxHiy43=0, 

x? —2xyt+y?—-6x+y_—7 =0 

haben feine Climinationdgleichung. 

10) TARA =(, 
x?—2xy+y?’+ 6x- 6y45 =0. - 
Endgleihung in y «= (y-4)?(y-6)(y-2) = 0, 
Endgleihung in x ++ (x-3) (x—1)® = (. 


9) 





$. 255. 


Kann eine der beiden Sleihungn A=0 oder B=0 
‚in Faktoren zerlegt werben; iſt z. B. A= C.D E, und find da⸗ 
bei € und D und E, Funktionen von x und y, oder von x 
alfein, fo ift Har, dag jeder Werth von y, welcher verurfacht, 
daß E und B, oder D und B, oder E und B, einen gemein- 
ſchaftlichen Faktor in x haben, nothwendig ein Wurzelwerth der 
gefuchten Eliminationdgleihung in.y fein müffe, und daß auch 
umgefehrt jeder Wurzelwerth der gejuchten Eliminationdgleichung 
in y, zwifhen A=0.und B 0, zugleich unter den Wurzel 
werthen der Gliminationsgleichungen in y, zwiſchen E=0 um 
=0, wilden D=0 und B=0, und zwiſchen E= 0 
nnd B= 0 enthalten fein müffe. 
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Waͤre endlich auch B noch in ein Produkt F-G. H mehrerer 
andern ganzen Funktionen von x und y, oder von x allein, 
zerlegbar, ſo duͤrfte man nur die Eliminationsgleichungen ſuchen, 
zwiſchen E=0 md $=0, zwiſchen C 0O und 6=(, | 
wifhendC=0 un H=0, dann wilden D=0 und $=0, Ä 
zwiſche D=0 und 5=9, wilden 2-0 m H=(0; | 
endlich wilden E=-0 und 5-0, E—O und 5=(, — 
und zwiſchen E— O und H=0; und aus dieſen Elimina⸗ 
tionsgleichungen die geſuchte Eliminationsgleichung in y zwiſchen 
A—0 und d=0 durch Multiplikation zuſammenſetzen. 


Beiſpiel. Iſt aus den gegebenen Gleichungen 
2) (R-HR-HaHl) =0, 
3) (22x-Iy)z-yIaty)=0, 
x zu eliminiven, fo erhält man als Eliminationdgleichung in y 


zwifchen 
yx-6=0 und 2x-Iy=0, 


die Sleihung „”?—A=2 ober (y-2)(y-+2) = = 0; 
dann ald Eliminationdgleichung zwifchen | 
x-1=0 md 2x-JIy=(, 


die Gleichung 3y7—2=0; 


und als Eliminationdgleigung zwifchen 
1 = =0 und 2x-3y=(0, 
die Gleichung 3y+2=0. 
Eben jo find die Eliminationdgleichungen zwifchen 
yx-6=0 und x-y= ) yv?-6= 0, 
x-1=0 md x-y=0) beüglid v —1=9, 
xtH1=0 und x-y=( y-1=0. 
Endlich find die Eliminationsgleichungen zwiſchen 
yx-5=0 md xty=(0 „+6 = 0, 
ı-1=0 md x4+y= ) bezüglich I + = 
xH1=0 md xty=0 y-ti=0. 


| 
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Daher die gefuchte Eliminationsgleichung zwifhen A=0 und 
B=(0 | 
(y?-4)3y-2I3y+2XYy?-HCr?+6Iy-1)’(y+D? = 0. 
Eben fo leicht laͤßt ſich die Eliminationdgleichung in x finden. 


$. 256. 
Man kann auch zur liminationdgleichung zwifchen den 
Gleichungen: 
I.  x*‘+Px?+0x?+Rx4S=0, 
1. P+ptg=0, 
auf folgende Weife gelangen: 
Man findet aus IL): 
I) = —p2g; 
daraus x? = (—px—gq)x = —px?—qx, 
und indem man ftatt x? fogleich wieder den Werth —px—q ſetzt: 
2) x’ = (p’—g)x+pg; | 
daraus wieder, auf diefelbe Weife verfahrend; d. h. mif x ‚mul- 
tiplicivend, und ftatt x? rechts den Werth febend: 
x‘ = (p?—g)x?+pqx 
| = (p?—g)(-Px—q) Pax, 
ober 3) x = (-p’+2pdx-g(p?-gI)- 
Diefe Werihe für x?, x? und x*, ſubſtituirt man nun in die 
Gleichung 1.), und erhält eine Gleichung II), die im Allge⸗ 
meinen um einen Grad niedriger fein wird, als bie IL), die 
alſo bier vom erften, Grade fein muß. — Man hat dann: 
h. z’4px+4q=0, 
M. xtr=(. 
Mit diefen Gleichungen (U. und II.) verfahre man nun gerade 
fo, wie mit den Gleichungen I.) und IL) Dann erhält man 
(4.2. aus IIL): 
1) x — 77, 
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hieraus wieder x? = —rx=(—r)\—r), 
oder 2) = Tr. 

Diefe Werthe für x und x? in IL) fubftituirt, geben dann 
wiederum eine Gleichung IV.), welche im Allgemeinen um einen 
Grad niedriger fein muß, als die III.), die folglich hier vom 
nullten Grade, ober in x fonftant wird. 

Denkt man fih nun, daß in den beiden gegebenen Gleis 
dungen, dad y, wo ed vorkommt, jedesmal einen feiner Werthe 
aus der Eliminationsgleichung vepräfentirt, fo ift Har, daß für 
diefen Werth von y, die Endgleichung IV.) nothwendig ideniiſch 
fein muß. Es wird daher die Endgleihung alle Wurzelwerthe 
der Eliminationdgleichung enthalten. — Weil aber die Endglei- 
hung auch noch, der Eliminationsgleichung fremde Wurzelwerthe 
enthalten Fann, fo darf folche nicht unbedingt ald Eliminations- 
gleichung angenommen werben. 


Anmerkung. Diefe Methode felbft ift hier nur beiſpiels⸗ 
weiſe angebeutet, weil das Berfahren fo fehr einfach ift, daß 
ein Beifpiel hinreicht, um es erkennen zu laſſen. 
Die ganze Methode dreht fih um den Satz, daß wenn man 
die Gleichung: 
1) xm — Pxu—11Qxm-2 -Rxm-3 1 ... 
bat, man 'jeve höhere als die mr Potenz, durch eine Funktion 
vom m—1" Grade nad) x audbrüden könne, dadurch Daß man 
die gegebene Gleichung 1.) mit x multiplicirt, und rechts flatt 
x@ fogleich wieder (aus 1.) ihren Werth Ist 
So erhaͤlt man: 
2) xm·1i — PxOM-RIM- ... 
= (PP-HOJ2TI PO R)2 -- 
und 9) xu+2— (P?4Q)x" -(PO--Ryx® 1 ee 
=  [P?-FOJP-HPO-+HR)m-14 
u. ſ. w.f.. 
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8. 257. 

Um an einem Beiſpiel auch noch ein viertes Eliminations⸗ 
Verfahren anzudeuten, mag x aus den Gleichungen 
Nx’--Px?4-Ox+R=0, 
nx’4 px? qx+{r = 0 
eliminirt werben. 

Zu dem Ende multiplicire man beide Gleichungen dergeftalt, 
daß bald die erften, bald die legten Koeffizienten in beiden ein- 
ander gleich werben, und addire oder fubtrahire die neuen Glei⸗ 
Hungen, um Refultate mit weniger Gliedern zu befommen, bie 
ih dann auch auf einen niebrigern Grad bringen laſſen. Go 
3.3. erhält man: 

Nnx?-- Pnx?-+ Onx-+- Rn = (0 
Nnx’-+ pNx?+ aqNx+- rN =( 
I. (Pn—-pN)x?+(On—qN)x-+(Ro—rN) = 0. 
Dann aber au 
‚ Nrx®+ Prx®+0rx{Rr =0 
nRx’-+ pRx?+gRx-+Rr = 0 
(Nr—nR)x?-H(Pr—pR)x?-(Or—-aR)x = 0; 
ober, wenn durch x bivibirt wird, 
I. (Nr—-nR)x?-+-(Pr—pR)x-+(Or—aR) = 0; ; 
und da man nun zwei neue Gleichungen (I. und II.) hat, von 
niedrigerem Grade, fo behandle man dieſe gerade fo wie bie 
gegebenen; jege zur Abkürzung » 
N, »P, 0, a, P, q, 
bezüglich ſtatt: 
Pn—-pN, On—qN, Rn—ıN, Nr-nR, — Or-qR, 
wo 9d=—'n, und hat dann: 
L Nx?1Px10=0, 
1. ns? -Hpx+'g=0. , 
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Hieraus: 
II. (’P’a—'pN)x+(’O’n—'gN) = 0 
ud I. (Ng-nO)sHPg-0)=0, 
ober | 
I. "Nx+'P=0 
IV. "nx+'p=0, 
woraus zuletzt 
"Np-"n'P = —() 
als Endgleihung ohne x hervorgeht. 
Aber auch bier muß dieſe Endgleichung zwar die Eüimina⸗ 
tionsgleichung enthalten, dagegen kann und wird ſie auch noch 


ber Eliminationsgleichung fremde Faktoren in ſich aufnehmen. 
(Bergl. dad Eliminiren im I. Th. d. W.). 


$. 258. 
Ein fünftes Verfahren, um aus den beiden Gleichungen: 
A) xmtA, zn LA, xn 2 -A,x03- 0 An 1X An = 0), 
3) x"-1B,x0-1--B,xn-2 +B,2°° +: „ec. +B, =0, 
den Unbefannten x zu eliminiven, ift Folgendes: 
Man nimmt zwei ganze Funktionen von x an: 
€) zuilte xm?o,xm3 ... +0n-1, 
D) HATT He Hu, 
und fucht zu bewirken, daß DD = DE wird, weldes nad 
8.77. geichieht, und? m--n—1 Gleichungen giebt zwifchen ihren 
Koeffizienten. Diefe m+n—1 Gfeihungen find, in Bezug auf 
jeden der (m—1)-4-(n—1) Unbeftimmten @,, @s, @s, + m, 
B, Bı, Bar *- Ba, einfache Gleichungen, und es Tönnen 
baber dieſe m+n—2 Unbeſtimmten aus ihnen leicht eliminirt 
werben, fo daß zulegt eine Gleichung zwiſchen den Koeffizienten 
A,, Ay, ** Au, Br, Ba, ** Ba übrig bleibt. — Iſt nämlich 


AD-DE, ſo itt auch JC, und es haben alfo dann 
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A und B einen gemeinſchaftlichen Theiler vom erſten Grade, 
weil C und D um einen Grad niedriger find als A und B. 

Allein auch dieſe Methode gibt nicht nothwendig die Elimi- 
. ‚nationdgleihung genau, und ed müßten daher, follte fie awed- - 
bienlih fein, auch für fie noch die Mopififationen angegeben 
werden, die zu beobachten find, um gewiß fein zu können, jedes- 
mal auch wirklich die gefuchte Eliminationsgleichung genau zu 
haben, d. b. eine Gleichung, welche genau alle und nicht mehr - 
Werthe von y enthält, als ed Paare von Werthen gibt, die den 
beiden gegebenen ©leichungen zugleich genügen. 


$. 259. Aufgabe. 
Es find gegeben drei höhere Gleichungen 
A=0, B=0, C=0 


zwiſchen drei Unbekannten x, y, z, fo daß die erſte von ber 
mer, die zweite von der nien und die dritte von der pf* Orb- 
nung ift, man fol zwei ber Unbekannten x und y eliminiren. 


Auflöfung l. I) Man eliminive x ud A=0 und 
B=0; dann ud ud A=-0 md C=(. 

2) Aus den beiden Eliminationdgleichungen eliminire man 
dann noch y; fo befommt man die gefuchte Eliminationdgleichung, 
wenn man die Endgleihung zuvor von ihren fremden, zur Eli- 
minationsgleichung nicht gehörigen Faktoren befreit. 

Auflöfung IL 1) Man vente fich Die Gleichungen A = 0 
und B=0 nah x und y aufgelöfet, und die mn Paare von 
Werthen für x und y, durch die Buchftaben 

aß, Y u,» füx 
und &, Par Yır ** Mi, vi für y bezeichnet. 

2) Dan febe jedes diefer mn Paare von Wertben für x 
und y in die dritte Gleichung C=0, ftatt x umd flatt y, fo 
entftehen mn neue Gleihungen, deren Produft die gefuchte Eli- 
minationdgleichung fein muß. — Diefe Eliminationdgleichung 
befommt dann die Form 
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S[Pa5-Pır-Pı; oe Payne ae end "orte, 
wo Pas, Pop, Per, 2%. ganze Funktionen von z find. 

3) Dieſes Produkt iſt aber offenbar eine ſymmetriſche Funk⸗ 
tion der Wurzelwerthe @, 4, y, u, v, und a,, Bu, Yır © 
Kir 9, und es Fönnen daher Die vorkommenden Koeffizienten 
von z, durch die Koeffizienten der us A=0 und B=0, 
buch Elimination erftlih von y, dann von x, gezogenen Elimi⸗ 
nationögleichungen, rational ausgedruͤckt werden, fo daß die Eli- 
minationsgleichung In z die unbefannten Wurzelwerthe a, Y, 
uvm, Bi, Yır * Kr, vi, nicht mehr enthält. 

Die Eliminationsgleihung in z kann dabei nicht 
ben Grab mnp überfteigen. — Es gibt daher nie mehr 
ald mnp zufammengehörige Werthe von x, y und 2, "welche 
allen drei gegebenen Gleichungen 

A=0, B=-0 m C=0, 


zugleich genügen. 


Anmerkung Was .über die Elimination zwiſchen mehr 
als drei hoͤhern Gleichungen geſagt werden kann, iſt leicht zu 
uͤberſehen. 

Wir wollen daher nur noch die nachſtehende Anwendung 
machen. 


8.260. Aufgabe. Du 
Es ift gegeben eine Beſtimmungsgleichung Pr =(, in wel 
cher eine Wurzel ya.-vorfommt, wo a einen beliebigen von den 
Unbefannten abhängigen oder unabhängigen Ausdruck bedeuten 
mag. Man foll aus diefer Gleichung Pr. = 0 diefe Wurzel ya 
eliminiren, d. b. eine Gleichung ableiten, welcher noch durch Die-, 
jelben Werthe der Unbefannten genügt wird, durch weiche der 


gegebenen genügt wurde, in der aber dieſe Wach, vr nicht 
mebr vorkommt. 
1. . u 31 
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‚Auflöfung.. Dan nehme einen in ber.gegebenen Gleichung 
P=0 nit vorkommenden Buchftaben ty ſetze t flat ya in 
die gegebene Gleichung P, = 0, und eliminire dann dieſese t aus 
den beiden Gleichungen: _ 
au P, =() und v—u= 0, 
ſo iR die Eliminationsgleichung die geſuchte. 


Iſt die gegebene Gleichung P, = 0 eine höhere Gleichung 
vom nten Grade Mit einem Unbefannten x, fo kann die durch 


Wegſchaffung von ya enifiegende Gleichung hoͤchftens vom Grade 
m. fein. - 
nmerlung 1. Beventt | man, baß ya in der gegebenen 
Gleihung P „=0, jeden ihrer m Werther vorfellen kann, fo 
folgt, daß “vie Gliminationdgleihung diefelbe wird für m ver 
fehiedene Gleichungen P. =0. Hat daher in jeder diefer Gleis 
dungen P. =0, der Unbefannte x, n Werthe, fo Hat x in 
allen m Gleichungen Pz = 0, noihwendig im Allgemeinen mn 
Werthe; pelche ber Unbekannte x in der Eliminationägleihung 
haben muß. 


Anmerkung 2. Traͤfe es fi, daß die ya in der Gleis 
hung Px=0, z. B. zweimal vorfäme, und jedesmal einen ans 
dern der Werthe repräfentiren könnte, fo müßte man ben einen . 
Werth durch t, den andern durch u bezeichnen, wo t und u, 
der Gleichung P= 0 fremde Buchftaben fein muſſen, und dann 
t und u aus den 3 Gleichungen 


P=(0, MAa=(, Wr=(, 
eliminiren, um bie für biefen Fall gefuchte Gleichung zu haben, 
welche bie "ya nicht mehr enthält. 

8. 261. 


ber gerabe ſo, wie eine Wurzel ya aus einer gegebenen 
Gleichung eliminirt wird, kann man auch beliebig viele folcher 


N 
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Wurzeln, ſowohl mit. einerlei als auch mit verſchiebenen Wurzel⸗ 
Erponenten eliminiren, und dann auch jedeſsmal den Grab ver 
Eliminationdgleichung beſtimmen, über den bie entſtehende Gleis 
Kung nit hinausgehen Tann, wenn bie ‚gegebene Steigung 
P=0 eine höhere Gleichung ift. 


Anmerkung Man kann eine Wurzel ya auch dabutch 
eliminiren, daß man die Gleichung nach dieſer Wurzel auflöfet, 
and nachher auf beiden Seiten mit m potenzitt. — Die Gleis 
hung ſelbſt braucht aber zu diefem Behufe nicht einmal aufger 
löfet zu fein, wenn fie nur auf die Form 


A-ya _ 
3 — 





gebracht worden iſt. 

Wir wollen aber nun zu den Verfuchen abergehen, welche 
mon für die Auflöfung einer allgemeinen höheren Gleichung 
gemacht hat, fo wie nachgehends zu den Auflöfungen noch eini⸗ 
ger beſonderen Gleichungen mit allgemeinen Koeffizlenten. 


8. 262. 
Tſchirnhauſen' ei Auflöfungemethobe 

Die Methode, welde Tſchirnhauſen gebraucht, ift, auf 
bie Gleichungen vom britten und vierten Grabe angewandt, 
folgende: _ 

1. Wenn bie aufzuloͤſende Gleichung vom dritten Grade ift: 

z°+p2’+qz+r = 0 20). 

Man ſeßt 276b Ha4e)=0 (2), | 
und eliminirt z (aus 1. und 2.), um eine Gleichung in x zu 
erhalten, welche nothwendig vom dritten Grabe werben, und 
die, dorm 
LAN IBItC=0 Er 
bekommen muß. 

Fun rn man A=( und B=0, und keRimmt 6 Daran 
31* 
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pie: Werihe von a und b, fo wie aus. x’+6=0, . die drei 
Werthe von x, alles durch die Koeffizienten p, q md r aus⸗ 
gedruͤckt. Hierauf fubftituirt man zufammengehörige Werthe von 
a, b. und x in die Gleihung 2.), und fucht nachher zwifchen 
1.) und 2.) den größten gemeinfchaftlichen Theiler in z. — 
Diefer, der Null gleich geſetzt, gibt dann .einen Werth von z, 
welcher ein Wurzelwerth der gegebenen Gleichung 1.) fein muß. 

. Der Erfolg diefer Methode hängt davon ab, ob fich bie 
beiben Gleichungen A=0 und B=0, nad a und b auflöfen 

laſſen; welches hier der Fall ift. 
| Man konnte auch ftatt der Gleichung 2.) die noch allgemei- 
nere cz?-+bz-(x-+a) = 0 nehmen, und nachher in Bezug auf 
die Willführlichkeit eines diefer Koeffizienten, eine für die Rech⸗ 
nung bequeme willfübrliche Annahme [etwa (= 1), wie Bezout 
gethan] machen, wie von Euler geſchehen iſt. 
J I. Wenn aufzulöfen it, die Gleichung vom vierten Grade: 
’ z*--pz’-+qz’-+rz+s =. (1). 
Man ſetzt 2°--02?+bz 40) = (2), und 
eliminirt z aus 1.) und 2.). —8 erhaͤlt man nothwendig 
eine Gleichung in.x vom vierten. Grade von der Form: 
xt+-Ar’+Br?-+fx4D=0 :.-(d). 
In diefer Gleichung fegt man nım: | 
A=0, B=0 mw C=0, 
und beftimmt daraus a, b und c, fo wie dann aus 
x4+D=0, _ 

noch x, durch p, q, vr und s ausgedrüdt; fest zufammengehörige 
Wekthe von a, b, c und'x in die Gleichung 2.), und fucht dann 
zwoifchen 1.) und 2.) den größten gemeinfchaftlichen. Theiler in 
z. — Diefer der Null gleich geſetzt, gibt dann einen’ Werth 
von z, welcher der gegebenen Gleichung 1.) genügt. 

Weil es aber bier fchon fehwerer fein dürfte, aus AO, 
B=+0, 69, die Unbeſtimmten a, b, c zu beſtimmen; ba 
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“ferner x aus 3.) ſchon gefunden werben Tann, wenn mi A=0 
und C=0O if, fo konnte man ftatt der Gleichung 2.) auch 
dieſe nehmen: 

— = * .h, | 
dann durch Elimination von z — 1.) und 4.) die Gleichung 

Xx“-AxöBR.D, —0». (5), 

ableiten, nachgehends 4, =0 und C,=0 ſetzen, daraus — 
und b, und zuletzt aus 

—— xBiP, =0, 
auch x finden, — ein Syſtem der Werthe von a, b und x in 
4.) fubftituiren, und endlich zwifchen 1.) und A.) den größten . 
gemeinfchaftlichen Theiler in z fuchen, und diefen = 0 feßen, 
um wenigftend einen Wurzelwerth der gegebenen Gleichung. 1.) 
zu erhalten. 

Man fann aber in beiven Fällen in den Gleichungen 2.) 
und 4.), der höchften Potenz von ebenfalls einen unbeflimmten 
Koeffizienten d geben, um nachgehendö noch eine beliebige An 
nahme machen, und dadurch die Rechnungen vereinfachen oder 
leichter üͤberſehen zu koͤnnen. 


Anmerkung. Daß und wie man dieſe Methode auf Glei⸗ 

‚chungen von jedem Grade anwenden koͤnne, fällt in die Augen. 
“ Daß fie aber nicht einmal auf eine Gleichung vom 5ten Grade 
mit Erfolg angewandt werden kann, liegt darin, weil bie 
Gleichungen A=0,B=0,C=0 x. ı. zur Beitimmung der 
eingeführten Unbeftimmten a, b, c, d, zc. felbft auf einen hoͤhern 
Grad fteigen, der ihre allgemeine Auflöfung nicht mehr verftattet. _ 


$. 263. Zweite Methode. 

Die im 1. Th. d. W. angewandte Methode, die Auflöfung 
der kubiſchen Gleichungen zu erhalten, hat La Grange aud 
auf die Gleichungen vom Aten Grabe ausgedehnt. Um alſo die 
Gleichung 

2*°-+p2?--q2-r = 0 
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aufzuloſen, ſede man a 

" | 2= x+y-+u N 

und zerlege die entftehende Gleichung [durch Nullfegung der Glie⸗ 

der, welhe (x-+y+u) und (xy+xu+tyu) zum Faktor haben} 

_ An drei andere, aus denen nachgehends x, y und u, folglich 
dann auch z gefunden wird. Ä " 


— 


8. 264. Methode des La Grange. 
I. Wenn aufzulöfen ift die Gleichung vom dritten Grade: 
| 2°’+-p2?-Kyz4{r = 0. _ 
Dan bezeichne die drei Wurzelmerthe berfelben dutch a, b, c, 
und’ bilde fich mittelft unbeftimmter Koeffizienten I, m, n, eine 
Funktion latmb-+ne, fo wie alle durch Vertaufchung der Ele⸗ 
mente a, b, c, aus dieſer hervorgehenden Funktionen: 
1 lad4mb-Ine, 4) Ib4matnc, 
2). Ie--ma-+nb 5) Je-mb--na, 
3) IJb+me+na, 6) la4+-mc+nb, 
Ferner bilde man (nach $. 245.) eine Gleichung in x, ' welche 
diefe fech8 Bunktionen von a,.b und c, zu MWurzelwerthen bat, 
welche alfo vom b6ten Grade fein wird; beftimme aber die Un- 
beitimmten ], m und.n fo, baß biefe Gleichung vom bten Grade 
in x, bie Form 
x bAX HB 0 2) 
hetomt, folglich als eine quadratiſche Gleichung nah x° auf: 
gebafet werven Tann, fo daß man für. x? zwei MWerthe x, und 
x, erhält. Sind nun a, a? und @® (oder 1) die drei Werthe 


von, ber vi, fo können biefe 6 Werthe von x dargeſtellt wer⸗ 
den, durch x, ax, — und x,, q.xa, —X — Dann 
hat: man, ie brei „Gleichungen Eu 

la--mb-Inc = =x,; JIb+ma-+nc = x, und 2-Hö-po pP, 
aus denen, in fo ferne-),m, n beitimmt, und die Gleichungen 


felb in Bezug auf a, b, c einfache find, dieſe Unbelanen 
a, b, c ohne weiteres gefunden werben koͤnnen. 


Zur Beftimmung von 1, m und n hat man aber die Glei⸗ 
chungen: rn 
 a*(la+mb-4nc) = zone ab) = Ib-+mc4-na, D 
"und a2(Ib+ma--ne) = eflc+mb-+na) = la--mc-+Hab, 
welchen Gleichungen Genüge zu leiften getrachtet werben muß. 
Died geſchieht aber, indem man einzeln die Koeffizienten von a, 
b und c einander gleich‘ fegt, wodurch man erhält: 
el=om=n; m=an=|; oen=e=m, ' 


weshalb einer ber Unbeftimmten noch beliebig genommen werden 
kann. Sept man daher n=1, fo erhält man: 


I=o, m=e’, n=1. 


1. Wenn die Gleichung vom Aten Grade 


J 20 
aufgeloͤſet werden ſoll. 

Man bezeichne die Wurzelwerthe der gegebenen Gleichung 
durch a, b, c, d, und bilde eine neue Gleichung in x, welche 
zu Wurjelwerthen bat, die Funktion kat-Ib+mc+nd, und alle 
durch beliebige Verſetzung der Wurzelwerthe a, b, c, d, aus ihr 
hervorgehenden Bunftionen; weshalb ſolche Gleichung in x vom 
2Aften Grabe fein wird. Man muß num die Unbeftimmten 'k, 
l, m, n, fo annehmen, daß biefe Gleichung in x ſich auf einen 
niebrigern Grad reducitt. 

Dies gefchieht aber, wenn k=l=1 md men=-I 
genommen wird, weil aus a, b, c, d, nur 6 verfchiedene Funk 
tionen von der Form. ——— gebildet werden Fönnen, 
von denen je zwei einander gleich, aber mit dem entgegengefeß- 
ten (-+)= oder (—)- Zeichen verfehen find, fo daß die Gleichimg 
in x, welche diefe 6 Wurzelwerihe Hat, in Bezug auf =” nur 
vom ten Grade ſein, ihre Aufloͤſung daher vorausgeſetzt werden 
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kann. — Seht man x? =y fo wird die Gleichung in y bie 
dorm haben: 
0 vPrAarrByt+6= 0; 
und dabei wird fein: 
A= —[(a+b-e-d)t-Ha+o-b-4)?-Ha+d-b-0)°]; 
Be (a4b-0-0)? (a+c-b-4)?-Ha+b-c—4)?.(a+db—c)? 
Ha+e—b-d)’.(a+db—c)?; 
C = —(a4+b-0-4)2.(a+0-b—d)?.(a+d-b—0)?. 
Es ift aber bequemer, die Rechnungen auf folgende Art 
auszuführen. — Es iſt naͤmlich: at-b+c+d4=0, und 
1) (a+b-c--d)? 
— B2kb2.Lot-td2-}2ab-F2cd-2a0 2ad-2be-2bd 
= (a+b--c+d)?—Aac-Aad—Abc—Abd 
= —A(ac+ad-+be-+bd) = —Ap-4Aab-+Acd. 
Eben fo: 
2) (a+c-b-d)? = Ap-tlactäbl und 
3) et —= —Ap-HAad-Hibe. 
Folglich iſt die Gleichung in y: 
| y4H4p—Aab-Acdyy-FAp—Aac-Abd)(y-+Ap—Aad--Abe) 
ober. [u-(ab-+cd)]- [u-(ac-+-bd)]- [u-(ad+-be)] = 0, 
wenn, man Ap S Au ſetzt. Sept man diefe Gleichung in 
u, 9 wie folgt, nämlid) : 
“u us+A, u -0, 
I jet man: 
= —(abt-sdtactbä-taickbe) = = —p; 
B, ni (ab-+Hod)(ac+-bd)-Hab-+cdXad-+be)-H act baXad-+-be); 
und dies ‚gibt B. =-Ar, — Endlich ift, 
= (ab-tedYfact-bdy ad-+-be). - 
= (a’bed-Habtod-L-ebordchabei) 
Mu IE | BT Keeper) 


—  . 


\ 
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Der erſte Summand ik = -2pr; ber zweite dagegen 
= —2pr+g?; folgid C, = wa ‚ und Die Gleichung in 
u it w’—-pu?—Arut(dpr-q?) = - 
Bezeichnet man die drei —S derſelben durch u,, Un, 
- und u,, fo bat man (aus Nr. 1., Nr. 2. und Nr. 3.): 


(a+b—c—d)? = Ku,—p)] ſa S- - d = 2Vu,—p 
(a+c—b-d)? = Au,—p) Sja+c-b—d = 2Vu,-p (©) 
(a4+d—b—c)? = Au,—p)) ” \a+d-b—-c = 2Vus—p, 

welche drei Gleichungen, in Verbindung mit a-+-b+c+d = 0, 
bie vier Wurzelwerthe a, b, c, d, beſtimmen. Sie geben: 


a= 3(4Vu,—p-+Vu,—p-HVu,—p) 
b=344Vu—p—Vu,.—p—Vus—p) (© 
= 4(-Vu,—p-+Vu,—p—Vu,—p) nn 

d=3(- Va TE | 
wo die Quadratwurjeln jedesmal einen und denſelben ihrer. bei⸗ 
ben Werthe vorftellen, während aber noch unbeftimmt geblieben 
ift, welcher jedesmal der zu nehmende fei. Um dies zu beftims 
men, muß man den Werth von a, nämlich 


R Vu, —p-+Vu,—p +Vus—p) 
‚nehmen, und ihn flatt 2 in die gegebene Gleichung 


z‘*+-p2?-+gz-r = 0 

fegen, unb nun die Bedingungen bemerken, unter denen biefe 
Gleichung identifh wird. Damit man aber ganz ficher fein Tann, 
alle Bedingungen binfichtlich der jedesmal zu nehmenden Werthe 
der Wurzeln zu haben, muß man entweder · nachſehen, ob nicht, 
wenn man b, c und auch d ftatt z ſetzt, dadurch noch neue 
Bedingungen entftehen, oder man muß auf einem andern Wege 
nachweifen, ‘daß dieſe letztern Subflitutionen Feine von ver erſt 
erhaltenen verſchiedene Bedingung liefern koͤnnen. 

Man kann aber diefe Bedingungen auf folgendem einfachen 
Wege zu finden verſuchen. — Es feien nämlih a, 8 und y 
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a+b—c--d, u.f.w.f.; und dann aus den gefunnenen Werthen 
diefer Funktionen, Die Wurzelwerthe felbft abzuleiten. — Des- 
halb können diefe Yunktionen beliebig angenommen werden, nur 
fo, daß die Gleichung, welche fie beftimmt, auf einen niebrigern 
Grad gebracht werben kann, ald die ayfzulöfende; und daß dann: 
die Wurzelwerthe a, b, c, d felbft in dieſen Bunftionen dergeftaft 
vorfommen, daß nachgehends ſolche aus den Werthen dieſer 
Zunftionen entwidelt werden Tonnen. 


8. 265. Euler’ Methode. 


Euler nahm an, daß die Wurzelwerthe der Gleichungen 
vom 3ten, Aten, Sten u. |. w. Grade immer bezüglich die Form 
haben müßten: 


3 8 \2 
A«yx+B-(yz) 
4 4 \2 4 \3 
Aryx--B-(yx) +C-(yx) 
5 5 \2 5 \8 5 \4 
A-ys-B-(ys) +C.(yx) +D-(yx) 
u. f. w. Konnte er nun mittelft dieſer Annahme die Wurzel 
werthe einer jeden höhern Gleichung wirklich entwideln, fo war 


die Annahme feldft gerechtfertigt. — Die Methope ift im We: 
fentlichen folgende: ' 


1. Wenn aufzulöfen ift die Gleichung vom dritten Grabe: 
z’-+Hpz+q = (0. (1) 
3 3 \2 
Man febe z= Ayz+Blyz) 
bezeichne tie 3 Werthe von vi durch a, a? ımd a? (oder 1), 
und erhält dann für die 3 Werthe von z (nach der Annahme): 
8 a \2 _ 8 8 \2 3 8 \23° 
Ayx+Blys)'; Alayx)+Blayx) ; Ala’yx)4-Blaryz) . 
Nun bildet man eine Gleichung in z, welche dieſe drei Wurzel- 
werthe hat, und findet, wegen a+a’+1=0, folgende: 
2°-3ABx-z-(A’x+B’x?)=0,. ...(2) 
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und e8 kommt num alles darauf an, A, B und x fo zu beflim- 
“men, daß die Gleichung 2.) mit ber 1.) zuſammenfaͤllt; welches 
der Fall fen muß, ſobald 

JABx=—p und A’xHtB’x’=—gq ift. 
Man kann -daher einen der Unbeftimmten nad Belieben anneh- 


men. — Euler fest A=1, findet: B= —E, und bie Glei⸗ 
chung zur Beſtimmung von x: | | 
—— 2 

woraus ſich x und nachher auch B ergibt. - 
Und weil die Annahme des Wurzelwerthes für z, auf feinen 
Widerſpruch führt, fo ift auf Diefe Weife die gegebene Gleichung 
wirklich aufgelöfet, in fo ferne man Refultate erhält, welche ges 
nügen und mit feinem andern in Widerfpruch ftehen. 








IL. Wenn die Gleichung vom vierten’ Grabe: 


2*-+pz’+qz+r = 0 *01) 
geloͤſet werden ſoll. 


4 

Man bezeichnet die A Wurzelmerthe von yl durch a, a?, 
a? und a* (oder 1), und nimmt für die A Wurzelwerthen der 
Gleichung 1.) die Ausdruͤcke: 


A yx+Bl.yx)+el ve)‘; 
Ala ya)+Ble yx)+Cle v2)‘; 
aaryx)-+Blerys)-Ho(le2ys)'; 


Alasyz)+-B(asyz) +olaryz)'; 
bildet nun aus diefen Wurzelwerthen die Gleichung in z, und 
verfährt wie oben. — Man muß. aber diefelbe Steigung erhal 
ten, wenn man aus ber Gleichung 


2 = Ayz-tBlyz) +0lyx) 


2 
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4 - 
die yx blos eliminirt. Dann erhält man, wenn man bemerft, 


4 \2 a\ 4 
daß (yx) =yx md (Vx) =yayx if, fogleih 
z2°—UB?-+2AC)x-z?—A(A?--0?x)Bx- z-A'x 
| -+B*x?—C‘x°_AABICH? 2A? 03x? — 0; 
folglich hat man A, B, C und x fo anzunehmen, daß wird 
2(B?+2AC)x = —p; 
AA?-C?x)Bx = —q; 
A‘x—B'x?--C*'x?->AAB?Cx?-H2A2C2r? = —r. 
Euler febt nun B= 1, und beftlimmt dann A und C- und x; 
und hat dann: 
2 = Ays-+HBlyx) +0lyz)-, 
welcher Ausdruck ſogleich alle vier Wurzelwerthe gibt, wenn man 
ftatt * nach und nach ihre vier Werthe ſubſtituirt. 
Anmerkung. Dies mag hinreichen, den Geiſt der ver⸗ 
ſchiedenen Methoden zu erfaſſen, und die Schwierigkeiten ſehen 
zu laſſen, welche ſich ihrer Anwendung auf Gleichungen eines 
hoͤhern Grades, als der vierte, entgegenftellen. 
Wir wollen jegt noch die Auflöfung einiger befonderen bö- 
heren Gteichungen mit allgemeinen Koeffigienten, betrachten. 


8. 266. Erflärung. 
Eine höhere Gleichung heißt reziprof, wenn fie Teinen 
Wurzelwerth « hat, obne daß auch 4 ein Wurzelwerth (ein 


anderer, oder derſelbe) der gedachten Gleichung wäre, der ent⸗ 
weder berfelbe- fein Tann, wenn namlih «=1, oder = —1 iſt, 
der aber im Allgemeinen ein neuer MWunzelwerth fein wird. 

So ift 3.8. bie Gleichung, deren vier Wurzelwerihe 


” —2, —: ’ 3, 7 find, 
und welche 
(+2)(x+4)(2x-3)(x-4) = 0 - ! \ 
d. h. tr?’ -Pxr2 3241 =0 | fein muß, 


eine veziprofe. 


| 
* 
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— Desgleichen gehören zu den veziprofen Gleichungen bie folgenden: 

x’ rt ERS IN 4 — 0, 

mit ben 5 Wurzelwerihen —2, —3, 3, 3 mb 1; 

und xl Ar xrthistl = 0, : \ 

mit den 5 Wurzelwerihen —, —, 3, 3 und —15 

und 61725 _ ya 2 rim 0, 

mit den 6 MWurzelmeribn -—2, —, 3, %, 1 mb 15 

endlich auch x’ Pet +?’ Hı-1=0, 

mit den 6 Wurzelweriben —2, —, 3, 3, 1 und —1. 


.v 


$. 267. 
1) Eine veziprofe Gleichung kann nur dann von einem uns 
geraden Grade fein, wenn fie den Wurzelwerth 1 oder —1 hat. 
2) Hat aber eine veziprofe Gleichung den Wurzelwerth 
1 oder —1, fo Kann fie deshalb Doch noch vom geraden 
Grade fein. 


Denn fie kann den Wurzelwerik 1 oder —i doppelt, Afach u. f. w., fa 
fe Tann bie Wurzelwerthe 1 und —1 zugleich, fie kann endlich den Bunel- 
werih 1, pmal, und zugleich den Wurzelwerih —1, 2n—pmal haben, wo 2n 
jebe beliebige gerade Zahl vorſtellt. 


3). Hat eine reziprofe Gleichung außer dem Wurzelwerth «, 
auch jebesmal noch dazu den Wurzelwerth Z, auch wnna=1 


oder «= —1 ift, fo daß fie im letztern Falle, den Wurzelwerth 
1 oder —1 doppelt bat: fo ift fie immer vom geraden Grade, 
und ihre Koeffizienten find dann immer vom Anfang nad) der 
Mitte hin, bezüglich genau diefelben, wie vom Ende nach ber 
Mitte Hin gefehen, fo daß die Gleichung allemal die Form hat: 


yrmp A oyaiA, yam-2 A, oyamdh oe HAn ya 
A. yatl An YP+H-Annı yPlLAn- yn2 
Any oe +As- YA y’tAry+l = 


Denn ba bie Purzelwerthe biefer Gleichung panrweife in ber Form: 


1 4 1 1 — 
FL 8, FL Yı y' d, 7 a0 I, 


&, 
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vorfommen, und da (x-a)fx- —)= r- (at Zt iR, fo hai bie 
höhere Gleichung felbß die Form: 


[et parlle-(e pet ee-@rän] mo 


in welcher, wenn man multiplicirt, augenfällig bie erwähnte Eigenfchaft her⸗ 
sortreten muß, weil jeber der einzelnen: Faktoren bereits biefe Eigenfchaft bat. 


A) Hat die höhere Gleihung noch außerdem den Wurzel 
wertb —1, fo daß fie noch den Faktor x+1 befommt, einmal 
oder mehremal, fo befolgen die Koeffizienten der Gleichung offen- 
bar noch immer daſſelbe Geſetz, weldyes in der vorigen Rummer 
audgeiprochen worden. 


5) Hat aber die höhere Gleichung auch noch den Wurzel 
werth 1, alfo den Baftor x—1, fo werden fih zwar die Koef⸗ 
fizienten nicht ändern, aber die Zeichen derfelben; welches fo oft 
der Fall fein muß, fo oft diefer Wurzelwerth 1 bier in ungerader 
Anzahl vorkommi. 


6) Umgekehrt, find die Koeffizienten einer gegebenen höhern 
Gleichung in den gleichvielten Gliedern vom Anfange und vom 
Ende ab gerechnet, bezüglich alle einander glei, entweder voll 
kommen gleich, oder mit gerade entgegengefegten Zeichen verfehen, 
übrigens gleich: fo iſt dieſe Gleichung eine reziprofe, d.h. wenn 


a einer ihrer Wurzelwerthe iſt, fo iR auf —- ein Werth ihres 


Unbekannten, der ihr genügt. — Und iſt fie dabei vom unge 
raden Grade, fo hat fie den Wurzelwerth 1 oder —1, je nadh- 
dem die gleichen Koeffizienten jedesmal einerlei, oder gerade ent- 
gegengejegte (-+)= oder (—)Zeichen haben. 

Denn ſetzt man zuerft a ftatt des Unbekannten z, fo erhält man- eine 
ganze Funktion von a, welde identiſch Null iſt, nach der Vorausſetzung. 


Setzt man aber nun 2 flatt 2, und multiplicirt dann mit a” weg, wenn 


m ber Grab ber gegebenen Gleichung if, fo erhält man entweder genau bie- 
felbe ganze Funktion von c, ober alle ihre Glieder mit dem entgegengefebten 
Zeichen verſehen, welche letztere alfo wieber identiſch Null fein muß. 


\ 
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8. 268. Aufgabe. 


Es iſt gegeben eine reziprole Gleichung von einem geraden 
Grade, z. B.: 


A. A, YA SHAs TFA HAyH 


=Vv, 


deren Wurzelwerthe a, A, y, 6, —, J * 4 ſein mögen. 
— Man foll eine neue Gleichung in z finden, welche die Summen 
1 1 1 1 
a+ 7 Pr 7: y+ y' ur dl 
zu Wurzelwerthen bat. 


Auflöfung. Diefe Aufgabe ift wieberum ein befonberer 
Fall des 8. 245.) aufgeftellten, bie ſich aber direkt Leichter auf 
folgende Art löfen läßt. , 


Man fept nämlich +7 =z, und findet: 
y’ 
(v 5) ts : 1 raflyr 9 = 2°, 


(v+ —) = —* Y+)+6 Zu 


(v+ ) tat =, 


Daraus aber wieder: 
| 1 
rein 
+7 — = 2142’+2; 


folglih, wenn man bi gegebene Gleichung in y burch y⸗ divi⸗ 
dirt, und das Reſultat ſo ſchreibt: 
I. 32 
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+tA(r+) +A, (+25) +Asls+ HA, =(, 
nachher aber obige Werthe fubftitulrt: 
z*+A,2° A, Ma’ A, 3A dA, +2—2A,)= 0, 
welches die verlangte Gleichung in 2 iſt. 
Man ſieht aber leicht ein, wie das hier für Gleichungen 


yon Bten Grade Geſagte, auf Gleichungen von jedem geraden 
Grade angewandt werben kann. 


$. 269. 


Kann daher eine allgemeine Gleichung. vom Grade m all 
gemein aufgelöfet werben, fo kann auch die reziprofe Gleichung 
som Grade 2m und 2m-+1 in y allgemein aufgelöfet werden; 


indem man *4 =z (woraus y 24120 folgt) ur 


Beſtimmung von y hat, tobatl z aus der Gleichung vom Grabe 
m gefunden ift. 


- $. 270. 


Die Gleichung yr—1=0 if eine reziproke Gleichung. 
und bat, wie der Augenfchein Ichrt, die beiden Wurzelwerthe 
+1 und —1. Dividirt man daher y=—1 durh (y-1)(y+1) 
d. h. durch y?—1., fo erhält man für bie übrigen Wurzelmwerthe 
eine reziprofe Gleichung vom Grade 2m—2, deren allgemeine 
Auflöfung abhängig ift von einer Gleihung vom Grade m—1. 

Daher kann man, in fo ferne die Gleichungen bis zum 
vierten Grade aufgelöfet werden fünnen, auch die Gleichungen 
y„1I=0, yY-1=0, y-1= 0, y-1=0, Y’1=0, 
v—-1=0, y’-—1l1=0 md nod y!-1=0D allgemein auflöfen. 

Man kann alfo allgemeine algebraifche Ausdrüde finden 


3 4 5 6 7 8 9 
für die Wertbe der Wurzeln y1, yl, yl, vl, yt, vl, yi, 
und zulegt noch für die Werthe von 7 ‚ die alle non her Form 


⸗ 
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p-Igi find, und bie it ben früher. gefunbenen- Wenen der⸗ 
ſelben Wurzeln uͤbereinſtimmen muͤſſen. | 

“ $. 271. Auf gab e. 


ine höhere Gleichung vom Grade m, 1. B. für me=6, 
x*-+HAx'+Bx'+-Cx?+Dxr?’+Ex+F=0, 


aufzuloͤſen, wenn zwifchen einigen ihrer Wurzelwerthe z. B 


zwifchen a und b, eine algebraiſche Gleiching 9(2,6) = 0 ger 
geben iſt. 
Auflöfung Man bat für die Wurjelwerthe a und b 
die 3 Gleichungen: 
- 1) a‘+Aa®-+Ba‘4-Ca®+Da’+Ea+F=0; _ 
2) b°-+Ab’+-Bb*--Ch’--Db?+Eb-H-F = 0; 
3) $(a,b) = 
Efiminirt man nun aus 2.) und 3.) den Ausdruck b, fo erhält 
man eine höhere Gleichung 4.) in a, zum Refultat, welche mit 
der Gleichung 1.) zugleich exiſtirt. Sucht man daher zwifchen 
1.) mıd A.) den größten gemeinfähaftlichen Theller in a, und 
fest folhen = O, fo erhält man den Wurzelwerth a felbft; fo 
wie dann, entweder aus gY(ab)=0, oder direkt auf biefelbe 
Art, auch b gefimden werben kann. — Dividirt man nachgehends 
die gegebene Gleichung durch (x-a)(x—b), fo erhält man eine 
neue Gleichung für die übrigen Wurzelwerthe. 


’ 8. 272. 


Dafielbe Berfahren, „welches hier für den Fall gezeigt wurde, 
wenn zwifchen zweien ber Wurzelwerthe a und b eine gegebene 


Relation gY(a,b) = 0 eriftirt, laͤßt fich aber auch auf den Fall 


ausdehnen, wo die gegebene Relation 3, A und beliebig viel ber 
MWurzelwerthe enthält. | 

Man findet auch immer fo viele Wurzelwerthe, als in ber 
Relation =D deren vorkommen. 


Anmerfung. Das Verfahren findet jedoch dann nicht mehr 
32# 
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Anwendung , wenn der gemeinſchaftliche Faktor in a von einem 
höhern Grabe, ald der Ate wird, ober allgemein, wenn die aus 
ihm hervorgehende Gleichung zur Beftimmung von a, nicht mehr 
"allgemein aufgelöfet werben kann. — Dies ift aber im Allgemei⸗ 
nen fchon der Fall, wenn @ in der gegebenen Relation p = 0, 
eine fommetrifche Funktion ift von 5 der Wurzelwerthe a,.b, c, 
d und e. Denn alddann kann diefer gemeinſchaftliche Theiler 
in a, ber gleich Null gefegt, den Wurzelwerth a geben fol, von 
denen auf diefelbe Weife in b, c, d und e erhaltenen in gar 
nichts verfchieden fein, fondern es muß jeder berfelben in, jeden 
andern übergehen, fo oft ftatt des Buchſtaben a, b, c, d, oder 
e, irgend ein anderer berfelben Buchftaben geſetzt wird. Und 
deshalb muß diefer Theiler in a alle 5 Wurzelwerthe a, b, c, 
d, e enthalten,- alfo wenigftend vom 5ten Grabe fein. 


8. 273. 


Weil wwiſchen den Wurzelwerthen a und b einer reziproken 
Gleichung die Relation ab =1 herrſcht, fo kann dieſe Methode 
auch unmittelbar zur Auflöfung der veziprofen Gleichungen ange- 
wandt werben. In fo ferne aber hier mehrere folde Relationen 
zugleich herrſchen, und zwar halb fo viele, ald ber Grad der . 
teziprofen Gleichung (vom geraden Grade) anzeigt, die durch 

ab=1, cd=1, ef=1, gh=1 ı. x. 
ausgebrüdt fein können; fo wird der gemeinfchaftliche Theiler in 
a, der = 0 gefeht, den Wurzelwerth a geben full, eben fo gut 
auch die Wurzelwerthec, e, g, ⁊c. geben müflen; er muß alfo 
in a vom mir. Grade fein, wenn bie gegebene reziproke Oli, 
hung vom 2mter Grade if. ni 


Anmerfung. Dan kann aber mittelft diefer Methode auch 
die Relation finden, welche zwijchen den Koeffizienten einer hoͤ⸗ 
heren Sleihung ftattfinden muß, wenn zwifchen einigen ihrer 
Wurzelwerthe eine beftimmte und gegebene Relatiou 0, fol 
Rattfinben fönnen. 





— 
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Vierte Abtheilung. 


Bon ber (näherungsmweifen) Anflöfung gegebener nume- 
siigen höheren Gleichungen. 


\ 


$. 274. ” 


Sind die Rorfalenten einer höheren Gleichung vom m“ 
Grade 


mh Arm Ben os. 48x =(, 
alle Null oder pofitive oder negative ganze Zahlen, fo gibt es 
weber eine pofltive, noch eine negative rationale gebrochene 


Zahl —, welde ein Wurzelwerth diefer Gleichung fein Tönnte, 


Beweis, Denn wäre wirklich +; ein Burgewet der 


gegebenen Gleichung, und dabei T in feinen. Fleinften Zahlen 
ansgebrädt, jo hätte man: 


am—1 








+ ta 


oder 
+am + Adw-1p+Bam-3p? + ... + Sa?bm-34+Tabu-ı 


am—2 a 
bhn-ı hm-3, .. * *15 XDUSO, 


ZU=0, 
* folglich müßte die algebraiſche Summe: | 


ta” tAar-1p4Bar-2b?+ + +Sa’b"-2+Tab“-! 


duch bw, alfo auch durch b, theilbar fein. Dann müßte aber 
auch das Glied am durch b wilbar ſein, was gegen die Vor⸗ 


ausſetzung iſt, daß nämlich — in ſeinen kleinſten Zahlen aus— 


gedruͤckt ſein ſoll. 


Hat daher eine ſolche Gleichung, deren aeehfttienten alle 
Null oder poſitive oder negative ganze Zahlen ſind, reelle Wur⸗ 
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zelwerthe, fo find ſolche entweder ganze Zahlen oder irratio— 
nale Zahlen *). 

$. 275. 

Die Newton'ſche Raherunge Methode. 

"Aus 8. 95. folgt: 

IM F=0 eine gegebene höhere Gleichung mit veellen 
Koeffizienten, und findet man (für x = a) den Werth Fu poſttiv, 
(für x=P) dagegen den Werth Fa negativ, fo Liegt wenn « 
und 4 reell find, allemal ein reeller Werth von_x zwiſchen a 
und 4, welder F,,=0 macht, welder aljo ein Wurzelwerth 
ber gegebenen Gleichung ift. 


N 


I. Will man daher einen reellen Wurzelwerth einer geges- 
benen höheren Gleichung 


)- R=0 
mit reellen Koeffizienten finden, fo fucht man zuerft verfuchsweife 
zwei Werthe @ und 4, für welche F. und Fa verſchiedene Vor⸗ 


*) Nimmt man (nad 6. 233.) die neue Gleichung in z, deren Wurzel- 
werthe die bfachen ber Wurzelwerthe ber Gleichung in x, find, — alfo bie 
Gleichung | 

j zur Ayo Bpꝛm-2 ... 45h" 272 1. 7pm-1, +UbP 0, 
fo kaun man b immer fo nehmen, daß alle Koeffizienten diefer neuen Glei⸗ 
hung, wenn die ber alten gebrochene Zahlen enthalten, nun ganze 
Zahlen werben. 

Dann find die Wurzelwerthe ber neuen Gleichung (in 2) entweder ir ra⸗ 
tivnake ober ganze Zahlen, und in:fo ferne alle Wurzelwerthe ganze 
Zahlen fein follten, fo ’mötßten ſie unier. den Falloren bes Iehien-Gliehss 
Ub” zu finden fein. - Wenn man baber bie einfachen und zufammengsfepten 
Faltoren bes lebten Gliedes Ub”, einmal mit dem +, dann auch mit dem 
— Zeigen, flatt = in bie gefundene Gleichung (in z) fubfituist, und wenn 
einer berfelben der Gleichung genügt, fo bat man auch einen Werib von 
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zeichen delommen *). — Hierauf nimmt man zwiſchen a mw 
ß einen beliebigen Werth y, und haben dann F. und F, einerlei 
Vorzeichen, jo Hegt der gefuchte Wurzelwerth zwifchen 4 und 7; 
haben aber F. und F, verfchiedene Vorzeichen, fo liegt der ge 
ſuchte Wurzelwertb zwifhen « und y. — Jedenfalls hat man 
nun engere Grenzen, zwifchen benen der gefuchte Wurzelwerth 
liegt. 

Wiederholt man nun dieſes Verfahren, oft genug, ſo tam 
man bald zwei Grenzen u md » finden, die nur um 0,1, oder 
gar nur um 0,01 von einander verſchieden find und zwifchen 
denen der gefuchte Wurzelwerth Tiegt. Der Werth 


='u, vber ber andere xy 
ift dann die erſte Annäherung. 


Hierauf bezeichnet man dur h das, was dem einen 
Räherungs Ben u noch fehlt, oder den (negativen) Werth, der 
zu dem (größern) Näherungd-Werth » noch adbirt werden muß, 
um den wahren Werth von x zu haben, fo Daß, wen a der 
einen oder den andern diefer beiden Grenzwerthe vorftellt, dann 
a+h der wahre Wurzelwerth ift; man: fest alfo in Fr = 0, 
o--h ftatt x, fo daß die Gleichung felbft in Fan = 0 übergeht, 
und denkt fih unter h den jegt noch zu fuchenden Unbefannten, 
der im erſtern Fall pofitiv, im andern negativ, aber an fidh 
<0,1 oder <0,0T if. Nach 6.84. wird aber bie neue Glei⸗ 

chung fich fo Ri laffen, nämlich | 


2) F.+F tz Au Irma 4 FO. hu 0, 


*) Man fubfiitutrt 3. B. in F,, flatt x nach und nach bie Werthe O, 
+, -1, +0, —10, +100, —100, 38. ꝛc. und berechnet bie Werthe von 
FR. — Sind diefe immerfort poſitiv ober immerfort negativ, fo muß man 
auch Zwifchenwerihe von x ſubſtitniren; follte man auch jetzi noch nicht zwei 
Deribe von F, erhalten, welche verſchiedene Vorzeichen haben, fo muß man 
ben fpäter hier noch zu finbenden Lehrfah des Sturm anwenben. 
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we FE), Fl, Fi, x. ı. die im 8.83. deſtnirten Ableitungen 
oder Derivationen find, während F., FÜ, F”, ıc. ıc. das vors 
ftelle, was aus F, und diefen abgeleiteten Funktionen wird, 
. wenn man «a ftatt x fegt. Iſt nun h<0,1, fo find h?<0,01; 
h°<0,001 ; h*<0,0001;5 u. |. w. f.; iſt aber h<0,01, fg find 
h?<0,0001;5 h?<0,000001; h*<0,00000001; 
u. f. w. f.; und der Unbekannte b if noch immer aus einer hö⸗ 
been Gleichung vom mien Grade, nämlich aus der Gleichung 2.) 
zu finden *). 

Laßt man aber nun (aus der Gleichung 2.) alle Glieder 
weg, welche h? und höhere Potenzen von kt enthalten und welche 
im Algemeinen gegen die beiden erften Glieder bebeutend Hein 
fein werden, fo wird Die Gleichung für h, jegt eine Gleichung 
vom erſten Grade, naͤmlich 


3) F.MFINS O um ge — 
2. h. wie man will 
F. 
entweder h⸗ — 
Berechnet man hieraus, wenn h<0,1 iſt, dieſes h bis auf zwei 
Decimalſtellen wo bie erſte eine Null fein wird, oder berechnet 
man hieraus, wenn h<0,01 fein muß, dieſes h bi8 auf vier 
Derimalftellen (deren beiden erftern Null fein werden), fo hat man 
x=urhb ober x=»4h (mo h negativ) 
als zweite Annäherung (bis auf zwei ober vier Decimals 
ftellen). 


II. Hierauf fegt man dieſen neuen Werth von x flatt «a 
in die Gleichung 3.) und berechnet den neuen Werth von h dazu, 


- % Diefe Gleichung 2.) -in h, liefert m Wurzelwerthe, weiche um «a 
Heiner find, als bezüglih bie m Wurzelwerihe ber gegebenen Gleichung. 
(©. $.233.). 
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bezüglich bis auf vier oder acht Deeimalſtellen (von benen bie 
zwei, oder die vier erftern Nullen fein werben). — Dann hat 
man ah ale dritte Annäberung bes gefuchten Wurzelwerthes, 
welcher bis auf vier, oder acht Decimalftellen geht. 
| Faͤhrt man fo fort, jedesmal den neuen Näherungswerth 
flatt a, in die Gleihung 3.) zu feßen und den zugehörigen 
Werth von h zu berechnen, fo erhält man die folgenden Annaͤ⸗ 
bherungen, immer bis auf die doppelte Anzahl von Decimal- 
ftellen *). | ' 
Dies ift Die Newton' ſche Räherungs- Methode. 


$. 276. 


Fourier (in feiner Analyse des équations determindeg 
a Paris 1831.) hat. diefe Rewton’fche Methode wejentlich ver - 
befiert. Da nämlich aus der Gleichung 2.) ſich ergiebt 


F . F" F 
h=—-— — — .1M-—- —-.h’— ı. x 
F 2F  6F 


und wir dafuͤr bloß 


genommen haben, fo hängt die weitere Annäherung von ben 
Werthen der folgenden Koeffizienten von h?, h®, ı. ıc. ab, 
welche, je Feiner FÜ wird. (für den erften Naͤherungswerth, 
ber unter «a verflanden ift) defto größer werden Können, jo daß 
es ald möglich erjcheint, daß der fogenannte weitere Naͤherungs⸗ 
wertb a+-h, fih von dem wahren Wurzelwerth mehr noch ent⸗ 
fernen koͤnnte, ald der erſte Naͤherungswerth a, fich von dem 
wahren Werth entfernt gehalten hat. Es wird aber FÜ beſto 
Heiner fein, je näher zwei reelle Wurzelwerthe ber: gegebenen 


») Hat man einmal 2 genaue Derimalfellen, fo kann man in ber Regel 
h ſchon bis auf A Derimalfiellen nehmen, das nächſte Mal ſchon bis zu 8, 
bas nächſte Mal dann bis zu 16 Deeimalſtellen uff. 
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höheren Oleichung an einander liegen, da, wenn letztere beiden 
einander genau gleich wären, dann F, und F, für ben wahren 


Werth von x, beide der Null gleich würden (nach 8. 85.), alfo 
für einen, Ddiefem genäherten Werth von x, beide ſehr Elein 


werden müßten. Wenn wir daher oben ($. 275.) beflimmt aus⸗ 


gefprochden haben, wieviel etwa ‘Decimalftellen bei jeder neuen 


Annäherung genommen werden follen, fo ift dies nur gefchehen, 


um das Verfahren mehr zu veranfchaulihen und fo zu geben, 
wie ed ſich in den günftigeren Ballen geftaltet. 
Fourier ſſellt nun folgende Betrachtungen an: 


1) Denft man ſich x und Fx, = y ald Koordinatenwerthe, 
welche fih (Big. 10. oder Fig. 15.—18.) auf rechtwinklige Koor⸗ 
dinaten⸗ Aren OX und OY beziehen, fo liefert jeder reelle Werth 
von x, einen Punkt M (für welden OP x und EZMP=F,= 
ift), und alle reellen Werthe von x, liefern eine Kurve WAMV, 
deren Orbinatenwerthe bie, zu jebem reellen Werth son x, ges 


höͤrigen Werthe von Fx find. 


2) Nimmt man a= OP md a4k= 00, fo it F.= PM 
und Fu+x = ON, und, wenn MR mit OX parallel gezogen wird, 


NR= Fr F RZ art 1. (nad 8. 81), 


während k= PO=MR if; folglid iR 


W NR : m 

a) Te FÜoS HP. art x. 
Denkt man fih nun k unendlich Fein, fo daß der Bunft N 
dicht an dem Punkte M Tiedt, fo tft die Verlängerung ber Ge⸗ 
raben MN (nach. T und nach U) die Tangente der Kurve an 
biefer Stelle M, und MN ift ein unendlich Tleines Elemenichen 
der Rue. Weil nun aber W-NMR = W-MTX und k wur 
endlich Klein d. b. immer noch Kleiner gedacht ift, als jede bereits 
noch fo Klein gebachte beſtimmte Zahl, fo daß dieſem k nur bie 
Null naͤchſt anliegt, — fo folgt jetzt (au a.) 
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b) TNX= IF, 


3) Die im 6. 275. Nr. 3. gefundene Ergänzung bh, ift alfo, | 


wenn OP = « einen der dortigen Räherungöwerth z. B. v vor 
ſtellt, offenbar = +PT (in Big. 10. = PT); dem es iR 


ee T;MTX = -F, (nach b.) und MP=+F, (in $ig. 10. 


— +R,); folglih PT= 4 —h (in Fig. 10. =—h). 


Wenn alfo OP=a(= >») ein Näherungdwerth geweſen 


iſt, fo iſt die nach 8. 275. gefundene weitere Annäherung c-+h, 
== OP—PT = OT, während OA der genatie Werth von x iR 
(welcher Fr, = 0 macht). — Durch die nach 8. 275. gefundene 
Ergänzung h, gelangt man alfo von dem befannten Werthe OP 
von x, zu dem Werthe OT von x, welchem (in Fig. 10.) der 
Wertb —WT von F, zukommt. | 

Es fragt ih nun ob und wann biefer Werth OT, dem 
Werbe OA ficher näher fommen werbe, ald der Werth OP 
ben OA bereitö nahe gewefen iſt? — 

4) Run kann der Gang der Kurve einer von ben vieren 
fein, wie folde in den Sig. 15.—18. zu fehen find; in den Fig. 
15. 16. ift der u @a= OP = u als zweite Annäherung gefuns 


bene Werth, a+h=utrh=OT, offenbar weniger genau, 


als der andere Naͤherungswerth OP'—=»v es ſchon gewefen iſt. 
In dieſen Fällen maß man alſo von a=OP’=»v ausgehen 
und dazu die zweite Annäherung. a-+-h = v-Hh= O7’ finden, 
welche augenfällig ftetd ‚mehr genähert fein muß, als ver Wernn 
OP'=» es geweſen iſt. 

In den Big. 17. und 18. dagegen iſt es gerade, wie bie 


bloße Anficht der Figuren lehrt, der fleinere Werth «= u = OP, 


von welchem man auögehen muß, wenn bie zweite Annaͤherung 
a+b=#4h= OT nothwendig mehr genähert fein Tell, 
als ver erfte Wert) a=u= OP es gewefen if. 

Man muß alfo bald von dem zu kleinen, bald von dem 


— — n ——— — — 
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zu großen Werth von x auögehen, wenn man nad $. 275. 
Nr. 3. die weitere Annäherung x+-h finden will und zwar 
jedesmal von derjenigen der beiden Grenzen u und 
v, für welde die zugehörige Tangente auf beiden 
Seiten in der nädhften Nähe von M, zwiſchen bie 
Kurve und die Abfeiffen-Are OX fällt, und dies if 
allemal und au nur dann der Gall, wenn F, und F7Z 
beide pofitiv werben, oder beide negativ, für ben ges 
näherten Werth u, oder », von x*). 


—fe 
*) Iſt naͤmlich (dig. 10.) PM=F, für 1 OP poſitiv, und liegt 

Die Tangente MT nicht zwiſchen der Kurve und der Abſciſſen⸗Axe, fo iſt 

SG>SH; wobei wir OS als einen neuen Werih von: x vorausſchhen, ber 

ou OP wenig nur verfchleben gebacht wird, fo daß 0OS=xtk If, wenn 

OP =x, während -PS=k fo Hein gebacht wird, als man nur inmer win. 
Nun iſt (nach S. 84.) ' 


SH=F,,,=F,+F,.ktF} — te. 


Wegen En = =I9MIX=F mb ST= PT-PS = PT-+k und weil wir 
F 
si PT= 7 gefunden haben, iſt aber auch 
xX 


SG=FST=EHE 
Uglich findet fi 
folglich findet ſich KR ke . 


86-SH = = =-F, . 21 -F, . 37 + vo... 


Bei unferer Borausfegung ber Rage ber Tangente MT, if num biſe Diffe⸗ 
sen; SG-SH poſitiv, und dies iſt, weil k belichig klein gedacht werben ſoll, 
ur. dann möglich, wenn Fl negativ iſt, damit -F poſitiv werde. Es 
haben alſo bei die ſer Lage ber Tangente gegen bie Kurve und bie Abſciffen⸗ 
Are OX, die Werte von F_ und FÜ verſchiedene Vorzeichen. 


Das Analoge findet fih, wenn man einen Punkt M der Kurve betrachtet, 
für welchen F, negativ wird, und wenn man wiebernm annimmt, baß bie 
Zangente nicht zwiſchen bie Surve und bie Abſtciſſen⸗Axe fällt (wie in ven 


Big. 16. und 17.)5 es zeigt fih dann FÜ nethwenbig poſiliv, fo daß wie⸗ 


x 


derum F, und F verſchiedene Vorzeichen Gaben. 
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Es iſt num Mar, daß wenn für biefen mehr genäßerten 
Werth von x, auch wiederum F. und FT einerlei Vorzeichen be 
halten (mas in det Regel ber Fall fein wird) die Wiederholung 
des Verfahrens $. 275. III. nothwendig einen neuen noch mehr 
genäherten Werth von x geben muß. 
Durch diefe Betrachtung hat Fourier dieſe Annäherungs- 
Methode des Newton erft, mit Siqerheit des Erfolges, 
brauchbar gemacht. 


Anmerkung 1. Sind zwei Wurzelwerthe der gegebenen 
hoͤheren Gleichung F. ⸗O, einander gleich, oder doch in den 
erſtern Decimalſtellen mit einander uͤbereinſtimmend, während « 
ein Naͤherungswerth von denſelben iſt, — was man daran er⸗ 
fennt, daß der genommene Naͤherungswerth a, ſowohl F. als 
auch noch“ FL, der Null fehr nahe rüdt, — fo fünnte man von 
der Gleichung 2.) des $. 275. drei Glieder behalten, nämlich 
F.-+E/ -h-H1F".h? = 0; 

man würde dann eine quadratifche Gleichung aufzuldfen haben, 
für h zwei reelle Werthe finden (deren (erſte oder) erften Deci⸗ 
malftellen Nullen fein würden, und die man nicht auf fehr viele 
weitere Decimalftellen beftimmen wüßte) und man würde bann, 
— wenn beide Wurzelwerthe von Fx = 0 fehr nahe an einander - 
lägen, — vielleicht ſchon das erfte Mil, vielleicht aber bei einer 
neuen, auf dieſelbe Weife wiederholten Annäherung, diefe beides 
Wurzelwerthe in ihren weiteren Derimalftelen fich von einander _ 
tresmen fehen. — Dabei wird man auch: jeht den Räherungs- 
werth a immer nad) der fo eben mitgetheilten Regel des Fou⸗ 
rier wählen. 

Hätte freilich die Gleichung Fz = 0 drei ober mehr gleiche, 
oder nahe hin gleiche Wurzelwerthe, von denen @ ein genaͤherter 
Werth ift, — was man daraus fchließen würde, Daß auch noch 
F” ja felbft noch F" mit F und FX, zugleich der Null fehe nahe 
lägen, — fo würbe freilich auch dies Verfahren nicht mehr außs 
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weichen und man müßte von ver Gleichung 2.) des 9.275. in b, 
noch mehr Glieder nehmen, was zu neuen Berwidelungen und 
Meitläufigfeiten führen würde, aber bach in einzelnen Fällen 
anwendbar fein Fann. 


Anmerfg. 2. Die ganz gleihen Wurzelmerthe Tann man | 


übrigens allemal nach dem im $. 88. Wr. 3. befchriebenen Ver⸗ 


fahren vergeftalt aus ber Gleichung F. = 0 abjendern, baf man | 


\ 


einzelne Gleichungen 9x=0, x=0, 1. x und G,=0 
erhält, welche lauter ungleihe Wurzelwerthe enthalten und fo 
find, daß die Wurzelwerthe der einen (Pu =0) diejenigen 
alle find, welhe in E=0, g mal vorfommen, — daß bie 
Wurzelwerthe der andern (9x = 0) alle diejenigen find, welche 
in F.=0, » mal vorfommen; u. f. w., während alle Wurzel 
werthe der legten Gleichung Gx = 0, alle diejenigen find, welche 
in F%=0, nur einmal vorkommen. — Diefe einzelnen Gleis 
chungen find noch überbied von niebrigerem, oft nur vom erſten 
Grade, fo daß ihre Auflöfung viel bequemer wird, oft ohne 
Weiteres ſich ergiebt. — Die Rechnungen aber, durch weldhe bie 
ganze Funktion Fx in das Produkt [9,x]°-[9,x) . 
zerlegt wird (nach 8. 88. Nr. 3.) find fo verbrießlicher Art, daß 
man in der Kegel darauf verzichtet, wenn nicht die größefte Noth 
dazu zwingt. 


Anmertg. 3. Man Ian aber auch (nach demſiben 8.88.) 


Moß zwiſchen Fx und ihrer Derivation FL den größten gemein⸗ 
fhaftlicgen Theiler T fuchen und damit in F, dividiren. SM 
dann f, die ganze Funktion von x, welche ald Refultat der DE 
viſton ſich ergiebt (welche alſo =F if), fo enthält die Ole 
Hung I*0 noch alle Wurzelwerthe der Gleichung Fz = 0, 
aber jeden nur ein einzigesmal. — Dadurch find dann 
alle Schwierigleiten befeitigt, welche von dem Vorhandenſein 
gleicher Wurzelwerthe herruͤhren koͤnnen. 

Die beinahe gleichen, d. h. die nur um aͤußerſt wenig 
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von einander verichiedenen (reellen) Wurzelwerthe machen dann 
die Hauptfchwierigfeit.. 


Anmertg. A Lagrange (in feinem Trait6 de la reso- 
* Jution des &quations numeriques. Nouvelle edition. 1808.) 
hatte ſchon lange vorher die Methode des Newton Fritifh uns 
terfucht und vorzugsweiſe hervorgehoben, daß fie über den Grad 
der Annäherung nichts beftimmtes erfennen laſſe (welcher Mangel 
fpäter, vote wir im vorhergehenden Paragraphen gezeigt haben, 
eben durh Bourier befeitigt worben iſt). Die angeführte 
Schrift ded Lagrange ift in jeder Beziehung höchft Tefend- 
werth; wir aber wollen bier nur furz aus ihr angeben, welches 
Verfahren Lagrange an die Etelle des Newton’fchen gefeht 
bat, ein Verfahren, das allerdings mit jedem neuen Schritte 
auch ficher dem. Ziele näher führt, welches aber in der Ausfüh- 
rung ungemein befchwerlich wird und daher für die Praxis im 
Allgemeinen nicht empfohlen werden Fann. 

Nachdem nämlich Lagrange für die aufzulöfende Gleichung 
F,=0 vom mir Grade, einen Näüherungdwerth. a in ganzen 
Zahlen verfuchöweije gefunden hat, fo daß der gejuchte Wurzel⸗ 


werth zwifchen a und a+1 liegt, — ſetzt er x = + und 
findet die Gleichung 


— 4 (m) 
Fr, 7 0 d. h. Pu-HFl ı . .-+-F, .. ya 
ober ; 
F,» J yo Zen. ym2- ... J =, 

welche wie durch —, = 0 bezeichnen wollen. 

Nun fucht er eine ganze Zahl b als den nächften Wurzel: 
werth von , = 0 wiederum verfuchsweile, fo daß der wahre 
Wurzelwertb y zwiſchen b und b+1 liegt, — feht dann 


y=br-, beftimmt die neue Gleichung in z, naͤmlich 9 1=0, 
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1 1 u | 1 m 
oder Pr p, zu DIKAS zu—a . +19 ’=0, 


welche wir duch 9 = 0 bezeichnen wollen, und findet ver- 
fuchömeife einen naͤchſten Wurzelwerth c von z, in ganzen Zahlen. 
Diefed Verfahren wird nun beliebig oft wieberholt, alfo 


z= + gefeßt, eine neue Gleichung x. = 0 gefunden und 


aus ihe = d in ganzen Zahlen näherungd- und, verfuchäweife 
gefunden; u. f. w. f. ’ 
Man Hat zulept 





1 
Hm 
db. b. man hat zulegt x Durch einen fogenannten Kettenbruch aus⸗ 
gevrüdt, der nun noch in einen gewöhnlichen Bruch und in 
einen Decimalbruh umgeformt werden muß. — Nimmt man 
nur die A Glieder a, b, c und d, fo wird dazu folgende Rech⸗ 
nung angeftellt 

0 1 a abH abofcta abed+edtadtabH . 
1. 0’ı' bh’ becH ' bed+-d-+b I 
indem man die A Glieder a, b, e, d neben einander hinfchreibt, 


dann die beiden Duotienten [ und + vorangehen laͤßt; — 


hierauf aber jeden. neuen Zähler (und Nenner) dadurch findet, 
dag man den naͤchſt vorhergehenden Zähler (Nenner) mit dem, 
über den zu bilvenden Bruch ſtehenden Gliede a, oder b, ober 
co, oder d, — multiplicirt und den zweit vorhergehenden Zähler 
Renner) dazu addirt. Die einzelnen Brüge 4, SEI, 

Dune ic. 1. find Naͤherungswerthe von_x, der erſte zu 
klein, der nächte zu groß, der dritte zu Flein, der vierte wieder 


| 


‚ 
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zu groß, und fo abwechſelnd; jeder folgende ift aber mehr ge⸗ 
naͤhert als der vorhergehende. 

Dies letztere iſt aus der Theorie der Kettenbrüche bekannt, 
die in jedem Glementar= Lehrbuch der Buchftaben-Rechenkunft in 
ihren Elementen in der Regel zu finden ift *). 


$. 277. 
Die Annäherungd Methode des Prof. Gräffe PS (welche 


Encke, in dem Berliner aſtronomiſchen Jahrbuche, auch auf die 


Auffindung der imaginären Wurzelwerthe ausgedehnt hat *2*) 
geht von folgenden Betrachtungen aus: 


I. Findet man aus der gegebenen höheren Gleichung 
1) F,=0 
eine neue Gleichung in z, deren Wurzelwerthe bezüglich 
Kr Kr Re, find, wenn x), Xa, Xa, ** Xm die 
der gegebenen Gleichung F. vorftellen, während der Ex⸗ 
ponent n eine fehr große Zahl if, — - und hat die neue Gleis 
hung in z die Form 


2)  z@-B,z"-14-B,202-B,27 34 0. +Bo = 
fo ift (nach $. 231.) | 


3) B=-atxst4g +. 5). 


1. Nehmen wir nun an, daß alle Wurzelwerthe x,, x,, 
Ka, *° Xm teell find, und daß einer der Wurzelwerthe 3.2. 
x, größer ift als jeder der übrigen (abgefehen vom Vorzeichen), 
fo Tann man n immer fo groß nehmen, daß die Summe 


*) ©. Ohn's Elementar-Mathematif I. Th. Bte Auflage. 
=) „Die Auflöfung der höhern numerifchen Sleichungen, als Beantwor- 
„tung einer von ber K. Alad. d. Will. au Berlin aufgeftellten Preisfrage, 
„Züri 1837.“ 
=), Allgemeine Auflöfung der numerien Gleichungen von J. d En ade, 
Direktor der Sternwarte zu Berlin. 1839. 
I 33 
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++ 4x, gegen x verhältnismäßig ſehr Flein 
it, d.h. daß der Quotient 
Khan dh 


n 


x 


wird, wie Hein man auch k (aber beftimmt) angenommen haben 
mag *). Bolglich ift dann (aus 3.) 
—B, 


un 
X 


alſo ift ganz nahe, und deſto näber,. je größer n genommen wird, 


B n , n 
4) mel d. h. x7 =—B, folglich x, =y(-Bı). 


<k 





<14k, md >1; 


III. Ferner ift unter denfelben Boraudfegungen, B, die 
Summe der, Produkte, je zweier der Wurzelwerthe X I 
x, xX, Während diefe Summe I, wein x, der nächt 
große MWurzelwerth if, abermald die Eigenſchaft hat, daß 


nicht viel größer als 1 wird 





n_na 
172 


und der Einheit defto mäher rüdt, je größer man n nimmt; man 
bat alfo, ſehr genähert 


5) Zul, d. h. (aus 4) == 
KıX . Di 1 
IV. Eben fo iſt —B, die Summe der Produkte je dreier 
der m Wurzelwerthe der neuen Gleichung, während diefe Summe 
S, wenn x, der näcdhfigroße Wurzelwerth ift, abermals (für 
einen hinreichend großen Werth von 'n die Eigenfchaft erlangt, daß 


*) Es handelt fih bier nur um bie abfolnten Werthe diefes Quotienten, 
alſo abgeſehen vom Vorzeichen. Denkt man ſich n gerade, fo find ohnedieß 
alle Wurzelwerihe ber neuen Gleichung (in z) poſitiv. 


| 
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— — nidt viel größer als 1 wird 

—— | 

und der Einheit fo nahe kommt ald man will; folglich if fehr 
genähert 


* 


6) —B =1, d.h. (au8 5.) x -— oder x, — 
17378 a 3 


V. Diefe' Betrachtungen weiter verfolgend findet man ge: 
trade fo einfach, daß, wenn die Wurzelwerthe x,, X,, Xz, "+ Im, 
abgefeben vom Vorzeichen, ihrer Größe nach geordnet find, fo 
daß Xm den abſolut kleinſten vorſtellt, dann 


B. 
D eVog, ey ulm, 





ſehr genäbere Gleichungen fein werben und defto mehr genäherte, 
je größer die (hier als gerade gedachte) Zahl n genommen wirh. 

Nur muß man vorher wifien, a) daß alle Wurzelwerthe 
ber gegebenen Gleihung Fr =0, reell find, und b) daß die 
Gleichung nicht zwei (oder mehr) gleiche Wurzelmerthe habe, 
auch nicht ſolche Wurzelwerthe, welche zwar” verfchiebene Vor⸗ 
zeichen haben, aber abgejehen vom Vorzeichen, einander gleich find. 


$. 278. 


Die Rechnungen müfjen mit Logarithmen ausgeführt werden 
und um ficher zu fein, daß die gefundenen Decimalftellen alle 
genau find, muß man die Rechnung für ein (etwa) doppelt fo 
großes n wiederholen und zufehen, ob bie in beiden Rechnungen 
gefundenen 5 Decimalftellen des Logaritimen von x *), überein- 
ſtimmen, wenn man nicht vorzieht, der völligen Sicherheit wegen, 


*) Eo wird bier vorausgeſehßt, daß bie Repuung mit 5 flefligen Loga⸗ 
sithmen ausgeführt wird. 
33* 
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dieſelbe Rechnung zum dritten Male für ein etwa noch einmal 
doppelt fo großes n zu machen). 

Da wir und n gerade gebacht haben, fo hat die nie Wur⸗ 
zel zwei veelle und (an fich) gleiche Werthe, von denen der eine 
pofitio, der andere negativ ift. Welcher von beiden ber gefuchte 


genäherte Wurzelwerth fei, muß entweder durch direfte Subfli- 


tution beider flatt x in die Gleihung Fr = 0 entjchieden werben, 
oder aus den vielleicht befannten Grenzen, zwiſchen denen bie 
MWurzelwerthe liegen müffen. 

Eind zwei over mehr. biefer gefuchten Wurzelwerthe fehr 
wenig von einander verfchieden, fo wird man n fehr groß neh 
men müflen, bis eine gewünfchte erfte Näherung erhalten wird. 
— Ende weift jedoch nad, daß, wenn zwei Wurzelwerthe 


z. B. x, und x,, fo nahe an einander lägen, daß —2 — 1,1 
N 4 


oder 2—=101 oder 2—=1,001 wäre, dann bezüglich 
X x. 


n=?7, n* 211 und n— 214 ausreichen würde, und zwar 
jo, daß, wenn man mit 5 ſtelligen Logarithmen rechnet, dieſe 
5 Stellen ald genau anzufehen find. 

Daß man auf diefem Wege wirklich einen reellen Wurzel 
werth gefunden habe, 3. B. x, erkennt man daran, daß der 
entfprechende Quotient (Bier 5) für, viel größer (doppelt 
fo groß) genommene Werthe von n, in feinen erflen 5 Deci- 
malen, denfelben Werth behält. - 

Endlih wird man, wenn auf diefem Wege bed Gräffe 
eine erfte Annäherung gefunden ift, — dann immer noch bie 
zweite und bie folgenden Annäherungen auf dem im $. 275. bes 
fhriebenen und im $. 276. nach Fourier verbeflerten Wege, 
noch hinzutreten laſſen müffen, wenn man (bei einer zweiten 
Annäherung) eine Oenauigfeit der Wurzelmerthe bis auf 10 und 
(bei einem wiederholten Verfahren) eine Genauigkeit bis zu 20 
Decimalftellen haben will. 
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Dabei ift aber, wenn man mit Logarithmen rechnet, noch 
Folgendes zu beachten. Rechnet man nämlich mit Brigg’fchen 
Logarithmen, jo wiffen wir (aus 88. 212. 213.), Daß 

h h h? h? h 
(142) = N a en in inf. = M. — 


x 


ift, wenn wir, in fo ferne u ſehr Hein fein follte, die höheren 


Potenzen von u außer Acht lafien, währen M= 6 den 
Modul der Brigg’fchen Logarithmen vorftelt und ZI10 den 
Neper’fchen Logarithbmen der Zahl 10 bezeichnet *). 

Iſt nun «@ die erfte Annäherung irgend eines der Wurzel⸗ 
wertbe, und ah der genaue Werth, fo hat man 


A 
+ = ell+.), 
h 
alfo  ZXa+h) = Zta+ZW(14+—) 
| = L!a--M: n ’ 


wenn man bie höheren Botenzen von h außer Acht läßt, während 
gleichzeitig (nach $. 275.) unter derfelben Vorausfegung 


*) Es if aber ber (um 10 vergrößerte) Brigg’fihe Logarithme des 
Models M, nämlich 


L!’M, = 9,6377843 +» 


Es kann ung nicht einfallen bie Bezeichnung La für ben Brigg’fchen 
Logarithmen son a, dann noch beibehalten zu wollen, wenn her praktiſche 
Rechner Ziffern-Rechnungen macht und fi dazu einer Tabelle der Brigg- 
then Logarithmen bebient. Das im Schreiben bequemfte Logaritimen-Zeichen 
ift Dann das befte. — Ganz anbers iſt es aber, wenn bes Anfänger bie 
ganze Lehre der Logarithmen ſtudiren und leicht verſtehen fol; fo Tange, als 
biefer Zwed vor Augen liegt, müffen die einzelnen, fich nach und nach ab⸗ 
fondernden Begriffe auch durch entfprechende Zeichen yon einander abgefonbert 
werben und bie verwanbien Durch verwandte Zeichen. 
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F a 


1 


FRa=E4Rh=0, af h=— 


iſt. Alſo findet ſich 
L'%(o-Lh) = Da-M- , 
X 





wodurch der mehr genaͤherte ZI (ah) in den zuerſt gefun⸗ 
denen, weniger genäherten ZI, audgebrüdt fich flieht. Dabei 
findet ſich x-F, aus F,, wenn man in lehterer Funktion jedes 
Glied mit feinem Erponenten von x, multiplichtt, fo daß das 
lebte Glied mit O (Nu) multiplicirt werden muß. 


$. 279. 


" Um aber au F,=0 die neue Gleichung in z zu finden, | 
fege man zuerft yz ftatt x, ordne die Gleichung fo, Daß fie 
die Form 

PtYeyz=0 oder 9 = der 
annimmt, wo 9, und %, ganze Funktionen von z find, — quas 
drive auf beiden Seiten und bilde fich Dadurch die neue Gleichung 


(2)? = 0. 
Diefe Gleihung in z, hat zu Wurzelwerthen die Quadrate der 
- Wurzelwerthe der gegebenen Gleihung Fr=0. — Sett man 
in ihr wiederum yz ftatt z und verfährt man genau fo noch 
einmal, fo befommt man eine Gleichung in z, deren Wurzel 
werthe die Ar Potenzen der Wurzelwerthe der gegebenen Glei- 
dung Fr=0 find. — Wiederholt man das gleiche Verfahren, 
bis es im Ganzen p mal durchgeführt ift, fo hat man eine Gleis 
hung in z, deren Wurzelwerthe die (20)ten Motenzen der Wur⸗ 
zelwerthe der gegebenen Gleihung Fx=0 find. Und da jede 
neue Gleichung immer wieder vom mtr Grabe iſt, fo macht 
man die Rechnung des Veberganges von .tYV.yz=0 zu 
(9,)’—2(%,)? = 0 mit einer Gleichung vom m" Grade, aber 
mit unbeftimmten Koeffizienten, nur ein einzigesmal, 
und fubftituirt fait derfelben nur immer Die Koeffizienten der zus 
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legt erhaltenen Gleichung in z, um bie Koeffizienten der naͤch⸗ 
ften neuen Gleichung in z, zu erhalten. \ 


Anmerfung Man begreift übrigens, daß man auch zuerft 


yz fatt x in FaSO fehen, die Gleichung ſelbſt dann auf die 
Form 


3 8 
Pet YarVztXu(y2)? = 
bringen und mittelft des Satzes, nach welchem 


(p+g+n)’ = P+a’+r°+ößtatn@ator ander 
ift, — in diefe andere Form 


PH HI IuperWerge =0 
umformen fönnte, um eine Gleichung in z zu haben, wiederum 
vom mir Grade, deren Wurzelwerthe die Zien Potenzen ber 
Wurzelwerthe der gegebenen Gleichung Fx=0 find. Indem 


man bier wiederum Vz ftatt z fest und dafielbe Verfahren wie- 
derholt, befommt man eine Gleichung in z, deren Wurzelwerthe 
die Hin PMotenzen der Wurzelwerthe der gegebenen Gleichung 
Fx=0, find. Die dritte Arbeit giebt eine Sleihung in z, 
deren Wurzelwerthe die 27! * Potenzen der Wurzelmerthe ber © 
gegebenen Gleichung find; und fährt man fo fort, fo befommt 
man nach und nad) neue Bleichungen in z, deren Wurzelwerthe 
bezüglich die Site, 2Adten, or. (Zrjten Potenen der Wurjelwerthe 
der gegebenen Gleichung F.0, find. 


Endlich koͤnnte man ganz allgemein Vz —=x, alſo zex 
fegen und aus biefer Gleichung und der gegebenen Gleichung 
F=0, mittelft irgend einer der früher gelehrten Elimination» 
methoden, x eliminiren, um die verlangte Gleichung in z, zu 
haben. 

Das zuerft (im $.) befchriebene Verfahren ift jedoch das 
bequemfte. 


+ ... -.- 
— 77 
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8. 280. 


Hat die Gleichung Fr=0 vom m" Grade, lauter 
imaginäre Wurzelwertbe, fo ift, da letztere immer paarweife 
vorfommen (unter der Vorausſetzung naͤmlich, daB die Koef—⸗ 
fiztenten der ®leichung alle reell find, die wir hier immer 
machen) der Grad m eine gerade Zahl und die Wurzelwerthe 
können dann durch ru-eFtrat bezeichnet werben, indem wir 
dem Zeiger a nach und nach die Werthe O, 1, 2, 3, + 3m—1 
geben und dabei die Model r,, Tı, Ta, ** Fim-ı ſo georbnet | 
und denfen, daß jeder folgende Eleiner ift, als der vorhergehende, 

* während fie alle ihrer Natur nach pofitiv fein müffen. 

Dann find die Wurzelwerthe der neuen Gleichung in z alle 
ausgedruͤckt buch rl.e"?a"; und bie (geraden) Koeffizienten 
B,, Bi, Ba, %. x. Ba diefer neuen Gleichung find daher: 

B, = S[ +8 [nano 191] 
a<h 
‚B,= Sr rn kr 
a<b d<c, bu za 
He] 
- a<b<c<b 


Bee rs ur en] 
2 


> > 
a<d<c c<b, en. d za u. 
te] RB DE 9? HOT ET u See ee "] 
| b<c<h<e, bec, d, e Za 
Herner netten 
ehe <f 


n.f.w.f., wo fih zur Rechten die imaginären (mit Sinus mul 
tiplicirten) Glieder von felber wegheben, jo daß man ſtatt der 
Potenzen eur yon e, bezüglih 2Cosny fchreiben Tann. 
Je größer nun n genommen wird, defto mehr nähern fich 
B, dem Werthe r?, 
B, dem Werthe ri rr, 


Be dem Werthe vor ern er”, 
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u. f. w. f3 und man findet daraus, je größer n genommen 
wird, defto genäherter, 


. ®n 2n 2n 
9n B B B 
To= yB,, = VE‘. Ta =YE n=Yp 


2n 
u. ſ. w. f., zuletzt rm = Ve ‚, wo alle r yofitiv ge- 


nommen werben müffen. 

So ſehen ſich alfo die Model der imaginären Wurzelwerthe, 
wenn die Gleichung felbft lauter ſolche Wurzelwerthe hat (nach 
Gräffe) auf einem ganz analogen Wege gefunden, wie die 
reellen Wurzelwerthe gefunden werben, wenn die Gleichung 
lauter reelle Wurzelwerthe hat; und alles, was für die Aus- 
führung der Rechnung im Vorhergehenden gefagt wurde, bleibt 
für die Auffindung diefer Model gültig; auch daß die Gleichung 
nicht gleiche Wurzelwerthe haben darf, auch nicht mehr als zwei 
Wurzelwerthe, welche gleichen Model haben. 


$. 281. 


Wenn aber die Produkte (r?) der (Am) Baare von Wurs 
zelwerthen gefunden find, fo bleibt jett noch die weitere Frage 
übrig, wie nun die einzelnen Wurzelwerthe felbft, vollends ges 
funden werben. 

Stellt aber a und b ein Paar reeller oder imaginärer Wur⸗ 
zelwerthe vor, fo iſt 

(s—a)(x—-b) d.h. x?—(a-+b).x-tab 
ein DoppelsBaftor von Fr, wenn Fz = 0 die gegebene Gleichung 
ift, deren Grad wir von jetzt ab durch 2m bezeichnen wollen, 
fo daß die Funktion 
R,,=S Ken], 


a5 = 2m 
wobei wir K,=1 annehmen, — eine Anzahl m folcher Dop⸗ 
pel⸗Faktoren hat, während das Produkt ab der beiden Wurzel 
werthe a und b, in jedem berjelben gefunden oder doch bekannt 
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ſein ſoll. Es bleibt daher nur übrig, in jedem dieſer Doppel⸗ 

Faktoren auch die Summe a+b, oder den Koeffizienten —(a--b) 

von x, noch dazu zu finden, weil aus den beiden Gleichungen 
ab=r und —(a+b)=Ff, _ 

bie Wurzelwerthe a und b felbft fogleich gefunden find. 

Es erleidet übrigens feinen Zweifel, daß auch dann, wenn 
die beiden Wurzelwertbe a und b reell wären, ſolche doch in 
derfelben Form retr beibehalten werden fönnen, in welcher 
im $.280. alle Wurzelwerthe angenommen worden find, — 
- weil aus den Gleichungen 

refi=a und re-fli=b 
durch Multiplifation und Divifion derfelben fogleich 


| a 
”=ab un eri=- 


alfo 1,a 
p= a tr ie 
fih ergeben würbe, wo L-- den Neper’fchen Logarithmen 


vorftelt, wenn a und b einerlei Vorzeichen haben, — dagegen 
den „einfachften Werth" ($. 178.) des natürlichen Logarithmen 


(b- h. L(- 5) 4a), wenn a und b verfchiedene Vorzeichen 


hätten. Es würde alfo dann 9 imaginär gedacht werden müffen, 
und möglicher Weiſe (wenn a-b negativ wäre) auch r imaginär 
fein, nie aber der Furz vorher für ab gefundene Werth r?, der 
höchftend negativ werben Fann. 

Sind alfo a und b reell oder imaginär, fo kann man diefe 
Wurzelwerthe doch immer durch die Form 


rer! d. h. r(Cosp-isSinp) 
und rei d. h. r.(Cos -i· Sin ) 
ausdruͤcken; und ber gefuchte Werthefd. h. —(a+b), iſt daher 
immer durch —2r-Cosp audgebrüdt, es mögen die einzelnen 
Wurzelwerthe reell oder imaginaͤr fein. 
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Subftituirt man nun ftatt x in die Gleichung 
FR,=0, d.h. in STK tr] =(0, wo RK, =1, 


die Werthe rel und re-ri, fo erhält man 
8 [er et ne] = 0 und STK, ernten =. 


Diefe geben, wenn man fie addirt und fubtrahirt (zu und von 
einander) und dann bezüglich durch 2 und 2i dividirt, 


8 —B— m- a)ꝙ *0 
a+b = 2m 

und 8 k. rι ——— =(. 
a+b = 2m 


Multiplieirt man nun die erftere diefer Gleichungen mit Cosmy, 
die andere mit Sinmp und addirt man dann die Refultate, — 
multiplicirt man ferner die zweite mit Cosmp, die erftere aber 
mit Siamp und fubtrahirt man das lehtere Produft von dem 
erfteren, — fo erhält man die nachftehenden beiden Gleichungen 


rꝰm- a. — = y2m—2, 85: — * UO. 
8 ſ. re r Cor (1 m 99] 0 und S[K. Pr «Sin (m MP] 0 


Weil aber bier a nach und nad alle Werthe befommt, welche 
0 oder pofitiv ganz find bis 2m hin, fo entfliehen eben fo viele 
Glieder mit Cos und Sin negativer Bogen, wie mit Cos und 
Sin pofttiver, während Cos(m—a)p denſelben Werth behält 
für = mH4tu, wie für a=m-u, Dagegen Sin(m—a)p 
für diefe beiden Werthe von a, zwar der Größe nach fich nicht 
ändert, aber dem Vorzeichen nach fich ändert. Faßt man daher 
je zwei Glieder diefer Reihen, die vom Anfange und vom Ende 
gleich weit abliegen, in eines zufammen, fo erhält man, wenn 
die Gleichungen noch durch r?" dividirt werden, 


S| (Kt Km 7 I) 79-008 (m9)9] *0 
“+5 = m 
und | 
_ .r— (Im—20) J, -a. _ — 
SE Koma T” u w) r—.Sin(m MP] O, 


wo wir in ber letztern ſtatt a+b= m, geſchrieben haben 
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s+b = m—-1, weil der Werth a= m den Fin(m-a)p in 
SinO, d. h. in O umwandelt, dieſes letzte Glied alfo ausfällt. 
Berwandeln wir jebt Cos(m—a)p und Sin(m—a)p (nach 
$. 149. Anmerfg.) in (endliche) Reiben, welche nach Potenzen 
von Cosp fortlaufen, und fubftituiren wir diefe Reihen flatt 
der Cos und Sin der vielfachen Bogen, und feßen wir (aus 


—2r:Cosp=f) überall -- ftatt 2Cosp, fo erhalten wir 

wenn die zweite Gleichung noch durch Sin p dividirt, die erftere 

aber mit 2 multiplicitt wird, die folgenden beiden Refultate, _ 

nämlich: 

I. 

ICH er g(m-20)), (1)? ‘(m 4). a | I) 

ar =g, grh=m. 

und 

1. 

Tu en et] 
HH =g, rm m-—l. 

Diefe Gleichungen find e8 nun, welche zu jedem der gefun- 
denen Werthe von r? oder ab, den n zugehörigen Werth von f 
geben, indem man 

1) für alle Werthe O, 1, 2, 3 ı. bis m, oder bis m-i 
von a, die Werthe von 

K,+Kn_ rm), = ß, 
und K,— Kn rm, = 7, 
berechnet, dann 

2) ftatt g nach und nach die Werthe O, 1, 2, 3, ıc. bis m, 
oder bis m—1, fubftituirt, um aus den Gleichungen I. und II. 
die nachftehenden Formen berfelben zu erhalten, nämlich: *) 


+ 


*) Die Gleichung ar2c=0 giebt a=0 und c=0;5 bie Gleichung 
axc=i. sieht a=1, c=0; die Gleichung ar2ce=2 gibt c=0, 


Kap. XI.S. 281. gegebener numeriſchen höhern Gleich. 525 


III. BP | ua .] Bu BR | .e] ‚fm -3 
+ ß, mL...) 
—(m—2)ß;r? 


—3 
+5 ) Burt 


IV. yatnip Pa} Y 171 Y pe 
Imre -(m-3)y ır? 


+ Yı .fm-51L ... — — — 0, 
—(m—A)ysr? 





hierauf aber zwifchen diefen beiden ganzen Funktionen von f, 
ben größten gemeinfchaftlichen Theiler fucht und legteren = O feht. 

Iſt diefe fo zulegt erhaltene Gleichung vom 1t®, Zt, Ztm, 
ut Grade, fo gehören zu einem und demſelben Werthe von r?,. 
nur ein Werth, oder 2, 3, u Werthe von f, fo daß im lebten 
Galle zu Paare von Wurzelwertben eriftiven, in welchem das 
Produft eines jeden Paared einen und denfelben Werth hat, 
welcher Sal zu denjenigen Ausnahmdfällen gehört, die noch 
nicht betrachtet find. 


Anmerkung. Iſt die gegebene Gleichung Fr=0, wie 
wir angenommen haben, diefe, nämlich: 


a2 und noch c=1, a=0; die Sleihung a+2ce=3 giebt c=(0, 
«=3 und nd c=1, a=15 die Gleichung ar2c=4 giebt c=0, 
szä,‘ dann c=1, s=2 und nd c=2, a=0;5 eben fo haben 
bie Sleihungen a+2c=5, a+r2c=6, a442. 7, arlce=8, 1. m 
bie Werihe 














. 5% c, a c, a c, a 
0,5 0,6 0,7 0, 8 
1,3 1,4 1,5 1,6 
2,1 2,2 2,3 2,4 

3, 0 3,1 3,2 
Ä 4,0. 
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x—. ⸗ 


und find fo, fi, fa, er fmcı die m Werthe, welche kuͤber— 


haupt hat, fp daß 
a) Fr=(z’+f,x+4r,XX’+fıx+r) »- (X? fa ıXtrl_,) 
fein muß, fo bat man 
) SHitbtetm=Kı; 
ferner iſt 
6) Km= Tor. r, ... J 1 


dividirt man daher die Gleichung «) durch die Gleichung ß), fo 
erhält man 


1 +47 1 
= (14% — — Sixt 1 =). 


Tn-ı ni 


en 














Aud.der Multiplifation jur Rechten und Vergleichung der Koef- 
figienten von x! “ Linken und zur Rechten, folgt nun noch 
Kım-ı 


2) hat J ee 


In 








und mittelft dieſer eichungen 1.) und 2.) laſſen ſich immer 
zwei der Werthe fo, fi, fa, fa—i leicht finden, ſobald die 
m—2 übrigen bereit gefunden find. — Diefe Betrachtung ge⸗ 
währt eine große Beihülfe. 

Loft man überhaupt das Probuft zur Rechten in a.) auf, 
fo gehen aus der PVergleihung der einzelnen Koeffizienten zur 
Linken und zur Rechten von «.), außer den beiden Gleichungen 
1. und 2.), no 2m—2 Gleichungen zwifchen den m verfchie- 
denen Werthen von f und den m verfchiedenen Werthen von r?, 
hervor, fo daß man im Ganzen 2m folder Gleichungen hat, 
welche alle zur Beftimmung der-m Werthe von f verwandt wers 
den koͤnnen, fobald die Werthe von r? alle ſchon gefunden find. 
— Diefe Tepteren 2m—2 Gleichungen werden aber zur Beftim- 
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mung der Weribe von f, in der Regel feinen praftifchen Bor: 
theil gewähren. ' 


8. 282. 
Hat man aber von zwei Wurzelweriben a und b gefunden: 
a+b=--f und ab=r”, 

fo findet ſich fogleich 

a=—!f+H1YP A? und b= —-1f-IVP?Ar?; 
und für die verfchiedenen Fälle macht ſich die praftifche Rech⸗ 
nung fo: 

1. Iſt r? pofitiv und f<2r, fo berechnet man p aus 


Cop = = und hat dann 


a=r-(Cog-+i-Sing); b=r-(C0sP-i-Sing). 
I. Sfr? pofitiv, aber fZ2r, fo berechnet man aus 
der Gleichung 7 | 
a=rOdgzv md b=rTgiY. 
II. Iſt aber r? negativ, alſo —r? poſitiv, fo berechnet 


V—- 2 
man zuerſt ꝙ aus der Gleihung — 2 n =Ty, wm 


hat dann . 

a=V-r?-Coig!p und b=-Vr?.Tggp. 
Sn den beiden letztern Fällen find die Wurzelwerthe a und b 
reell; diefelben kommen alfo im $. 280. nicht vor, erfcheinen aber 
in den nädften Paragraphen. 

Und bat man für a und b reelle oder imaginäre Nähe- 
rungs⸗Werthe gefunden, fo kann man dann immer auch noch 
eine zweite Annäherung auf dem Wege des $..275. dazu finden. 
Iſt nämlich a von der Form rer gefunden, und ift h das, 
was a-+-h zum genommenen Wurzelwerih macht, fo iſt h von 
ber Form grer und dabei g fehr Hein. Die Potenzen von h 


= Siny, und hat dann ’ 
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3. 3 h!, find denn = gl-.eltt = ol«(Coslv-Hi«Sinhp), wer: 
den alfo in ihren beiden Theilen e!-Coshp und o!-Sialıp, 
immer Eleiner und Heiner je größer 1 wird; folglich Fan man 
bie höheren Potenzen von h eben fo weglafien, wenn man eine 
zweite Annäherung haben will, wie wenn h veell if. Es bleibt 
daher auch jebt noch 


F, 


= St für x= ref, 


und, analog wie im $. 278., 





1) Zog!°(x-Hh) = log!’x-+M- u = bgx—M» 2 ‚ 
x 


wo x-F, die Funktion ift, welche aus Fr d. h. aus 
zu Kzim-1} on +Kom_ıX+Kom, erhalten wird, wenn man 
jedes Glied mit feinem Erponenten von x multiplicirt, nachdem 
man vorher Kom-ıX Und Kom bezüglich in Kom_ıx! und Kmx® 
umgeformt hat. Es ift aber jegt, wegen x=rer!, wenn 
man mit Brigg’fchen Logarithmen rechnet (weil 
log!’ a = M.loga iſt) 
2) dg"x= LrMpii; . 
verwandelt man daher Fz und xF, für x=rer!, in bie 
Formen Beet! und R’eY“, fo daß 
F, 
x-F, 


wird, fo geht bie Gleichung! > mittelft der 2.) über in 
3) log th) = | Zr Me ,-CosCy- pn] 
| +M- (»- 7, Sin ep) 


Denkt man fih nun den mehr genäherten Wurzelwerth x+-h 
auf die Form r,-efıi gebracht, fo hat man noch 


4) dog" (<--h) = Zr, -+M-p.i; 





_ Dart —E — 





Kap. X1.8.283. gegebeneruumerifchenhöhern Gleich. 529 
folglich findet fkh, wenn man 3.) mit A.) vergleicht, 


5) _ Zr, = L!r-M- R Cody) 
und 
6) 91= 9 -5 —R 


mittelſt welcher beiden teiungen ‚bie neuen, mehr genäherten 
Werther, und 9,, aus den alten Werthen r und 9 gefunden 
werben, während R, w, R' und W’ aus den Oleichungen . 


0 R ‚er! = F, Gil 
8) R'.eY' i — x F' } für x= re 


berechnet werben müflen. 

Sept man dann ftatt r und ꝙ biefe neuen, mehr genäher; 
ten Werthe, wie fie fo eben aud den Gleichungen 7.) 8.) 5.) 
und 6.) berechnet worden find, in biefelben Gleichungen, fo 
findet ſich eine dritte Annäherung; u. ſ. w. f. — 


8. 283. « 

Wir kommen num zur Betrachtung des britten Falles, nams_ 
ih zur Auflöfung einer höheren Gleichung Fr=0 vom mt 
Grade, wenn fie reelle und imaginäre Wurzelwerthe durch ein- 
ander hat. — Man kann dann doch immer annehmen, daß m 
eine gerade Zahl ift, weil man die gegebene Gleichung nöthts 
genfalls noch mit x multiplieiven kann, wodurch fie noch den 
Wurzelwerth O (Null) mehr erhält. — Folglich bleibt nun der 
ganze 8. 280., welcher Iauter Imaginäre Wurzelwerthe voraus 
ſetzt, in Bezug auf feinen formellen Theil ganz unverändert, 
nur daß jedes Paar reeller Wurzelwerthe a und b, ebenfalls | 
in der Form rer! und re?! ausgevrüdt gebacht wird, fo 
bag x? wiederum das Probuft ab berfelben ausbrüdt, wie wir. 
folche® zu Anfang des 8. 281. nachgewiefen haben. Die reellen 
Wurzelwerthe find aber paarweife jo geordnet gedacht, daß bie 
Produkte -eined jeden Paares reeller und Imaginärer Wurzel⸗ 
werthe der Groͤße nach geordnet noch durch 

II. 34 
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n>on>n>r »>r_, "aubgebrärt find. Dann aber bat 
man wieder, wie im $. 280. deſto mehr genähert, je weiber n iſt, 


VBa=r; 73 = Van x... 
n 


fo lange nur Feiner der reellen Wurgelwerthe, abges 
fehen vom Borzeihen, Heiner ift ald ein zu einem folgenden 
Baare reeller MWurzelmerthe gehöriger und auch nicht Feiner als 
der Model r eines der folgenden imaginären Wurzel-Paares, fo 
lange derfelbe envlih auch nicht größer iſt, als ber 
Model r eines der vorhergehenden imaginären Wurzeb Paares *). 


*) Denkt man fih 3. B. eine Gleichung vom Glea Grade mit ben vier 
imaginären Wurzelwerthen re" Pot und r,.e"P2! und ven beiben reellen 
Wurzelwerthen a und b, beren Probult =r, if, während r>rı>r2 fein 
Toll (immer vom Vorzeichen abgefehen, da rı auch negativ werben Fann)- 
Dann findet ſich 
-B, = Arı. Cosnp te +b"+2r).Cos np: ; 

B, = tar Hr 420.79. Cosn(petpz)t2r-r-Cosn(yo—p3) 
+2r,.Cos npe(a"+b")+2rd.Cosnp,-(a®b”); 
uf. w. fe — Wäre nun neben ru>tab>r, (mas voransgefept if) aud 
3 
noch =a>r, (matt dann =h< ze), wo &a, +b bie abfoluten 


Werihe von a und b vorftellen, und wäre p. = 37 (alfo bie erftien beiben 
Wurzelwerthe rel n Hier,), fo würde, weil m ale gerade Zahl ge- 
bat iſt, Cosnp, =Conn==+ fen; und dann würde das lieb 

ær · Co⸗ nyoxa® in B,, = +2 a werben, alfo abgefehen vom Vor⸗ 


zeichen, größer fein, als das Glied vn, _ Es würbe alfo nun vB, (ge 


näher!) = ara Y2 werben, und nicht mehr =r. — 
Dagegen Würbe unter benfelben Annahmen werben (gemähert) -B, =a® 
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Dieſe nt Wurzein geben demmar immer das Produll 

zweier Wurzelwerthe, — entweder zweier zuſammengehoͤrigen 
imaginären „re! und rer, nämlich dad Quadrat (r?) 
ihres Models, — oder: zweier, der Größe nach am wenigften 
von einander verfchiedener reellen Wurzelwertbe, nur daß man 
nicht wiſſen kann, od man jeht das Probuft der erftern Gat⸗ 
tung, oder das Produft der andern Gattung der MWurzelwerthe 
habe, und da dies letztere auch negativ fein kann, die nt Wur⸗ 
gel aber (in fo ferne n ald gerade Zahl gedacht worben if) 
zwei reelle Werthe hat, einen pofitiven und einen negativen, fo 
weiß man auch nicht, welcher diefer beiden Werthe zu nehmen 
if. Dieſe Ungewißheit ift aber felten von großem praftifchen 
Nachtheil, da fich nicht ſchwer Mittel finden laſſen, ihn zu bes 
feitigen. Doch müflen wir des befchränften Raumes wegen, bens 
jenigen 2efer, der fich nicht felbft helfen Tönnte, auf die Schrift 
von Ende verweifen, in fo ferne es darauf anfommt, zu ent 
ſcheiden, ob r? poſitiv oder negativ zu nehmen ifl. Ob aber, 


wenn ein ſolcher Quotient z. B. en einen Eonflanten Werth 
u - 





annimmt, der daraus gefundene Werth r. einem veellen ober 


einem imaginären Wurzels Paare angehört, erfennt man daran, 
Daß die Quotienten 


Br —Bau +3 
Ba. und Ba 
für immer größere n, konſtante Werthe annehmen ober ſchwan⸗ 


kende. Im erſtern Fall iſt der erſtere dieſer Quotienten = an, 


ber andere aber S be, wenn a und b bie zu dieſem r} ges 





4 


alſo V-Bi)=a. Daß aber biefes eintritt, würde man .baran erfennen, 


daß CB), für immer größere n, einen konſtanten Werth annimmt. 
"Man fieht aus biefem Beiſpiel, wie ein genaues Zergliedern ber Aus- 
nahmsfälle, in Verbindung mit einer Unterſuchung, welche? mim Wurzeln 
konſtante Werthe annehmen, wenn auch n Immer größer genommen wird, bie 
Ausnabmsfälle befiegen muß. 

34% 
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‚ börigen reellen Wurzelwerthe find (d. h. wenn ab — r iſt); 
ſo daß man nun nur noch das Vorzeichen von a und b (etwa 
duch direfte Subftitution viefer Werthe in Fx) zu beftimmen 
braucht. Sollte ein folhed Schwanfen in Ba,,ı eintreten (für 
immer größere Werthe von n), daß dieſer Koeffizient felbft oder 
gar wigberholt negativ wird, fo gehört r entſchieden zu imas 
ginären Wurzelmerthen. — Werden endlich diefe beiden Duos 


tienten DH und Bar ‚ für immer größere n, nicht bloß. 


Ba, Bar 
Eonftant, fondern wird auch ber erftere immer gerade A mal fo 
groß ald der andere, fo hat man zwei gleiche reelle Wurzel 
werthe, und zwar iſt 
‚ga — ha — Ba +1 
a-h= 2B,, 
weil Bayrı bie. zwei Glieder Tor" ee ran „+ (abe) 
bat, von denen, wenn, fo oft a>b ift, der Summand br weg. 
gedacht wird, das beveutendfte Glied übrig bleibt, — welche 
aber in, - 





2 2 
2r) vie ... nz eg” 


übergehen, wenn a=tb if. - 


Anmerkung. Die (abgefehen vom Vorzeichen) gleichen 
reellen Wurzelwerthe, welche im 8. 278., wo wir lauter reelle 
Wurzelwerthe vorausgeſetzt haben, nicht gefunden werden konn⸗ 
ten, finden ſich alfo bei dem jetzigen Verfahren, welches natürlich 
auch dann angewandt werben kann, wenn gar Feines der Wurs 
zelpaare imaginär fein folte. Nur müffen wieder die hier nöthig 
gewordenen Bedingungen erfüllt fein und die Ausnahmen davon 
müffen alfo noch beſonders unterfucht werben. 

Man muß zu dem Ende bie Ausnahmsfälle durchgehen und 
jehen, wie fi unter den verfchledenen Annahmen der Wurzel 
werthe, die Werthe der Koeffizienten B gehalten müffen, wenn 
n immer größer gebacht wird. | 


— — — — —— u. 
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Denkt man fh z. B., daß tar md rn = tab 
ift, daß alſo 3 (abgefehen vom Vorzeichen) gleiche Wurzelwerthe 
a exiſtiren, während (immer abgefehen vom Vorzeichen) a>b 


ift, fo überzeugt man fich bald, daß für n fehr groß, werden wird 


2n 
B, nennen — 


ABↄ. = Iri" rn ... m, ‚gr 
ga 


an _2n an 
Bau+32.= Ir, «Tr, ... T,—ı 


—Ba.+3 = rn 2 ... — adn 

und Bu, = rn rn ... , anhu. 
Umgekehrt: findet man, daß alle dieſe Koeffizienten, fuͤr immer 
größere Werthe von n, in einem f olhen *) konſtanten Ver⸗ 
haͤltniß zu einander ſtehen, — ſo iſt r = a? und —⸗ = ab, 
und man ſindet ſogleich ame 


a—= ll — Baur = _ Bau+3 — V- SBaurs_ 
Ba, B Baur 
und b= _ Bars 
 Bayrs | 
Denkt man fih aber z. B. 7, ,=ab und a=r, (alfe 


b<a, immer abgefehen vom Vorzeichen) fo würde ſich zeigen, 


in den bedeutendſten Guedern, 


2n 
Ba, = r ·r rn rn 


Baurı und Ba,,; würden zu Ba, in einem fehwanfenden Ver⸗ 


2) D. h. findet ſich 


Baurı _ Burn _ Bauıs 
3B,, Barı Bars’ Burn 
aſe auch der Duotient a Fonfant bag Ifage des Quotienten = 3. 
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haͤltniß ftehen, wenn auch n immer größe gedacht wird, Das 
gegen wäre \ . 


Baur = m rn ...r —* 
2 Sn 2n 
und Baur = rn °T, ... T,_ı gan «b®, 


Umgefehrt alfo: zeigen fich die 5 auf eitiander folgenden Koeffi- 
jienten fo, daß nur der erfte mit dem vierten und fünften in 
einem konſtanten Verhältniß fteht (für immer größer werdende 
Werthe von n), fo ift der voraudgefegte Hal vorhanden und 
man findet dann 


‚su B 
23 
— ——— u 


und een N >. 


Bars. 

Denkt man fich zwei Model r, und r„.ı von zwei Paaren 
Imaginärer Wurzelwerthen einander gleich, fo finden fich 
Ba.+1, Bora und Bo, (mern man n immer größer nimmt) 
im fehwanfenden Verhältniß zu By. — Der Model n = Tuyı 
findet fih dann aus Baus und Ba. 

Wir glauben jedoch aufhören zu dürfen von dieſen Aus, 
uabmöfällen zu fprechen und fügen nur noch hinzu, daß in dieſen 
Ausnahmefällen die. Berechnung ber zweiten und dritten. Annaͤ⸗ 
herung u. |. w. ebenfalls noch einer befonderen Unterfuhung um 
terliegen muß, wenn fie die gewünfchte d. h. die möglichfte Ges 
nauigfeit geben fol, dag wir aber ven Lefer, der fich dieſes 
nicht ſelbſt zurecht zu legen vermag, — weil und hier der Raum 
gebricht, — hinfichtlich diefer Einzelheiten ebenfalls auf die oben 
angeführte Schrift von Ende verweifen müffen. 

. Ende, deſſen Urtheil in diefen Dingen vollfommen kom⸗ 
petent ift, fagt übrigens yon diefer Methode des Gräffe: „Sie 
„empfiehlt fi durch Allgemeinheit, Strenge und Kürze. Sie 
„bedarf Feiner Verfuche. Sie ift auf Gleichungen jedes Grades 
„anwendbar und verlangt nie unaudführdare Rechnungen. Die 
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„Ratur der Wurzelwerthe, die Anzahl ber imaginären, legt ihr 
„fein Hinderniß in den Weg. Fuͤr die Kürze derfelben fpricht 
„endlich der Umftand, daß die Beflimmung der fänmtlichen Wur⸗ 
„zelwerthe einer Gleichung vom 7'* Grade bei ſechs imaginären, 
„fo weit der Wahrheit genähert, ald Logarithmen von 7 Deci- 
malen es erlauben, in etwa zwei bis brei Stunden gänzlich 
„vollendet fein wird." 


8. 284. 


Wir erwähnen der Methode des Amerikaners Horner, 


welche bei Wiener Mathematikern Anklang gefunden bat*) und 
vn Spiger m Win auch auf die Auffindung imaginärer 
Wurzelwerthe ausgedehnt werden iE*®), — nur deshalb, um 


von ihr fagen zu Fönnen, daß fie fi} von der Newton’fchen 
- Methode (8. 275.) nur erft in der. dritten Annäherung unter 


fiheidet und dann durchaus nicht im Nefultat, fondern nur in 
der Anficht und in der praftifchen Ausrechnung. 

Sie geht eben fo von einer erften Annäherung d aus, 
welche werfuchöweife oder fonft wie, gefimben fein und den Wur⸗ 
zelwerth der gegebenen Gleihung Fx= 0, bis auf Zehntheile 
genau angeben muß. Sie bildet fi) dann die Gleichung $. 275. 
Nr. 2., nur in umgefehrter Ordnung gefchrieben, nämlich Die 
Bleihung 


Om tan Hin 


wo wir bier z gefchrieben haben, an Stelle des h im $. 275. 


Nr. 2. Sie berechnet ſich aber alle Koeffizienten diefer Glei— 
hung, während die Newton'ſche Methode fich mit der Berech⸗ 


nung der zwei letzten F) und F. begnügt. Beide nehmen dann 


*) Nene Methode zur Auffinbung ber reellen Wurzeln numerifcher Glei⸗ 
chungen. Wien 1842. In's Deuiſche übertragen vom Prof. Saul yon 
Siraßnitzki. 

22) Allgemeine Aufldfung ber Zahlengleichungen mit einer ober mehreren 
Unbelannien son Simon Spiker. Wim 1851. 
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z— a als zweite Annäherung; und in fo weit ift alfo 


zwifchen beiden Methoden noch nicht der geringſte Unterſchied. 
Horner betrachtet aber die Gleihung (O) ald die Gleis 
hung, deren m Wurzelwerthe 2, alle um « Kleiner find als bie 
m Wurzelwerthe x, in Fr =0, und von welcher einer derfelben 
<< if. Er denkt fi diefe Gleichung, welche wir jegt Durch 
9% =0 bezeichnen wollen, ald eine neue gegebene ©leichung, 


von welcher er den erften Naͤherungswerth P = 2 <,7 


bereitö gefunden Hat, berechnet wieder alle Koeffizienten ber 
neuen Gleichung (©), Hu der Gleichung 


(O. 1.).. 2· — — an zm-1L .. J *0 


- 





und nimmt dann 2 = ? als dritte Annäherung, während 
Fe 

nach der Newton' ſchen Methode bloß .Fu,s und Fa berech⸗ 

net werden und 2 — farb als dritte Annäherung genom- 


e+-ß 


men wird. i 
Weil aber =F.ı. md =F,,, ik, fo if auf 

Ye=Furs und P=F,,., ſo daß die dritte Annäherung 

bei beiden Methoden, der Quotient von genau denfelben beiden 


Zahlen ift. 
Jede der beiden Methoden findet dann die vierte und bie 
folgenden Annäherungen, wie jede die Dritte gefunden Hat. — 


In den Refultaten weichen alfo beide nicht im Geringſten von 


einander ab. 

Es lreffen daher die Horner'ſche Methode alle bie Des 
merkungen, welde von Lagrange und Anderen gegen bie 
Newton'ſche Methode gemacht worden find. — Eben fo läßt 
fih aber auch bei der Horner'ſchen Methode die Verbeſſerung 


EEE 


Kup. XL$285. gegebener numeriſchen höhern Gleich. 387 


des Fourier (8. 276.) anbringen, wie bei der Newton' ſchen, 
und wenn Schulz von Straßnitzki nd Spitzer Died uner⸗ 
wähnt laffen, fo müflen wir eben deshalb hier ausbrüdlich noch 
hinzufügen, daß man außerdem nicht wiſſen kann, ob ein weite 
red Verfahren auch wirflich eine weitere Annäherung bringe ober 
vielleicht fogar vom wahren Werthe weiter noch abführe. ° 

Daß man nad der Horner’fchen Methode von der jedes⸗ 
maligen Gleichung (©) alle Koeffizienten berechnen muß, wäh- 
rend die Newton’fche Methode deren nur zwei verlangt, ift 
im Allgemeinen nicht ald Nachtheil der erftein anzufehen, wenig- 
ftens nicht, fo lange die aufzulöfende Gleichung von einem nicht 
zu hohen Grade ift, weil bei der Berechnung das im $. 81. und 
im $. 85. IH. von und mitgetheilte praftifche Verfahren anges 
wandt wird, welches ftetd ziemlich ſchnell zum Ziele führt, und 
bei jedem neuen Verfahren defto fchneller zum Ziele führt, als 
der Werth @, mit welchem jeder vorhergehende Koeffizient mul‘ 
tiplicirt werden muß, um den folgenden zu erhalten, immer klei⸗ 
ner wird, das Multipliciren daher, wenn man eine beftimmte 
Anzahl Decimalen nicht überfchreiten will, bei den folgenden 
Annäherungen fich noch fehr vereinfacht. 


$. 285. 


Da die Newton'ſche Methode (und daher auch die Hor⸗ 
ner'ſche) einen erften Naͤherungswerth, welcher mindeſtens noch 
hie Zehntheile genau haben muß, ſich ‘Dadurch. verfchafft, daß 
man verfuchöweife Zahlen « und 4 auffucht, welche F. poſitiv, 
Fs aber negativ machen, Im durch Aufgreifung von Werthen, 
die zwifchen « und 4 liegen, dem Wurzelwerth näher rüden zu 
fonnen, — und da man lange vergebens nach zwei foldhen Zah—⸗ 
len @ und 8 fuchen kann, in fo ferne vieleicht bei einer langen 
Reihe von Berfuchen die Werthe von Fx entweder immer pofitiv, 
oder immer negativ fich ausweifen koͤnnten, — fo bat man fich 
bemüht, fichere Kennzeichen aufzufinden, an benen man abnehs 
men kann, ob zwifchen x = a und x= b minbeftens ein Wur⸗ 
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zelwerth ber Gleichung F. = =0 liegen muß, und wie viele m 
zelwerthe überhaupt bazwifchen liegen. 

I. Descartes ſchon ftellt folgenden Sat auf: 
Wenn die gegebene Gleihung Fr=0 die folgende ift: 

zu+-A ‚zU 1 A,xm 2 A, 3 00 An 1x4 Am = 0, 

und wenn man in der Reihe der Koeffizienten 

1, A,, A,, A,, A,, ... An-2,. An-ı, An 
unter Folge der Vorzeichen verfteht, daß zwei auf einander 
folgende dieſer pofttiven oder negativen Zahlen einerlei Vorzeichen 
haben, — dagegen es einen Wechſel der Vorzeichen nennt, 
wenn diefelben zwei auf einander folgenden Zahlen, verfchiedene 
Vorzeichen haben, — fo hat die Gleichung F=0 überhaupt - 
nie mehr pofitive Wurzelwerthe als die gedachte Reihe der Koef- 
fijienten im Ganzen Wechfel, der Vorzeichen hat, wobei man 
die Nullwerthe (wenn Blieder fehlen) ganz unberüdfichtigt Läßt. 

1. Fourier (in feinem oben angeführten Werke) ſtellt 
dagegen folgenden Sag auf: 

Sind a und b zwei beliebig gegebene reelle Zahlen und 
it a<b (d.h. ift ba pofitiv), fo hat die Gleihung Fr = 0, 
zwifchen a und b nie mehr reelle Wurzelwerthe — wenn jeder 
vielfache nur als ein einziger gezählt wird, — als ber 
Ueberſchuß beträgt der Wechfel ber Vorzeichen in der Reihe 


so (a) F, ! F, N F}, F,, ©... FO, F, 


über die Wechſel der Vorzeichen in der Reihe 

(b)«- F,, R, "FR, F,, a Fo», Fi, 

wihrend die Reihen (a) ımd (b) die Werthe von Fr und ihren 
Derivattonen F,, Fr, Fr, ... Fi (x) vorſtellen, welche 
feptere bezüglih für x=a und für x—=b annehmen, und 
wenn in ber Reihe (a) bie Nullwerthe als nicht vorhanden an- 
gefehen werben; während in der Reihe (b) fait der vorkommen; 
ven Nullen folche Vorzeichen gejegt werben, Daß fie mit bem 
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nächftfolgenden Gliede der Reihe (b), welches nicht mehr Ruf 
ift, lauter Wechfel bilden *). 


IT. Nachdem Fourier feinen Lehrſatz längere Zeit bereits 


der Afabemie zu Paris mitgetheilt hatte, Igte im Mai 1829 
Sturm derfelben den nachitehenden Satz vor: 


Wenn man auf Fx und ihre Derivation F\ das Verfah- 
ren anwendet (8. 82. Nr. 4), nach welchem der größte gemein- 


ſchaftliche Theiler zwifchen beiden gefinht wird, wenn man aber 


jedesmal alle Glieder der Refte vorher mit dem entgegengeſetzten 
Dorzeichen verficht, ehe man aufs Rene dividirt, fo daß ſich 
Sunfionen 9,, Pa, Pa, P, ale Divlſoren bilden, welche 
den Gleichungen 
9; =q.F, is) 9, = As’fı7 23 Pi = Is ’faPr 5 
“Pur = ee P.-P, und zuletzt = grp,—Pr-ı 
entſprechen, wo GL, 4a, q3, »* Qui die nach und nad) alb 
Reſultate der Divifion erhaltenen ganzen Funktionen find, wo bei 
ver Divifion mit -@, fein Reſt mehr geblichen ift und wo 9, 
entweder. nach x konſtant oder (im alle wirklich ein gemein⸗ 


fchaftlicher Theiler zwifchen Fx und F. eriftitt) eine Funftion von 
x und ber größefte gemeinfchaftliche Theifer zwifchen Fx und F‘ 
ift; — wenn man dann in der Reihe der Tunftionen 


*) Wenn alſo z. B. bie Reiben (a) ımd (b) Folgende Wertbe haben 

(a)... +, —, +4 0, 0, —, *, —, 0, 4,0, — 

6 +, O, O, +, +, 0, -,.7 0,- 0, 0, + 
fo beachtet man in der Reihe (a) die Nullen gar nicht, und bat daher 7 
Wechſel der Vorzeichen; die Reihe (b) ſchreibt man aber fo 

+, +, 2, +, +, +, , 7,73 +, "> +, 

fo nämlih, daß bie Vorzeichen, welche man 3. B. ati der 3 auf einander 
folgenden Nullen jebt, mit dem, nach biefen Nullen folgendem Borzeichen + 
lauter Wechfel bilden. Dadurch hat die Reihe (b) 6 Wechfel der Vorzeichen. 
Es liegt daher zwifchen a und b höchſtens ein einziger reeller Wurzelwerth, 
vielleicht aber auch gar Feiner. Liegt aber ein reeller Wurzelwerih dazwiſchen, 
fo kann diefer ein einfacher, über auch sin vielfacher fein. 


‘ 
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R, FR, Pr Prr Pır 9 - 
zuerſt a flatt x fegt und ſich dadurch bildet eine Reihe (a), 
dann b ftatt x fegt und fich dadurch bildet eine Reihe (b) 


von reellen, alfo pofttiven oder negativen oder Nullwerthen, — 
fo bat die Sleihung Fr =0, zwifchen a und b genau fo 
viele reelle Wurzelwerthe, als der, Ueberſchuß beträgt ver 
Wechſel der Vorzeichen in der Reihe (a), über die Wechfel 
der Vorzeichen in der Reihe (b), indem die Nullwerthe in jeder 
biefer Reihen (a) und (b), ald gar nicht vorhanden angefehen 
werden, und wenn, im Galle zwifchen a und b gleiche Wurzel 
werthe liegen, jeder folche vielfache Wurzelwerth nur als ein 
einziger gezählt wird. 


Anmerkung Man fieht wie durch den Kourier’fchen 
Lehrfag in der erwähnten Beziehung viel, aber nur erft durch 
den Sturm'ſchen Lehrfab alles erreicht if. — Dagegen ev 
fordert der letztere unangenehme, verdrieglihe Rechnungen, — 
‚Obgleich man wenigftend die Bruchkoeffizienten (nach & 82.) das 
durch vermeiden Tann, baß man vor jeder neuen Divifion, den 
Dividenden mit der nöthigen aber pofitiven gamen Zahl 
multiplieirt (damit die Vorzeichen der Werthe 9 nicht verändert 
werden) — während der Lehrfag des Fourier diefe Rechnungen 
nicht erfordert. 

: Um aber. diefe Säge zu erweifen, wollen wir und eines 
Verfahrens ned Cauchy bedienen, welches dieſe Saͤtze alle zu- 
gleich Liefert... Der folgende Paragraph mag dies nun näher 
nachweifen. \ | | 


| $. 286. 

1) Unter der Boraudfegung, daß a<b (d. 5. b-a pofitiv) 
it, während a und b beliebig pofltiv, negativ oder Null find, 
benfen wir und x von a nach b hin ftetig wachſend. — Wir 
fegen ferner voraus, daß zwei beliebige ganze Funktionen von x, 
welche durch ꝙ und u bezeichnet fein mögen, Teinen Faltor x—a 
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mehr ald einmal. enthalten, während « zwifchen a umb.b liegt 
und daß auch diefer Faktor za den Zunftionen ꝙ und 3) nicht 
gemeinfchaftlich if. Wird .nun (während x von a nach b hin 
ftetig wächft) entwrr 9=0 oder v=0, fo wird jedesmal 
$ 
der Quotient | rn vom ——— m Anker | übers 
gehen *). If nun (von x=a bis zu x=b) n die Anzahl 
der Webergänge vom Negativen zum Poſitiven und n’ die Ans 
zahl der Vebergänge vom Pofttiven zum Negativen, fo heiße bie 
Differenz; n—n' der totale Ueberſchuß biefer gebrochenen 


Funktion 7 innerhalb der Grenzen a und b von x. 


2) Diefer totale Ueberſchuß ea=n—n‘) von De iſt 


0, wenn p und ı% für x=a und für x=b, jedesmal 
eine Folge, oder Iran einen Wecfel der Vors 


zeichen haben, weil dann - * g für x— a und fürx=b 


ein und daſſelbe Borgelihen bat und daher zwifchen 
x=a und x=b glei oft vom Negativen zum Po⸗ 

. filiven, wie vom Pofitiven zum Negativen übergohen 
muß. — Diefer totale Ueberſchuß & iſt Dagegen 


*) Wird (für x=a) P=0, und behielle ꝙ für x=a—h und für 
x=cH4+h, während h unendlich Fein gebacht ift, alfo unmittelbar vorher und 
unmittelbar nachher, ein und daſſelbe Vorzeichen, fo ware = 0 entweber 
ein kleinſter ober ein größter Werth von ꝙ, unb bann wäre (nach $.97.) 
auch ihre Ableitung " p’, =0 (für x= a); und bann hätte p (mad ben 
66. 86. 87.) den Baftor (x-a)?, was gegen bie gemachte Vorausſetzung 
it, nach welcher ꝙ ben Faktor x-a nur einmal enthalten foll, fo lange a 
zwifchen a und b liegt. Daffelbe gilt für die Annahme von y=0. — SE. 
endlich p=0O, fo haben‘ y,_ 5, Y, und Yun ſteis ein und bafelbe 
Borzeichen, fo lange h unenvlich Hein gebacht wird, weil fonft y,= 0 fein, 
alſo » mit p ben Faltor x-.« gemelnſchaftich haben müßte, mas wieder 
gegen bie Borausfegung if. 
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= +1, wenn 9 und Y für x= a genömmen, einen Wechfel 
ber Vorzeichen gewähren, dagegen für x=b genom 
men, eine Solge. — Diefer totale Ueberſchuß 8 iR 
enblich 

= —1, wenn g und Y für x= a genommen, eine Folge der 
Vorzeichen haben, für x=b genommen, dagegen einen 


Wechſel. 
3 u f Poſttiven 
) Zaͤhlt man die eberg nge vom | Regativen 
Negativen y j | 
—— der gebrochenen Funktion nicht, welche bei 


Yv=0 ftatt finden, ſondern zählt man die allein, welche von 
bem Durchgange ded Nennerd H durch Null herruͤhren, fo 
heiße dieſer Unterſchied n—n’=E, der partielle Ueber— 


ſchuß der Funktion 5 innerhalbiber Grenzen a und b. 


4) Die Summe ver partiellen Ueberſchuͤſe E und E 


ber beiden inverfen gebrochenen Funltionen 5 und P iſt alle 


17 
mal dem totalen neberſchuß s von 5 gleich; d.h. es ift alle 
mal Bu = (Augenfällig). 
5) If = unächt gebrochen und verwandelt man fie in 


. bie Summe 145 aus einer ganzen Tunftion q md der 


Acht gebrochenen Funktion * ſo daß 


d 3 kur 
ift, fo find Ne partielfen ueberſchũſſe von S und * ein⸗ 


ander gleich. 
Denn unmittelbar vor und unmittelbar nach den 
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Durchgang von 1) duch Nu, find die Werthe von 5 und * Pr 
unendlich groß; die „oe a.) Tonnte daher nicht beftchen, 
wenn nicht * und 7 einerfei Vorzeichen hätten, fowohl uns 


mittelbar vor dem Durchgange des Nennerd 9 durch 0, ald auch 
unmittelbar nachher. 
6) Giebt man aber der Gleichung «.) diefe Form _ 
.- U __IX 
6) A p -. 
wo — den Reft der Divifion von @ in w vorftellt, aber jebes 
Slied mit dem entgegengefegten Vorzeichen genommen (oder mit 


—1 multiplichtt), fo find die partiellen Neberfchäffe von 5 und 


> zwar einander gleich, aber entgegengefeßt. 

7) Sind nun 9, und g, Funktionen von x, die genau 
den Bedingungen'genügen, welche wir in Rr. 1. für die dortigen 
po und % fefigefeßt haben, d. h. welche keinen Faltor x—a, 
x-ß, xy, x. ⁊xx. mehr als einmal enthalten und auch feinen 
gemeinfchaftlich haben, während a, oder 4, ober y, ac. zwifchen 


a und b_liegt; — if ferner Fr eine unächt gebrochene Funktion 
1 


und verfährt man genau fo mit 9, und @,, wie wir im 
$. 285. III. mit F und F’ verfahren haben, — fucht man alfo 
duch dad Verfahren, mittelft welches zwifchen @ und @, ber 
größte gemeinfchaftliche Theiler gefunden wird, die Funktionen 
Par Par Paı 9, ſo, daß man hat: 


9% 55 9, ” TIER Fine 
Pr _ Pu-+1 t p,-ı 
Fr q.- — und zuletz * 
fo iſt entweder ꝙ, konſtant und 9, und Q, haben feinen ge 
meinfchaftlichen Theiler, oder e6 iſt 9, noch eine Funktion von 





- 
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x und zugleich der größte gemeinſchaftliche Theiler von 90 und 
p,, und dann hat @, wenigftend feinen Faktor x-—a, während 
a zwifchen a und b Iiegt; weil der Vorausſetzung zufolge, P% 
und 9, feinen ſolchen gemeinfchaftlichen Faktor haben follen. 
Wegen der Gleichungen 


7) Pur = Ge Pdr—Ppurı (für 0, 1, 2, 7-1) 
haben ferner von den Funktionen Ä 


Por Pır Par Par Par ** Pur Prr Parlı op 


feine zwei auf einander folgenden, einen gemeinfchaftlichen Theis 
ler x-a, wo a zwiſchen a und b läge; weil fonft alle und 
folglich auh 0 und 9, (der Vorausſetzung entgegen) diefen 
gemeinfchaftlichen Theiler hätten. Eben deshalb find auch nie 
zwei naͤchſt auf einander folgende dieſer Funktionen für irgend 
einen Werth @ von x, ber zwifchen a und b liegt, — der Rull 
gleich. 2 

Sind nun Z, und E, die partiellen Ueberfchüffe der 





beiden inverfen Funktionen Fr und Le , und iſt &, der 
Pu DS 





totale Ueberſchuß von rn ", während u nach und nach bie 
Werthe O0, 1, 2,3, --- 1 vorftellt, fo hat man allemal 
ö) E,+B,=e. (nad Rr. 4) 


€) E,=-Euı (nad Rr. 6.); 
alfo ift auch (aus d. und e.) - 
£) s E, = Ent. 


Sept man num ber herein ftatt ge nach und nach 0,1, 2,3, «- 

»—1, — addirt man alle entftehenden Gleichungen und hebt 

man links und rechtd fo viel wie möglich weg, — fo erhält man 
7) E =. +4,48 48:4" +6-1, 

fo daß hiernach ber partielle Ueberſchuß E ber Acht gebro- 


⸗ 
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chenen Funktion De gleich iſt der Summe det ‚totalen 
" 


Ueberſchäge der ächt gebrochenen Buntionen 


9’ Er ra Fe ea Ä 
Nun ift aber (nach der Nr. 2.) die Summe diefer’totalen 
Veberfchüffe der Differenz wr—fw glei, wenn we die Summe 
ber Uebergänge vom Wechſel zur Folge der Vorzeichen, fw 
aber die Summe der Uebergänge von einer Folge zu einem 
MWechfel der Vorzeichen bezeichnet in den Werthen je zweier 
naͤchſt auf einander folgenden der Funktionen 


Por Pır Par Ps, “.-1, Pr | (zZ) 
wenn man zuaft a, dann b ſtatt x ſetzt, und darauf von der 
Reihe (a) der zuerſt erhaltenen Werthe, zu der Reihe 6) der | 
zuletzt erhaltenen, übergeht. 

Iſt aber W, die Anzahl aller Wedel det Vorzeichen. in 
der Reihe (a), und Wn die Anzahl aller-In der Reihe Cb) vor 
handenen Wechfel, fo ift offenbar bie legtere Anzahl ‚Wr gleich 
der erſtern Anzahl W., vermindert um die Anzahl wr und vers 
mehrt um die Anzahl fm. der Vebergänge vom Wechfel zur 
Folge und von der Folge zum Weqhſel der Vorzelchen; 
d. » es ift 


. 
. 
D i.: 


; Ww, = Wh f 
woraus hervorgeht: 


we. = WW. 
Die Gleichung iJ.) geht daher nım über in - 
9) E, = W.--Wr5 


dv. h. „der partielle Ueberſchuß E, der ächt debrochenen —* 
-„tion * innerhalb der Grenzwetthe a und b von x, iſt allemal 


„genau gleich dem Ueberſchuß W.—Wy allet Wechſ erw 
„der Reihe (a) über alle Wechfel Wr in ber Reihe (b).“ 
IL. \ 35 
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8) Dieſer Sap gilt auch noch, wenn in ber Reihe (a), 
oder in der Reihe eb), mehrere Glieder vorkommen, welche Rull 
find, wenn man nur diefe Glieder al6 gar nicht vorhanden an- 
fiebt und nur die Wechfel der wirffich pofltiven oder negativen 
Zahlen beachtet, oder auch wenn man ftatt der Nullen beliebig 
(+) oder (—) ſchreibt; ausgenommen jedoch, wenn p, felbft in 
der Reihe (a) oder in der Reihe (b) der Null gleih wird. — 
Denn wegen mi = k-1r Pur, welde für a= 0,1, 2, 
91 gilt, können nie zwei auf einander folgende der Funk 
tionen @, der Null gleidy werden, weil fonft alle ver Null gleich 
wären, was nicht voraudgefegt wird. Iſt aber 9 — O, fo 
bieten 9.1 und Purı ſtets einen Wechfel der Vorzeichen dar 
(wie biefelbe &leichung erfennen läßt, weil fie dann in 
%MN= Pur übergeht). Denft man fich aber, wenn 3.8. 
9, =0 wird (für x= a), diefe Grenze a um eine unenblid 
fleine Zahl vermehrt (oder vermindert), fo wird ꝙ9, poſitiv 
oder negativ, und ed haben dann Pu-ı, Pu, Pur Die Vor⸗ 
zeichen —— +; oder -+-; oder —— 43 der ———; 
alfo jedesmal auch einen Wechfel und nur einen einzigen, wie 
wenn 9. =0 gar nicht gezahlt worden, fondern nur der 
Wechſel — , oder +—, von 9, und 9..ı in Rechnung 
gebracht wäre. — Durch die unendlich Tleine Aenderung der 
Grenzen wird aber der partielle Ueberſchuß Z, nicht verändert. 


. 9) Aus der Gleichung L. der Nr. 7. Tann man aber auch 
ableiten | 
x) E, = &.+8&,.214+ = +6-ı. 


Iſt man daher überzeugt, daß eine der Funktionen @, 3.82. Bu, 
zwifhen x=a und x=h gar nicht mehr der Null gleich 
wird, daß alſo EZ, =0 iſt (weil die Acht gebrochene Funktion 


num im Nenner gar nicht mehr Dusch Null hindurchgeht), 


fo if ftatt 7.) zu ſetzen | 
): B=stats+ +6 


u u. m — van. — 
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d. h. in der Gleichung 9.) find dann bei dem Zählen ver 
Wechſel W, und W,, die nach 9, folgenten Funktionen p, 
gar nicht mehr zu berüdfichtigen, weshalb fie. auch gar nicht 
bergeftellt au werden brauchen. 


10) Wählt man zu der gegebenen Funktion Gi: die Funf- 
tion 9, (vom niebrigern Grade) fo, daß Fr bei jedem reellen 
) j 


Wurzelwerth @, von @, = 0, der zwifchen a und b liegt, ftet® 
vom Negativen zum PBofitiven und nie vom Poſitiven zum 
Negativen übergeht, — fo iſt der partielle Ueberſchuß E,, alle 
mal der Anzahl der, zwiſchen a und b liegenden reellen Wurzel: 
werthe von 9, = 0, genau gleih, und dann ift die Anzahl 
diefer Wurzelwerthe (nah Nr. 7. 9.) auch genau gleich dem 


Ueberſchuß WW, der Anzahl der Wechfel in der Reihe 


a, über die Anzahl der Wechfel in der Reihe (b), wenn nur 
—= () jwifchen a und b ri ungleiche reelle Wurzelwerthe hat. 


Diefe Bedingung Daß 5. — innerhalb der Grenzen a und b, 
wenn 9, = 0 wird, allemal Som Negativen zum Poſitiven uͤber⸗ 
geht) iſt aber erfüllt, fo oft 9, = 9, genommen, und unter 
p, die Derivation von 90 verftanden wird; denn wenn 
Par Par: Par x. 2. das bebeuten, was aus 

or ar om 
bezüglich wird, fobald man « ftatt x fegt, und weil pr die 


Derivation von ꝙ, u. ſ. w. iſt, — jo hat man (nad) $. 1) 


tert 
und (wegen 9. = 0) 
gan = Prh43ph’+ 6; 
alfo ift der Quotient 
Pan _1, PatPahte 


— 57 h p.-+39, + ... 
" 35% 
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und deshalb geht derſelbe mit h zugleich vom Negativen zum 
Bofitiven über, fo lange h unendlich fein gedacht wird. 

Dadurch ift aber der Lehrſatz des Sturm aufier Zweifel 
geftelt, für den Fall, daß bie gegebene Gleichung zwifchen a 
und b nicht gleiche reelle Wurzelwerthe hat. 

. 11) Denkt man ſich aber, daß 90 ben Saftor x—a, n mal, 
ven Faktor x, pmal, den Faktor xy, qmal, ıc. x. enthält, 
daß dagegen P, biefelben Faktoren x—a, x, x—y, ıc. ı. 
einmal weniger hat, während a, 8, y, x. ıc. reell find und 
zwifchen a und b liegen, — fv ift (nad $. 82.) 

(za 1x PP -Id(xz-yY)I1 om. ein gemeinſchaftlicher Faktor 
aller Funktionen 


Por Pır Par Psr Pi“ pr} 
und wegen der Gleichungen | 
= -1rPa—Purı (für u = 0, 1,2, + v1) fonnen feine 
zwei nächft auf einander folgenden diefer Funktionen, durch einen 
Faktor getheilt werden, welcher eine höhere Potenz von x—a, 
x-ß, x-Y, x. x. enthält, weil fonft alle, alfo auh 9, und 
9, durch diefelben getheilt würden, was gegen unfere Boraus: 
fegung if. Dividirt man alfo die Funktionen 


Por Pır Par Ps, '" P% 
alle, durch (x-—a)"-Ux--HyPPr-Kx—gq) .. und find bezüglich 
Ro, Rı, R,, R,, «RR, 
die Refultate diefer Divifion, fo gehen die Gleichungen 
9,1 -1P9—-Purı duch die Divifton mit demfelben Faktor 
über in dieſe: B,ı= „_-rRu—Ryrı, während nie zwei 
Nnaͤchſt auf einander folgende dieſer neuen Funftionen R, für 
x=a,ß,y, x. der Null gleich werden können. So oft alfo 
eine derfelden 5. B. R, für x=a, , Yy,- der Null glei - . 
wird, fo oft haben die beiden ihr in der Reihe nächft anliegen 
den, für denfelben Werth von x, entgegengefebte Vorzeichen. 
Daher gilt nun der Satz Nr. 7. 9. unverändert, wenn dort 
ſtait der Funktionen ꝙ, und p, jegt bezüglich die Funktionen 


Lei. 


._ — mn —zE 
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R, und R, gefeht werben. Weil aber 
= (za) -Ux-ApPKz ya, iſt, fo haben, ſowohl 
für x=a, als auch fr x=b, die Funftionen 


Por Pı, Par 5, p op 


und Ros.Rı, R,, Ro, R 


bezüglich ſtets einerlei Vorzeichen, oder ſtets bezüglich entgegen⸗ 
geſetzte Vorzeichen, ſo daß die Anzahl der Wechſel der Vor⸗ 
zeichen in beiden Reihen (dev ꝙ und der R), ſowohl für x=a, 
als auch für x=b, genau eine und diefelbe ift, während 
R, jeden der Faktoren x—a, x—P, x—y, x. nur ein mal hat. 


„Es ift alfo ber partielle Ueberſchuß E, von * inner⸗ 


„halb der Grenzen a und b von x, fo lange jeder der gleis 
„hen Wurzelwerthe a, P,y, x. nur einmal gezählt 
„wird; 

‘R, 


„weil er nur dann dem partiellen nebetſchuff von = 


„innerhalb 'verfelben Grenzen a und b von x, genau 
‚gleich ift, 
„allemal genau gleich dem Weberfchuß ber Beil el W, ber 
„DBorzeichen in der Reihe 


Po, Pır Pzı Pa," 9% 
„wenn fie für. x= a berechnet wird, über die Wechfel W, 
„in derfelben Reihe, aber für x=b beredinet; — obgleich 
jest- 9, =0 zwiſchen a und. b mehrere und beliebig viele 
gleiche Wurzelwerthe haben fol, wenn nur 9, =0 jeden 
berfelben Wurzelwerthe bezüglich gerade einmal 
weniger hat. 


Und fo oft 9, noch fo gewählt iſt, daß Fı (alfo auch 
2) für jeben veellen Wurzelmerth von 9, = 0. ber zwifchen 


a und b Hiegt, ſtets vom Negativen zum Bofitiven über- 
geht, und nie vom Poſitiven zum Negativen, — fo oft iſt auch 
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diefer partielle Ueberſchuß Z,, ver Anzahl der. reellen Wurzel 
weribe von .R,’= 0 (alfo auch der Anzahl der reellen Wurzel 
wertbe von 9, =0, wenn jeder vielfade Wurzeb 
werth nur als ein einziger gezählt-wird), die zwifchen a 


und b liegen, genau gleih, — fo daß auch die Anzahl ber 


legtern genau gleich ift dem Ueberſchuß W,—W, der Wechſel 
W, und W, in der Reihe 


R,, R,, R,, ... R, 


-alfo auch in der Reihe 


Por Pır Par '" Pr 
wenn man fie für x=a und für x=b berechnet. 

Nimmt man aber wiederum 9,=9, (unter , die 
Derivation von 9, verftanden), fo find nicht bloß die früheren 
Bedingungen alle erfüllt, fondern auch diefe letzte; denn es find 
z. B., weil x-—e in 9,, n mal vorkommt, die Werthe von 
Po, Pr 58 SH” fürz=a der Rull gleich, aber nicht 
mehr 90°; deshalb hat man (nach 8. 84.) 


n) hn- n+1) h® 
Del dr = 1a sr ae 





und h har 5 _ 
— (n) , AU _ matl), + 
Par = P n! TP. +1)! +" 
alfo if , 
1 (n) +1) “... 
Porn _ 1 ‚„o-D! Pa u a + 


ah hin 
’ Reto DT art Pe 
und deshalb geht der Quotient zur Linken mit h nugleich vom 
Negativen zum Poſitiven über, in fo ferne h unendlich klein ge⸗ 
dadıt wird. 

Alfo gilt der Sturm'ſche Lehrſatz ($. 285. II.) auch dann 
noch, wenn die gegebene Gleichung, zwifchen a und b gleiche 
reelle Wurzelwerthe hat, wenn jeder diefer vielfachen Wurzel 
werthe nur als ein einziger gezählt wird. 


(n-+1) «h+ .. _ 


— — 
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12) Aus der allgemeinen Unterſuchung zu Anfange biefe® 
Paragraphen geht aber ferner hervor ber Lehrſab des Rolle, 
naͤmlich: 

Die Anzahl der, wiſchen a und b liegenden reellen Wur⸗ 


- zelwerthe‘ der gegebenen Gleihung Fz,=0, ift nie mehr als 


um 1 größer, als die Anzahl der, zwifchen denfelden Grenzen a 
und b liegenden veellen Wurzelwerthe der Gleihung FL = 0, 


wenn Fi bie Derivation von Fx iſt, ſobald jeder vielfache 


Wurzelwerth nur als ein einziger gezählt wird. 
Es habe erftlih Fr=0 gar feine gleichen Wurzelwerthe, 
welche zwifchen a und b liegen. Sind dann E, und E, Die 


partiellen Weberfchüffe der beiden inverfen Brüche * und 

ns, — ift & der totale Weberfchuß des eritern, — find ferner 

n und n’ die Anzahl der zwifchen a und b liegenden reellen 

Wurzelwerthe bezüglich der Gleichuugen F.=0 und F=Q, 

fo bat man 

.  n=E, (nad Rr. 10. gegen Ente): 

und u | 
1. E+E=:. (nad Nr. 4) , 

während e= 0 oder = +1 iſt (nach Nr. 2.). Folglich iſt auch 
I. n=-—E+ts, dabei aber —Ei<n‘; 


und zwar ift nur dan -E,=n, wenn “ für jeden der - 


n‘ reellen Wurgelwerthe von F, = 0, vom Pofttiven zum Nes 
gativen übergeht. Immer alſo iſt 
VW. nn +. — 
Derfelde Sap gilt nun aber auch noch in dem anderen 
Balle, in welchen Fx= 0 nod die Wurzelwerthe a, ß, 7, x. 
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bezüglich n, p, q, ıc mal enthält, während a, 8, y, ı. zwiſchen 
a und b liegen, — -werin.jeder der vielfachen Wurzelwerthe nur 
ald ein einziger gezählt wird. Denn es iſt dann 
Fr = (za (x BP Ye Q, 


wo p jeden der Wurzelwerthe 0, P,y,- nur einmal bat; 
ferner " dann 


= (KORK u. Ya 


wo wi die Wurnelwecthe a, B, y, 2. gar nicht hat; folglich ges 
nügen ꝙ und Y genau ben Bedingungen ber Nr. 1. — Und 
da zu gleicher Zeit 


ift und der partielle Uederſchuß von m alfo von — (nad 
Rr. 11. gegen Ende) noch immer der’ Anzahl der veelen Wur⸗ 
zelwerthe von F.0, gleich iſt, welche zwiſchen a und b 
liegen, — ſobald jeder vielfache Wurzelwerth nur als ein ein 
-ziger gezählt wird, — fo bleiben die ‚Gleichungen I., IL, IIL 
und daher auch IV. unter berfelben Annahme auch jept no 


richtig. 

13) Aus diefem Sage geht auch noch hervor: Sind 

a, a“, a“, x. am) 

die, der Größe nach geordneten reellen Wurzelwerthe von 
F=0, ſo liegt, weil zwifchen a’ und a -gar fein veeller 
Wurzelwertb von FL =0 fi befindet, zwifchen benfelben 
Grenzen a’ und a" hoͤchſtens ein reeller Wurzelwverth von 
F,=0; und überhaupt Tiegt zwiſchen je zwei ber 
Größe nah nächſt auf einander folgenden reellen 
Wurzelwerthen von FR =0, höchſtens ein reeller 
Wurzelwerth. der gegebenen Gleihung Fx=0. 


— 1 
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14) Run kann man aber auch den Fourier' ſchen Lehrfag 
ableiten. — Schreibt man naͤmlich, — wenn x.O die gege⸗ 
bene Gleichung vom m" Grade it, — die Funktion F., und 
" alle ihre Derivationen nad einander bin, ſo dag man erhält 
bie Reihe Ä J 
(dee BR, Fi, Fr, —* FD md FE, 

‚ in welcher Reihe die auf einander folgenden Funftionen immer 
um einen Grad niedriger werben, fo daß FIT" vom 1! Grad 
und F konſtant nah x iſt; — find dam | 
| mn, n‘,-n", nn", on) und nm) 
die Anzahl der reellen Werthe, welche zwifchen a und .b liegen 
und welche diefe Funktionen in der Reihe. (x), bezüglich der Null 
gleih machen, unter der Boraudfegung jedoch, daß 
jeder vielfahe Wurzelwerth nur als ein einziger 
gezählt wird, — find mblih”-e, Ei, &,- Si Die 
totalen Ueberſchüſſe der Achten Brüche 
j F F' pe p® 
F, / pi’ pr’ pa-D ’ 
fo ift (weil FÜ” nah x konſtant iſty ne) —0 und (nach 
Nr. 12.), weil FÜ? die Derivation von FÜ? iſt, 
na-ı) = n@)_ Le, 15 nm-2 = nnd Lan; 
nn nd hen; non tes; non ten, 
n—n "Le, und n—n-te, 
fobald jeder vielfache Wurzelwerth nur als ein einziger gezaͤhlt 
wird. Addirt man alle dieſe Gleichungen oder Ungleichungen 
und hebt man links und rechts ſo viel wie moelich auf, ſe 
giebt dies 
nSste, ta, + -em-i. 

Bezeichnen wir nun durch (a) und (b) die Reihen der poſi⸗ 

- tiven oder negativen Zahlen, welche aus. der Reihe (x) bezüglich 


N 
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fr x=a wofür x=b ſich ‚ergeben, fo iR (nad Nr. 2.) 
die Summe aller ⸗ gleich der Summe aller Uebergänge der 
Wechſel irgend zweier auf einander folgenden Glieder von (a), 
m Folgen in den entfprechenden Gliedern von (b), weniger 
der Summe aller Vebergänge der Folgen in (a), in Wechiel 
in (b); alfo auch gleich dem Ueberfhuß aller Wechfel in (a), 
über alle Wechfel in cb). — Folglich it n— als dieſer lebt 

erwähnte Ueberſchuß; und dies iſt der Lehrſatz des Fourier 
(8. 285. IL). 

Sollten fr x=a oder für x=b, eine Anzahl n 
diefer Derivationen der Null gleich werden, 3. B. 
FO, FCTh, u. bis FED, fo müßte man fich die Grenze 
a, oder b, um ein unendlich kleines h vermehrt ſich denfen; 
dann behalten die übrigen Derivationen für x=a ünb für 
x=ath, (oder für x=h und für x=b-+h) einerlei Vor 
zeichen (jo lange h unendlich Klein iſt), während (nach $. 84.) 
gefunden wird 


(Oo). FE = Hehe 
petn-n, _ be 


on), _ MT, 
x (n——1)! +, (n—v)! re 


fo daß FO? und FO einerlei Vorzeichen haben, für 


jeden Werth) a ober b von x, welcher FO? bis Ft 
der Null gleich gemacht haben. Es bekommen alfo alle Deri⸗ 
vationen PP, FÜ, PU+D, .. FOHD, welche für 
x=a (ober für x—=b) der Null gleich geworben find, für 
x=ath (oder für x=b+h) mit Fit” einerlei Vorzei- 
chen, fo daß die Anzahl der Mechfel in der Reihe (a) ober in 
ber Reihe (b) nicht verändert wird, wenn man dieſe Nullwerthe 
als nicht vorhanden anfteht. 


Diefelbe Gleihung (©) läßt aber auch noch fehen, daß 
wenn —h ftatt h geſetzt wird, dann 
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(einerlei 
(uv) (n) 
F,,) und F, I R — Vorzeichen haben, je 
on gerade 
nachdem n—v — iſt. Es belommen alſo alle Deri⸗ 


vationen 


Gyꝑ6-416) (u+3) („4n—1) Gun) 
F, ' F, ‚‘ F, ' F ' F, r F, 


welche bis auf die lebte für x=b (oder/ für x=a) dr 
Nul gleich geworden find, für x=b—h (oder für x= a—h) 
folde Vorzeichen, daß fie lauter Wechfel liefern, während dies 
felden fir x=b+h oder für x=a-th lauter Folgen ges 
liefert haben. 

Da man nun 9*P ſtatt a und bh flatt b ſetzen kann, 
wenn nur h unendlich Hein gedacht wird, jo folgt: 

dag die Anzahl der reellen Wurzelwerthe von F, = 0, wenn 
jeder vielfache Wurzelwerth nur als einziger gezählt wird, nie 
überfteigen Tann den Ueberſchuß der Wechſel in der Reihe (a) 


- über die Wechfel in der Reihe (b), wenn man auch in der 


Reihe (a) alle Nullwerthe, welche vorkommen, gänzlich unbe⸗ 
achtet läßt, dagegen in der Reihe (b), ftatt der Nullwerthe, 
folche Vorzeichen fest, daß fie mit dem Werthe der nächftfolgen- 
den Derivation, der nicht mehr Null ift, lauter Wechfel bilven. 
Somit ift der Fourier'ſche Lehrſatz ftrenge erwieſen. 
15) Iſt nun 
F, = 1-xU -A xml -A, am 2 0 An X An 
fo nehmen für x=0 die Funktionen 
77 F, Fr}, Fi, Pr, .. Fe”, Fe (x) 
bezüglich die Werthe 
An, Am-ı, 2A m-—-?27 ‚Bl Ans, A Ana, ... (m—1)!A,, m!i, 
an, fo daß dieſe Werthe eben fo Viele MWechfel ner Vorzeichen 
bieten, als deren die bloßen Koeffizienten 


An ' An-ı ’ An-ı ' An-3, Ami y A 17 1 
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felbft haben. Für x= too werden bie. Glieder derfelben 
Reihe (z) alle pofitiv, gewähren alfo gar feinen Wechfel der 
Borzeichen; alfo liegen nach dem Fourier’fchen Lehrfabe zwi- 
fihen O und oo nicht mehr reelle Wurzelwerthe als Die Koef⸗ 
fizienten der, Gleihung Wechfel bieten, indem man diejenigen 
ganz unbeachtet läßt, welche Nullen find. — Dies ift aber der 
Lehrſatz des Carteſius ($. 285. I.) | 


- $. 287. 


In der Anwendung des Fourier'ſchen und des Sturm- 
ſchen Lehrſatzes muß man noch Folgendes beachten: 


1) Wird für x=a, F, ſelbſt der Null gleich, fo Tann 
man fih nur noch fragen, wie viele veele Wurzelwerthe von 
Fx,=0 zwifchen a+h und b liegen, während h unendlich Elein 
gedacht wird. Dann aber haben Fayn und F, ftet8 eine F olge 
der Vorzeichen. 

Wird aber Fu, =0 für x=b, fo kann man nur noch 
a und b--h ald die Grenzen anfehen und dann bilden Fr 
mit FL ſtets einen Wechfel. 

Im erftern Sal kann man jedoch auch a—h, und im an 
bern Fall Tann man auch b-+h als die Grenzen anfehen; 
dann liegt aber der Wurzelwerth a (im erftern Sal) oder b 
(im andern Fall) ebenfalls noch dazwifchen. 


2) Werden bei der Auffindung der Funktionen 9,, 9, 
Ps, “. 9, alle Bruchfoeffizienten vermieden, fo darf man die 
- Dividenden, vor jeder neuen Divifion, nur mit pofitiven 
Zahlen multipliciven, damit die Vorzeichen der Werthe der 9 
nicht verändert werben. s 

3) Sept man a=—w und b=—+w, fo erhält man 
bei Fourier die Zahl, "welche die Menge aller reellen Wurs 
zelwerthe ber Gleichung nicht überfteigen Tann, — die vielfachen 
als einfache mit gerechnet; bei Sturm dagegen die genaue An- 
zahl aller verfchiedenen reellen Wurzelwerthe, welche bie ge- 
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gebene Gleichung Fy⸗ 0 hat. Kam man dann noch beſtim⸗ 
men, ein wievielfacher jeder derfelben.ift, ſo kennt man auch die 
Anzahl aller reellen Wurzelwerthe, und zieht man dieſe von 
- der Zahl m, welche den -Srad der gegebenen Gleichung anzeigt, 
ab, fo bleibt die Anzahl aller imaginären Wurzelwerthe übrig, 
welche die gegebene Gleichung hat. _ 

Wie oft aber ein und derfelbe Wurzelwerth & in’ der geges 
benen Gleichung Fx = 0 vom mt Grade, vorfommt, läßt fi 
auf folgende Weiſe beſtimmen. Kommt er namlichen mal vor, 
ſo iſt 

F. (-a)y. p. und Fi = (x-a)i-I{np-Hx—-a)-p'], 
(nach V. 8. 87.); alſo iſt auch 
FR ___x0 
F, .P 
| x  n+(z “o) Fr | 
Sept man nun in Nr. 11. des $.286., Fx flatt.p, und F! 
Ratt @,, fo ift auch 


_ Fr X— [04 


FR 12-0). | 
dabei aber R,= (x—0). U * R = Y-H(x—ao). D, 
wenn unter R, die Derivation von R, verſtanden wird; 


folglich iſt auch 


Xx— 


Dividirt man nun die I. us die J., ſo findet fich 


R n+{x-e). T 
—— —t alſo =n, fr x=e. 
RR 14660). S | “ 


| Rh. 
Man erhält alſo die Zahl n, wenn man in ne a ftatt x 
" - ö 
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ſchreibt, und — in fo ferne a irrational fein follte, alfo R, 
und R, nur näherımgöweife ausgerechnet werben fünnten, — 


eben nur die ganze Zahl in dem Duotienten. nimmt. — 


1 
0 


Derfelbe Quotient, fuͤr 28, x=y, x. berechnet, giebt 
dann bezüglich die ganzen Zahlen p, q, ⁊xx., weldhe anzeigen, 
wie oft jeder der Wurzelwerthe 8, y, x. in FA0 vorkommt. 

Die weiteren intereffanten Ginzelheiten, wolle der geneigte 
Lefer aus der Abhandlung ded Sturm entnehmen, welche fid 
in den: Me&moires presentes par dix-savans ä l’Academie des 
sciences de l’institut de France. T. VI. 1835. vorfindet, und 
in Betreff der Arbeiten des Fourier, aus dem ſchon oben an⸗ 

geführten Werke. 


4) Wir wollen aus der Sturm’fchen Abhandlung nur 
noch. die eine intereffante Thatfache mittheilen, nämlich: Hat die 
Gleichung Fx=0, Tauter'ungleiche reelle Wurzelwerthe und 
. trifft es fih, daß von den Funktionen 


(X F,, Par Par Par" Pr 


welche nach 8. 285. III. gebilvet werden, jede folgende genau 
nur um einen ©rad niedriger ift, als die nächft vorhergehende 
(ein, Fall, der ald die Regel angefehen werben kann), fo daß 
deshalb P, (nach x) Eonftant und » = m ft, — fo hat F,=0 
genau fo viele Paare imaginärer Wurzelwertbe, ald die vor 
ftehende Reihe (x) (von m Funktionen) — wenn man von jeber 
Funktion nur die Koeffizienten ihrer höchften Potenzen von x 
nimmt, Wechfel der Vorzeichen bietet. 

Der Beweis ift aud dem Borangegangenen leicht zu führen, 
wenn man bedenkt, daß die Zahl aller reellen Wunelwerthe 
nach 8. 285. III. erhalten wird, fobald man daſelbſt a= 
und b= oo jegt und daß bie Vorzeichen der Reihen (a) amt 
(b) dafelbft, dann nur: von den Vorzeichen der erſten Glieder 
der Funktionen abhängen, d. h. derjenigen Glieder, welche bie 
hoͤchften Potenzen von x enthalten. 


| 


| 
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Anmerkung 1. Cauchy hat noch ein Verfahren ange 
geben, durch welches bie Anzahl ber imaginären Wurzelwerthe 
ber gegebenen Gleichung F. = 0 beftimmt wird, welche von ber 
Borm.a+-P-i find und wo der Repräfentant von a+-f-i (8. 207.) 
innerhalb einer beliebig angenommenen gejchloffenen Kurve liegt, 
während letztere auch. ein Rechteck fein kann, deſſen beide, mit 
der Ordinaten-Are parallelen Seiten durch die Abfciffenwerthe a 
und a’ und deſſen beide anderen Selten durch die Orbinaten- 
Werthe b und b’ gegeben find, fo daß dann « zwifchen den 
gegebenen Grenzen a und a‘, und 4 zwifchen den gegebenen 
Grenzen b und b’ Tiegt. Wenn auch diefed Verfahren in der 
Anwendung manden Schwierigfeiten und namentlich höchft ver: 
widelten Rechnungen begegnen muß, fo ift der Sap felbft doch 
ein’höchft interefjanter Beitrag zur Lehre der höheren Gleichun⸗ 
gen, weshalb wir den Lefer noch darauf aufmerkfam machen. 


.(S. Journal de Mathem. par Liouville. T.1. 1835. und T. V. 


1840.). 


Anmerfg. 2. In den Comptes rendus hebd. d. seances 
de l’Acad. d. sciences 1853. Nr. 7, (vom 14. Februar 1853) 
wird von Hermite ein Say angegeben, welcher ald eine Aus 
dehnung des Sturm’fchen Lehrfaged auf zwei Gleichungen mit 
zwei Unbekannten anzufehen iſt. — Bei dem und vorgefegten 
Zwecke dieſes Werkes ift ed und aber nicht erlaubt, überhaupt 
noch weiter hier in diefe Materie einzugehen, und glauben wir dies 
um fo eher rechtfertigen zu können, ald von einer weiteren Ver⸗ 
folgung diefer, an ſich ſehr intereffanten Unterfuchungen, für bie 
praftifche Auflöfung numerifcher Gleichungen zur Zeit noch 
nichts abgezogen werden zu koͤnnen ſcheint. 

Wir wollen daher zu dieſer Abtheilung nur noch einige 
Worte über die numeriſche Auflöſung tranſcendenter Gleichungen 
hinzufügen. 


8. 288. | 
Die Newton’fche Näherungs-Methode hat noch den Vor⸗ 


— 
- 


560 B.d. (näherungsweiſen) Aufluſ w. Kap. XL 8g. 268. 


theil, daß fie ſich auch ohne alle Abänderung auf die Auflöſung 
numeriſcher tranfcendenten Gleichungen 3. B. die Gleichungen 
3Sinxs-IxHiI =0 

ober log x+4x?—2x = 0 j 
u. dergl. Anwenden läßt. - 

In fo ferne ſolche tranfcendente Gleichungen auf die Form 
der höheren algebraifchen Gleichungen gebracht werben Tönnen, 
was 3.8. bei der erſtern der vorftehenden augenblidlich ber 5 
if, — weil man Siax=x—Ix’ + 425 x. x. bat, 
wird auch allemal die Verbeſſerung des Fourier ($. 276) 
ohne alle Abänderung Platz greifen können. Bei folchen 
tranfcendenten Gleichungen Dagegen, welche man nicht auf die 
Form ber höhern algebraifchen Gleichungen bringen wii, muß 
erft der Begriff der „Derivation” verallgemeinert werben 
(was in der Differenzial-Rechnung gefchieht, und ber dortige 
Differenzial- Koeffizient, oder Differenzial⸗Quotient, ift eben diefer 
erweiterte Begriff der „Derivation“); dann aber findet ebenfalls 
die Verbefierung des Fourier in derjelben Form ftatt und aus 
denfelben Gründen; was jedoch zur Zeit nicht näher erörtert 
werben Tann. 


Zwölftes Kapitel. 


Zerlegung einiger tranfcendenten Zunktionen in Probufte 
aus unendlich vielen Saltoren. Summation barmonifder 
Reihen. = 


“@ 

$. 289. oo. 
Wenn man eine höhere Gleichung Fr =0 vom mm Grade 
nach fleigenden Potenzen des Unbekannten x orbnet, fo daß 

man hat 

Fr =A,t+AıXtAsr As’ + cr +Auz®; 

und wenn wi, War War, Wu, ** Wu, Die m (reellen oder 
imaginären) Wurzelwerthe der höheren Gleihung Fx = 0 find, 
welche zum Theil einander gleich oder alle von einander ver- 
ſchieden fein Tonnen, — fo ift (nach $. 229. VIII.) _ 


RN EEE BES IRNRE 
d. h. die ganze Funktion F, ift in lauter Faktoren von der Form 


1-— zerlegt, welche gruppenweiſe einander gleich, aber auch 


alle von einander verſchieden ſein konnen. 

Dies läßt ſich auf mehrere tranſcendente Funktionen, welche 
ſich auf die vorſtehende Form Fr bringen laſſen, und dann als 
ganze Funktionen vom unendlichen Grade erfcheinen, ausdehnen. 


Weil man z. B. durch x neun ale Werthe aus 


gebrüdt hat, welde Cosx, = 0 made, wenn man nur flatt 
n nach und nach O, 1, 2, 3 und alle pofltiven ganzen tZahlen 
ſchreibt, ſo iſt Gach Obigem) | 

II. 36 
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Cave = (12212) 3a) 0-0 3e)-- min 


oder, wenn man je zwei diefer Baftoren in einen Doppel⸗Faktor 
sufammenfaßt, 


1. Cox =( N- -)t- all- a) in inf. 


Eben fo find in der Formel x=Lnz, wen n (nid 
Rull, ſondern) nur alle ganzen Zahlen vorſtellt, alle Werthe 


aisedrich, welche 2R, SO ‚machen; folglich findet ſich 


=> ( 2X) 


oder 


I. Sinx = -2)f- - ale)“ in inf 
| Dieſes Verfahren iſt nach unſeren Anſichten vollkommen ge⸗ 
rechtfertigt, dadurch, daß die Reihen für Sinx und Cosx für 
‚ jeden reellen und imaginären Werth von x Fonvergent find, 
d. h. ſtets einen beſtimmten endlichen Werth annehmen, ſo daß 
dadurch dieſe beiden unendlichen Reihen, welche wir durch Sinx 
und Cosx bezeichnet haben, in jeder Kategorie, die Eigenſchaf—⸗ 
ten der ganzen Sunktionen von x haben, während alles, was 
für letztere gilt; die Höhe m des Grades willfürlich und beliebig 
groß voraudfegt. — Es ift nur noch eined unbeachtet gelaflen; 
es ift nämlich noch nicht unterſucht, ob die Gleichungen 
Cosx = 0 und Sinx = 0 nicht vielleicht gleiche Wurzelwerthe 
haben; denn wenn ſie dieſe haͤtten, ſo muͤßten in den Gleichungen 
j. und’ IL “Au die einjelnen entfprechenden Faltoren mehrfach 
in einer’ Potenz) vorkommen. 


7 Sf aber. 








u " Rs Tarıke ‚in inf, = Sinx, 
fo findet 1) ſogleich die Derivation 
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F=1-- StI- in inf. = Cosx. 


Und umgefehrtt: it F,= Cosx, fo finder ſich . augenblidlich 
die Derivation = —Sinx dazu. — Da nun, wegen 
(Sinx)?+HCosx)?=1, nie Sinx und Cosx zugleich, alfo 
nie F. .und F zugleich ber Rull gleich werden Tonnen, fo 
haben die Gleichungen Cosx = õ und Sinx — 0 nie ein Paar 
gleicher Wurzelwerthe (nach 88. 87. 88.). 

Dadurch ift aber das obige Verfahren vollftändig gerecht: 
fertigt, durch welches (in den Gleichungen L und II.) Six und 
Cosx in Produfte aud unendlich vielen Faktoren, zerlegt fich 
finden. — Der Sinn diefer beiden Gleichungen ift Fein anderer, 
als daß, wenn man diefe Faktoren mit einander multiplicirt und 
die Produfte ftetd nach x ordnet, je mehr man von dieſen Fak— 
toren, in. der Ordnung, wie fie (in I. und IL) ftehen, nimmt, 
defto mehr das nach fleigenden Potenzen von x georbnete Pros 
duft mit den entfprechenden Gliedern der unendlichen Reiben, die 
wir durch die Zeichen Cosx und Sinx bezeichnet haben, zu⸗ 
fammenfallen. wird. — Der Buchſtabe x ift dabei ganz allge- 
mein, ein bloßer Träger der Operationsgeichen. 

Man Tann diefe Gleichungen J. und II. auch ſo ſchreiben, 
naͤmlich 


. (sx=- eli— ee] | 





(2a+1)?7?. 
und F j 
MX: . X- 
u. et 


indem. man unter P das Produkt aller der amenblich vielen 
Faktoren verfteht, welche aus dem eingeflammerten Ausbrud ber- 
vorgehen, wenn man ftatt a nach und nach O, 1, 2, 3 und alle 
pofitiven ganzen Zahlen bis in's Unendliche, geſetzt fich denkt. 
Anmerkung. Euler hat (in feiner introductio in ana- 
hysin infinitorum) einen anderen Weg betreten ‚um zu biefen 


Refultaten zu gelangen. 
36 * 





64 Berlegumg tranfendenier Sun Kap. XILS.289. 
“ L Nachdem er nämlich bie beiden Binomien 
1) zutim und 2) zm-gm 

| in ihre m einfachen Faltoren, bezüglich von der Form 


+1 ®n 
—rd 


3). Zae:0. ud A). Zion j 
zerlegt hatte ($. 244.), wo n ſowohl 0 ald auch jede pofitive 
und negative ganze Zahl vorftellt, — machte er ſich auch an 
die Zerlegung der beiden Ausdruͤcke 

te ei—e—* 


welche wir im $. 168. beziglich durch 
Kx und 8. 


bezeichnet und in den darauf folgenden Peragtaphen naͤher be⸗ 
trachtet haben.’ 


m & ging nämlich von dem, im 8. 184. ‚niebergelegten 


Satze aus, nach welchem iſt 


1 


4 — m — — 2* = | 
&=(1r8)" und u (1 =) fü neo, 


- fo daß man hat, : Fe 
eite— | xım xım \ 
2 "es #(1-5)] fe men, 
und er hatte dann die neue Unterfuchung auf die im Eingange 
von 1. erwähnte zurüdgeführt. — Setzt man nämlich (14 =) 





fait“ 2,“ umd- (1-5) fatt a, „in die Ausdrüce L1.—A, 

jo ergeben fh diem (d. h. bie unendlich vielen) Faktoren von 
N); et und 6) (ee 

bezüglich fo, wie folgt, nämlich 


and 


| 


De nee) 


. wo » 0 ober irgend eine poſitive ganze Zahl vorftellen fann, 
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m 9 (Mma)-l-ahe 


wo m=@, m aber nach und nach 0 und jede pofitive und 
negative ganze Zahl vorftellt; und es kommt, nun 'nur noch 
darauf an, diefe Faktoren umzuformen, fo nämlich, daß fie die 
Form xp annehmen, ober daß das Produkt je zweier dem | 
jelben Die Horm x’-px+gqg erhält. — Dies fann aber auf | 
jelgendem Wege gefchehen. | . | 


II. Nimmt man nämlich z. B. in 7.) die beiden einfachen | 
Faktoren zufammen, wo n=» und n— -0+D iſt, ſo | 
hat man (aus 7.) biefe beiden, namlich: | 








währenn m=o. ift. — Multiplictt man, nun biefe beiden | 
Faktoren mit einander, fo erhält man (aus 7.) den Doppel-Faftor 


EHE 








En 4. 
22 
alt 5-(1-5)- — wo mæco, 





le] m 
d. h. | 
al(0» —F x? rt r) | fr m=o, 








2 
oder 


rl e)] Mr nm 
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Weil aber 


| alſo — wird, fuͤr wo und da man m Immer fo 


sro 1 benten tam, daß —e— 2 — jt *), ſo folgt, daß 


2m! 
(für m=o) Cotg Sl un — wird, ſo daß der 


obige Doppel⸗Falktor bie- Form 
an 2,1" I 
9) (en en). [142 * | 


annimmt, wo, m= a fl. 

Man bekommi alſo alle Doppel⸗ Faltoren von ei-e-Z, 
wenn man in dem fo eben gefundenen Doppel» Faktor (9.) ftatt 
v'erft O, dann 1, 2,3, ıc, und alle pofttiven ganzen Zahlen 
fest, bi In‘ Inenbtiche **), ſo findet ſich 


—— Ax? Ax⸗ Ax? V 

10 040-4 (u m ae re ii in—. 
wo 

440.1 3 5 7 .\ 

' A= (28:01). — — —* (25:0, — r) in inf., 
dabei von x unabhängig‘ ift, alfo für jeden Werth von.x, dei 
ſelben Werth behält, und nun noch einfacher ausgewerthet wers , 
den muß. 

- . Seht man :abet! in ber Gleichung 10.) 0 ſtatt x, ſo giebt fie 


2 A 





*) Dan darf ſich z. B. nur m-in ber Form (ut»)? oder (uꝓ 
denken und k>1, zugleich aber u=w. 

”) Man hat nämlih oben n=» und =—(v+i) genommen und 
biefe beiden Formen brüden genau O und alle-pofitiven, wie alle negativen 
ganzen Zahlen as, fobald man »=0:. und = jeber poſitiven ganzen 


Zahl nimmt. 


rm 


« 
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und fo erhält man nun aus 10.), wenn man noch dutch 2 
dividirt, Er 


1) eier —=(h wu —E— 


d. h. wenn man ſtatt e* und e=* die Reihen ſetzt, welche dieſe 
Zeichen rn 


12) 14 tet Iy,0r, in inf. | 
4x? 
=(1+2 7 tg Im + a a in Inka 
d. h. wenn man die Faktoren zur Rechten nach und nad) mi 


einander multiplichrt und jedes neue Produkt, auf's Neue in did 
Sm 





ee Re Su Zu, SeTaHe 


umformt, fo nähern fich die Werthe a, B, y, 20. 2%. ohne Ende 
. den obigen Koeffizienten 


gr ar gr x. x. und weichen 
zulegt von den letztern bezüglich um unendlich wenig ab. 

IV. Ganz auf demfelden Wege liefert die Nr. 8., wenn 
man zuerſt n=0 feßt, dann n=-4» und n=—, Diele 
legtern beiden Faktoren mit . einander multiplicitt, zulegt aber 
flatt » alle ganzen pofitiven Zahlen gefchrieben ſich benft 
(damit n alle feine Werthe erhält und Teinen doppelt), — das' 
nachftehende Refultat, nämlich: 

e*—e”* 


1) — 2 {143 Ni —F Nur 1) in inf, 
d. h. | " 


14) +77 + x’-- in inf. — 


‚dla 


BES ER MENT a4) ini.) 


3.! 





*) Es iſt nur dabei noch zu bemerken, daß man zuerfi erhält 
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V. Sept-man aber in 11.14. x-i flatt x, fo geben 
diefe fogleich noch die folgenden Refultate, nämlich 


nel) 
16) 1-2 + rg in inf 

- (1-7 —1* ri per) in int 
1) 3x = 1-2 El) in inf. 


“, e 





18)  x— tape 174 in int. 


2 2 ° 
- (1-1 Na) in it 
VI. € verfteht fi nun von ſelbſt, daß, wenn man (nach 
8. 246.) die Ausdruͤcke 
zu L2anzR.Cos gta 
in ihre Doppel-Saktoren von der Borm - 
2 z*+2rz-Cos vr? . 

zerlegt hat, dann auch, wenn man 43 ſtatt 2, und 


— 


e*-e = = Bılt+ tz iur lt a) in inf. 
wo B das Vrodun | 
2 
2. (25in Zn) (25in =) (25in Sr) in inf, fir m= oo, 
sorftelt. Am nun B zu finden, muß" man bie erflere Gleichung vorher noch 
durch x dividiren, fo daß man, wenn flatt e* und die Reihen ſub⸗ 
ſtituirt werden, zur Linken die Reihe 14 31 + 4 in int.) zu ſtehen 


bat. Seht man nun 0 flatt x, fo erhält man —* 
2=B. 
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(1-&)" ſtatt a ſetzt, und m=o ſich denkt, — daß man. 
dann die Zerlegung von 
e?:+2Cos pe 
in unendlich viele Faktoren von ber Form 
z’4px+q 
erhalten werde, — auch daß auf analogem Mege ſich noch meht 


analoge Zerlegungen auffinden laſſen. 
| Und wenn alle diefe Gleichungen für jeden Werth von x 


| . gelten, fo erhält man aus ihnen, dadurch daß man flatt x nach 


und nach immer andere beſtimmte Werthe febt, wieder eine un- 
endliche Menge von Zahlengleichungen, in denen irgend eine 
beftimmte numerifche Zahl in ein Produkt von unendlich vielen 
 .- ‚@iffens) Faktoren ausgebrüdt ſich fieht, fo oft nur letzteres 
auch einen beftimmten envlichen Werth, hat, d. h. fo oft das 
Produkt von n erften Saftoren eine ſolche Funktion von n iſt, 
daß fie für n = wo einen beftimmten endlichen Werth annimmt *). 
VI. So ſinnreich aber das in II. ausgefprochene Verfah 

ven Euler's ift, und fo einfach zugleich, fo laſſen fich doch 
gegen baffefbe wefentliche Bedenken erheben. | 


1) Die Gtägung & = (14%) für mo, iſt feine 


Sormgleichung , d. 5. ſie gilt nicht unabhängig von x, fondern 
fie fegt x veell voraus und fagt weiter nichts, ald daß unter 


dieſer Vorausſetung der Werth der Potenz 


dem Werthe der Exponential⸗Funktion e deſto näher rüdt, je 
größer man m nimmt und daß beide Werthe einander unendlich 
‚nahe. rüden. fönnen. Man müßte alfo zunäͤchſt erſt beweifen, 


*) Dies iſt unter Anderen auch ber Fall, wenn die Summe ber Loga⸗ 
rithmen aller unendlich vielen Faktoren eine roönvergente unendliche Reihe 
bilden, — weil dann ber Logarithme bed Produkts und deshalb das Produ 
ſelbſt, einen endlichen befinnmten Werih hat. J 
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daß diefelbe Gleichnng auch für jeden imaginären Werth von 
x zugelaffen werben kann. 


2) Wenn aber auch diefer Beweis geführt wäre, fo müßte 
. man doch mit Recht fi) noch fragen, ob nun dad gewonnene 
Endrefultat in dem Simme gilt,. wie folder am Ende von II. 
- audgefprochen worden iſt, während eine Menge von fpäteren 
Konfequenzen wegfallen würden, wenn fie nicht in dem eben 
- erwähnten Sinne wahr fein follten. 


3) Diefe Bedenken wachen an Bedeutung, w wenn man auf 
die Art und Weife Nüdficht nimmt, wie in III. der. Koeffizient 
A, und in der Note zu IV. der Koeffizient B beftimmt worden 
if. Gilt nämlich die Gleichung IV. Nr. 10. nur für einen ge- 
wiſſen Umfang der Werthe von x, innerhalb defien aber x = 0 
ſich befindet, ſo beftimmt fich der Koeffizient A auf dem betre⸗ 
tenen Wege, obgleich das Endrefultat ebenfalld nur in demſelben 
Umfange der Werthe von x gilt, z. B. nur fo lange x reell ifl. 

Diefelben Bedenken bleiben aber auch, wenn man bei dem 
Uebergange zu m= co genau das von Euler (in feiner in- 
troductio in Analysin inänitorum) . durchgeführte Verfahren 
Plap greifen läßt, welches von dem bier in IH. und IV. beires 
tenen Wege etwas abweicht. 


VIR Euler ſchon und feine Nachfolger haben die Zers 
legung von Sinx und Cosx in Produfte von unendlich vielen 
Faktoren auch mit Zuziehung ber Integralrechnung durchgeſetzt, 
auf verſchiedenen Wegen. erfolgt man aber dieſe, der foges 
nannten höhern Analyſis angehörigen Verfahrungsarten mit 
einiger Aufmerkſamkeit, jo muß man bald finden, daß Feine der⸗ 
felben die Ueberzeugung von ber Allgemeingültigfeit ber 
Formeln gewähren kann, in dem zu Ende von III. ausgeſpro⸗ 
chenen Sinne. | 

‚Deshalb wird man, wenn die gedachten Refultate als all 
gemeine (Form⸗) Gleichungen erkannt werden follen,. den im Pa 
tagraphen betretenen elementaren und zugleich naturgemäßen 


— 
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Weg zu ihrer Herleitung wählen wäffen, oder einen ihm anas 
logen. 
8.290. 
‚ Euler geht nun weiter und nimmt die Logarithmen der - 
Ausvrüde J. und II. des $. 289. links und rechts. Weil aber 
der Logarithme eined Produkts gefunden wird, wenn man bie 


Summe ber Logarithmen aller Faltoren nimmt, ſo erhaͤlt man 
(aus I. und II.) 


dx? 
IV. log Sinx = log x+ | og (1- Gin 7 3 )l- 
Run ift aber (nad) den 88. 181.—183.), für jeden einzelnen 
Werth von a, Zu 
. (2 x)? —— 1 (2x)?+2 

* (nr A) u sl + er: | 

x? | x20+2 
log (1 Gr (-+1)?7? rn) = fe (+19 1; 
folglich erhält man (aus III. und IV.) - 


nr 1 (Axjn+3 
V. log Cosx = = [4° re 


25-423 
VI. dgSinx=logx— slH- Gr) 
jo daß hierdurch ZogCosx und log Sin x-logx in Reihen 
ausgebrüdt find, welche nach (geraden) Potenzen von x fort- 
laufen und in denen vie Koeffizienten der einzelnen Potenzen von 
x, numeriſche und Eonvergente unendliche. Reihen find; — denn 
es ift der Koeffizient von x?= (indem man b=n—1 nimmt) 


nV... = — sl ir | 
d. h. = a tt in inf.) 
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N _ 1 ] 
und in VI. ... — — pen — 


= I Ät+ . tr 4 in inf.). 


Euler verfolgt dann die Berechnung der reellen Werthe 
diefer Logaritimen (dev Neper’fchen Logarithmen, von Cosx 
und Siax mittelft diefer Reihen, noch etwas weiter. — Sollen 
aber die Gleichungen IH. und V. allgemeine (vollfommene, rich⸗ 
tige) Gleichungen fein, fo muß man ($$. 181.-183.) auf der 
rechten Seite noch Zogil addiren. 

Anmerkung. Euler zerlegt, wie wir oben bereitö ge 
zeigt haben, noch mehr ähnliche Funktionen in Probufte aus 
unenblih vielen Faktoren, namentlih auch die Yunktionen 
Er" me IT, welche wir im $. 168. bezüglich 
durch K, und S, bezeichnet haben und von denen wir wiffen, 


daß fie bezüglid = Cos(x-i) und = 2.Sin(x-i) find. — 


Weil aber die Gleichungen $. 289. I. und II. gelten, 
obgleih x feinen beſtimmten Ziffernwerth hat, fon: 
dern nur ein Träger der Operationdzeichen ift, fo darf 
man nur in den Gleichungen I. und I. x-i flatt x ſetzen und 
man erhält fogleih: 


| eite-: _ 4x? 
VL Bd. 8 nn 
und | 
VIII. 











S, e — ee” = 

x d. h Rx PH er nr) 

woraus dann wieder ZogKx und log S; in Reihen, ganz ana- 
log wie Jg Cosx und log Sinx, entwidelt werben fünnen. 


8. 291: 


Haben F. und w,, Wa, Wa, ** Wm genau wieder bie 
Bedeutung wie im Anfange des 8. 289.; — iſt aber A, 
atigenommen; — bat man alfo bie —8X Gleichung 


— — — — ——— — — — — — — — 


.- .— — — 
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4) 1+A,x+-A,x?-+ + --A,x® 


(8/12). (2) 


und find w,, W., ++ Wu die m Wurzelwerthe der höheren. 


Gleichung 
2) IA, x+A,z’+A,r°+ * —E =0; 


% 


ſetzt man dann hier herein I fatt x und multiplicitt man _ 


zu gleicher Zeit mit zum, fo erhält man 
3) z0m+A,zm1tA,zmih oo An 


ke 


6) 
ı 1 1 


während wi m on die m Wurzelwerthe ber aus 2.) 


hervorgehenden höheren Gleichung 


4) zu-A, Bu Az A,zu .. -An= 
find. 

Dezeichnet man nun durch S, u S,, S,, + Sn die Summe 
der item, Zien, Zten, oo. nien Potenzen diefer legtern Wurzelwerthe 
ı 1 71 1 
Fe —— jo daß 

tet 

WW Wn 

iſt (fr n=1,2,3,..n), eo hat man nach dem Newton: 
fchen Lehrfag für Potenzſummen ($. 239.) 

S,+A,=0; 
8,+A,5.+24, = 0; 
S;+A,S,+A,9,+3A, = 0; 
S,+A,S,;+A,5,;+4,5,44A, = 0; 
und allgemein (für u= 1,2, 3, + n<m) .. 


6) StArSurtA, Sur .. +A,_18,+urA, =. 





J 
— 
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Sept man nun in die Gleichung 2.), indem man m = w 
fi denkt, flatt der vr zur Linfen die Reihe für 


en, nämlich I- 37 rt — Pęp- in inf. 





ſo find w,, Wa, Wa, We, alle Werthe von x, welche 


=0 machen, — alfo alle Werthe von x, welche 
Siax= 0 machen, mit Ausnahme von x=0, — alfo alle 
die Werthe 


—n, +n, —?n, +2, In, +3, —An, dm, —5nt, 6.2625 
dagegen find A,, As, der A,, A,, X. %. ale *0 


1 1 
und Aa=—z7, A ts om Ara ... 


. 4 

Aut agggpigi U Aug — Gamer 
find die umgeraden Potenzfummen S,, S,, Ss, 87, X. 
offenbar ale — 0, weil je zwei Blieder- derfelben einander 
‚gleich find, aber entgegengefeßte Vorzeichen haben. Die Glei⸗ 
chungen 6.) dagegen liefern ſogleich die Werthe fuͤr die geraden 
Potenzſummen S,, S. Se, %. während (nach 5.), weil immer 
zwei gleiche Glieder fich ergeben 


7) unter ” die me 
—* lt Oi ta a t7 en +. * +. in inf.) 
verftanden wird. Die Gleichungen 6.) geben daher nun fogleic 
Hatatatet ... in inf. -7, 
8) Hatte tet .. in inf. -7,. 
Ihastget tt ... in inf. = 


u. ſ. w. f. 
wodurch ie Werthe diefer Eonvergenten Reihen, welche harmo⸗ 
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x nifche Reihen der Yin, Atem, Hien 2c. 26. Ordnung genannt wer: 


den, in bie Zahl u ausgedrückt find, bis zu jeder beliebigen. 


geraden Orbnung. 


Wendet man benfelben Sat auf den Fall an, wo (für 
m = o0) ftatt der Reihe in 2.) die Reihe 


1 1 1_,, 
Cosx d. h. It ger geſetzt wird, fo 


erhält man, da die Wurzelwerthe w von Cosx=0, bezüglich _ 


47, Hin, In, Hin, 37, x. x. find, ganz auf 
analoge Weife die Summen der nacdhftehenden barmonifchen Rei- 
Hen, in 7 ausgebrüdt, nämlich: 


1 1 1 1 . V gr? j 
Ist tatgreinm.=; 
1 1 1 1 . . gr * 
9). eietrirt .. in inf. = 3— 


Mgctgetgetget in inf. = 
u. ſ. w. f. | 


Aus diefen NRefultaten 8.) und 9.) kann man nun eine_be- 
liebige Anzahl neuer zufammenfegen. Nimmt man 3. B. bie 
Gleichungen 9.) doppelt und zieht man dann die Gleichungen 8.) 
davon ab, fo erhält man 


Sort nt J in in. = 773 


oo. In“ 
10) Ita -nta-gt ... IN inf. 7.’ 
. 1 1 3 Zins 
etz get gen get In in gg 
u. ſ. w. f. 


Anmerkung 1. Man kann die Refultate 8.) und 9.) 


auch dadurch etwas eleganter und. bequemer herleiten , daß man 


in den Gleichungen 
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SMX der 1-3, +5, — in inf. . 


= (1-&)1- 31-3) in inf. 
Cosx oder 1— ty in inf. 


(ee) 


T =z oder ?—=n?z ſetzt; — fie gehen dann über in 
1 + 7 in inf. 
= (1- et ta) 42)t- 22) in inf. 
1-4 72-778 24 in inf. | | 


' — —— ) in in 


und geben fo bequemer die obigen Refultate. 


Endlich Fünnte man in diefen legtern Gleichungen auch noch 
— ftatt z fchreiben und man hätte dann diefelben Gleichungen, 
welche man auch erhalten haben würde, wenn man, ftatt von 


den Gleichungen in =0 und Cox=0 auszugehen, von 


und 


den Gleichungen 
e* - e⸗⸗ 
2x . 
audgegangen wäre und die Gleichungen VII und VIII. in ber 
Anmerfg. zu 8. 290. zu Hilfe genommen hätte, wie Euler 
gethan. 





oder 0, und ref oder K,=0 
x | 2 


Anmerkung 2. Die harmonifchen Reihen von ungerade 
Ordnung, nämlich 


- 


» 
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Hartgetart ꝛc. ꝛc. 


ar art ar + + ⁊. %. 


u. ſ. w., laffen ſich auf diefem Wege nicht auöwerthen; — fie 


find im VIII. Th. dieſes Werfed durch beftimmte Integrale aus 


gedrückt. — Die harmonifche Reihe son der 1" Ordnung, näm- 


ih 143431344: 2% xx. mit lauter pofitiven Gliedern ift 
divergent und hat gar feinen Werth;. während diefelbe mit abe 
wechjelnden Vorzeichen, naͤmlich 


I4T— x. x. (nad) s. 182. vn) 212 iſt. 


v 


x 





Dreizehntes Kapitel. 


- Bon dem imaginären Größern und Kleinern Vom imagi- 
nären UnendlichGroßen und Unendblih- Kleinen. 


PVorerinnerung. 


Dar gegenwärtige Zuſtand der mathematifchen Analyfis macht es bereits 
höchſt wünſchenswerih, ja nothwendig, daß der Begriff des „Größern“ und 
„sleinern“, wie er fih in ber Gefchichte der Mathematik für reelle Aus- 
drücke faktiſch hergeftellt hat, auch auf allgemein-numerifche Ausprüde, 
d. h. auf Ausprüde son der Form p4q.i d. h. ptg-y—1 ausgebehnt 
werde, mag q nicht Null, der Ausdruck alfo imaginär, — oder mag q Null, 
der Ausdruck felbft alfo reel fein. — So wie man aber bei ber reellen 
Zahl aud noch den Begriff des Größern und Kleinern unterfcheibet, für-ben 
Ball, daß die reelle Zahl abgefehen vom Vorzeichen betrachtet werben 
fell, d. 5. daß nicht Die positive oder negative Zahl ta, fonbern nur 
beren abfolutes Glied a (welches allemal eine wirkliche ganze Zahl, oder 


eine ſelbſtſtändige Divifion zweier ganzen Zahlen, d. h. eine fogenannte .ge- ' 


brochene Zahl fein wirb) in Betrachtung fommen fol, — eben fo muß man 


auch bei Aufftellung bes Begriffes des „Größern“ und „Kleinern“ für ſolche 


allgemein-numerifhe Zahlen p+g-i, für bie fpätere praftifche Aniven- 
bung von ben Vorzeichen von p und q abfehen. . 


$. 292. Erflärung. 
Indem wir in diefem Kapitel ein für allemal 
a=p-+gq irn, wo r = +Yp’+qQ°. ift, 
‚‘b=ep+tg i=r;, ner, worn= — iſt, 
c=p+tg,i=rzretf, wo nr, = +YVp:+g ift, und 


. 


d = Patgsei = Tyeetat, wo 73 = +] ps+gs ift, — 





[ 
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vorausfegen, während p, Pır Pax Ps und q, dı, Gar 9 
beliebig reell d. 5. pofitiv, negativ ganz ober gebrochen, ober 
Null gedacht find, — fagen wir: „a ſei größer als b, oder 
b fei Fleiner ald a“ und fchreiben. dies fo: 

 a>b oder b<a, 


fo oft der Model r von a, größer ift ald der Model r, von b, 
während. bekanntlich jeder Model ftetd eine abfolute oſitive) 
Zahl 'iſt. 

Sind aber die Model r und r, einander gleich, fo nennen 
wir a und b gleichmodelig und fehreiben dies fo: 


a Sb. 


Anmerkung. Iſt q=q,=0, fo find a und b reell, 
und r und r, find dann die abfoluten Glieder der pofitiven 
oder negativen Zahlen a und b, alfo dieſe Zahlen a und b 
felbft, abgefehen vom Vorzeichen. — Die Ungleichung 
a>b ober b<a ftimmt alfo in diefem Ausnahmsfalle mit 
dem früheren Begriff des Größen und Kleinern überein, wenn 
man die Glieder links und rechts, abgefehen vom 
Vorzeichen nimmt, welches letztere ſomit in der Folge, ſo 
“oft dieſer Ausnahmöfall eintritt, jedesmal vorausgeſetzt wer- 
den muß. 


$ 293. r 
Daß alſo p-44. Sp tqii ift, erfennt man daran, daß, 
p>+gq?>pı+g? ober pi-pr-+(qt-q?) 
d. h. (P-Pıd(ptpı)-Ha-q)(atdı) poſitiv wir. 
Daß aber ptei=p, tg i iſt, erkennt man daran, 
daß derſelbe Ausdruck (p—pıIp-+HPı!(a-Tı)(a+qı), = 0 wird. 
Es iſt alfo 3.8.’ | \ 
EU EERE FREU Pe A1=45 ,'. 
4H31=—-5 und 646.i = +10; 
ud 24104 = 8+i.Y40 umb I-i= v17+3.. 
' | 37* 


a‘ 
‘ 


580 Don dem imaginären Kap. XIIL 8.294. 


‚Seiner if 
210. >86, dagegen‘ 2410.i<Bt7.i; 
I, dagegen Ii<— 6; ' 
—145,i>t4i, dagegen 145.1<46.i; 


und alle dieſe Relationen bleiben wahr, welde der Borzeichen linfs und | 


rechts und unabhängig von einander man auch immer wählen mag, und auch 
dann no, wenn man ben reellen Theilen links und rechts (ded > oder < 
Zeichens) das entgegengefehte Vorzeichen giebt..— Eben fo ift noch 
1+>1, fo wie auch 1-i>1, uf. w.; 
endlich auch | 
' --7>53, ' 7583, 7>-3 und —7>-3, 


welches letztere mit dem früheren Begriff des Größern und Kleinern überein- 
flimmt, weil man bie Glieder abgefehen vom Vorzeichen ſich benfen 
muß, fo daß alle vier Ungleihungen ein und daſſelbe ausbrüden, nämlich 
daß 7>3 ober daß 7-3 einer pofitiven Zahl gleich if. 
. s. 294. 

Aus diefen Begriffen folgt fogleich 
1) Iſt aSb, ſo iſt uha=—b, —a Shrund —a — —b; 
und find noch überbieß a und bereell, ſo find auch a und b, 
abgefehen vom Vorzeichen einander gleich. 
2) St a>b,fitauya>—b, a>bund —a>—b. 
3): St a>b und b>c, foift auf a>c; 


und iſt a=b md b=c, fit au a=.c. 


4) St a=b wind c=d, 
fo ift nothwendig auch 
c | 
ac=bce um‘ y. 


S 


F 
\ 
und ac=bd un 


Denn es find 


bie Model von ac, be, 


7 J, bd und 
ra 
rı 


"lt ale 


a © 
7 7 
Eh 
Ta r 


bezüglich IT, 2 rıT,, „ Fa . f) Tr und 
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und dabei iſt nech 7Sr, und r2Sr; vorausgeſetzt, worays alle Folge⸗ 
rungen ohne Weiteres hervorgehen. 


Auch geht aus der Betrachtung dieſer Model, noch der 
nachſtehende Sat hervor, nämlid): | 


5) Iſt a>b und noch c>d, 
fo tft allemal auch 


ac>be und ab und Io, 
C c b 
a d 
und noch ac>bd und s>r 
6) SH a=b und — irgend eine reelle Zahl, fo ift 
allemal auch. 
m m 
M an —b®, | 
welchen der n Werthe links und rechts, man nur immer neh: 
men mag. Ä / 
Denn es find . 
m au 
bie Model von a” umb b” 
m m 
bezüglich r und r,”, 
m Mm» 
2 2 


wenn son r? m r, nur bie abfoluten Werthe genommen 
werben;. folglich ſi ind letztere einander gleich, weil r=r, vorausgeſetzt iſt. 
— Analog ergiebt fih der nun folgende Say, nämlig: 


) M a>b, und if a | 
irgend eine abfolute (pofitive) Zahl, fo ift allemal auh _ 


a m „2a _2 
ar>b" md a "<b =, 


welche der n Werthe links und rechtd der > und < < Zeichen 
. man’nur immer nehmen mag. 


8) Iſt a=b, - 
if nurdann are=b+c und a—c=b-c, 


& 
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wenn (CO) (P-Pı)Prt(g—-41)q2 = 0 vorausgefegt wird. 


Denn es find die Quadrate der Model von 


atc, b+c, 
bezüglich (ptHr.)’Hatga), (PıtPpa)’+Hgıtg2)°, 
ac “und b—c 


bezüglich (p-ps)’Hg-93)? und (Pı-pa)’+gı-g2)” 
Da nun p?+q? =pıtg, iſt, fo Können von ben lepteren vier Modeln, 
bie erftern beiden und bie lebtern beiden nur dann einander gleich fein, wenn 
2p-pa+2q-g3 = 2pıpa+2g1g2 iſt. \ | 
Iſt e reell, alſo a =0, ſo reducirt ſich die Bedin⸗ 
gungsgleichung (0) bloß auf p=p,, welche jedoch q= *q. 
involvirt, weil a=b. 

9) Eben fo wenig folgt aus 

| a>b, 

daß and atrc>b-+tc oder a-c>b—c 
fein müffe, fondern es ift nur dann (wenn a>b ift) nothwen- 
Dig au a-tc>b-+tc, 
wenn (Cr (P—Pı)Pat{g—-41)92 Null oder pofitiv if; 
und nur dann (wenn a>b if) nothwendig aud 


An 


a—c>b—c, 
wenn (2) (P-Pr)Pa+lggı)gs Null oder negativ if. 

So iſt z. DB. wenn a=3-5i und b=4+2Ä genommen wird, dann 
a>b. — Nimmt man nun co=2-3i, fo bat man p=3, pı=4, 
pa=2, q=>5, „=? und g=-3; folglih it (p-pı)pa = —2 
(g-9,)9: = 215 alfo if die Bedingung (C) erfüllt, und das Größere zu 
Gleichen ad dirt, giebt das Größere, nämlich ü 

(3+2)—-(5+3)-i>(442)-H(2-3).i. 
Weil aber die Bedingung (9) nun nicht erfüllt ift, fo würde basmal bas 
Gleiche, vom Gröoͤßeren ſubtrahirt nicht nothwendig das Groͤßere geben, 
‚ obgleich dies zufällig möglich fein fönnte; — und in ber That erhält man 
durch Subtraffion des Ausdrucks c, 
(3-2)+@8-5)-i und (4-2)+H243)-i, 

und doch iſt ber erſtere Ausdruck wicht größer, ſondern kleiner als ber anbere. 


l 


Sn 


\ 


a____ı_- 
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— Nimmt man aber e=243-i, ſo iſt die Bedingung (2) srfüllt, und 
deshalb ‚giebt jebt das Gleiche vom Größeren ſubtrahirt, wiederum das 
Groͤßere, namlich 


IHR). 
— Sf ce reell, alſo q5 0, oder iſt q=q, ſo redu⸗ 
ciren ſich die Bedingungen (C) und (2) bloß auf 
(C). (P—Pı)P, Null oder poſitiv (für at+c>b-+c, wenn a>b) 
(2 ,)- (P-Pı)Pa Null oder negativ (für a-c>b—c, went a>b). 


Und da biefe Bedingungen immer erfüllt find, ſo oft p=Pp, 
ift, fo folgt aus prgi>ptq ei (wenn 0— pa reell, iſt) 
allemal und unbedingt 

(PLe)+gi>(pte)+qrei und + Spot i; 
und auch noch, weil die Vorzeichen der einzelnen Glieder belie⸗ 
big verändert werden fünnen 

“ . (e-p)Eg-i>(e-p)tgei. 


Es ift aber die Bedingung. (C ,) aud immer esta, fo 
oft p—p, und p, einerlei Vorzeichen haben, — während, 
wenn p—p, und p, verfchiedene Vorzeichen haben, die andere 
Bedingung (2,) allemal erfüllt fi fieht. — Es folgt alfo aus 
Ä p+qi>pıtai (wo qr=q vorausgeſetzt ift) 
allemal (p+PIF(atqIi>(Pı Pe) t(Itg IT, 
fo oft p—pı und p, einerlei Vorzeichen haben; dagegen ift, 
- wenn man p+g-i>p,tg-i vorausſetzt, allemal | 

E(p—-P2)E(q—-q2)- >Ep PIE), 1 
fo oft p—pı und ps verſchiedene Vorzeichen haben. J 
Sind endlich a, b und o alle drei reell, fo folgt aus 


n 


t 


om a>b . 
allemal a-tc>b-Fc, abgefehen vom Vorzeichen, 
fo oft a—b und c einerlei Vorzeichen haben; 2 


dagegen a—-c>b—c, abgeſehen vom Vorzeichen, 


. 


‘ 
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fo oft 2b umb © verſchiedene Vorjeichen haben. (S. Au⸗ 
merkg. zu 8. 292.). 

So folgt aus —5>3, für c=—4 fofort 

(-5)+H-4)>3+H-4) d.h. -9>-1; 

abgefehen vom Vorzeichen, — weil ab = -8 ind c=—4. einer- 
lei Vorzeichen haben. Dagegen folgt für c=6, aus --5>3 fofort 
-5-6>3-6 db. h. 11>—-3, abgefehen vom Borzeichen, weil jetzt 
a-b=-8 und c=6 verſchiedene Vorzeichen haben. s 

Aus 5>—8 folge dagegen fr c=-4, 5-(-4)>-3—-(-—4) d.h. 
9>1, abgefehen vom Vorzeichen, — weil jet a-b=8 unb 


.e=—A verſchiedene Vorzeichen haben; bagegen folgt für c=6, aus 


! 


5>—3, Sofort 54+6>-346 d.h. 11>3 (abgefehen vom VBorzeichen ), 
weil jetzt a-b=8 und c=5 einerlei Vorzeichen haben, 


8. 29. 
Eind biefe Begriffe und Säge feftgefteltt, fo fann man mit 


größerer Leichtigkeit und Bequemlichkeit Unterſuchungen anftellen 


und Refultate ausfprechen, welche fich eines hohen Grades von 
Allgemeinheit erfreuen. Wir begnügen uns, hier, wo uns nicht 
mehr Raum vergönnt ift, nur einen einzigen. ſolchen Satz noch 
ausguiprecen, nämlich: J 
St bie unendliche Reihe 


RS Ant+A xt A,z? + Ayz+ in inf. 


für jeden ‘eellen Werth. von x Ffonvergent, der, abgefehen vom . 


Vorzeichen, gleich ober kleiner als eine beftimmte abjolute Zahl 
o ift, und ‚unter der Vorausſetzung, ‚daß. alle Koeffizienten der 
Reihe veell find und daß alle Glieder derfelben abſolut (abges 
‚fehen vom Vorzeichen) genommen werden, — fo ift diefelbe uns 
endliche Reihe auch: konvergent fuͤr jeden imaginaͤren Werth 


"p+tqi' von x, fon 7% 
entweder eis =a ober Pra:i<e ” 
if — | 


Denn, verwandelt man pPai “in rer, oder in 


r-(Cosp-+i-Söngp), ſo ift (noch. der Vorausfegung) r <a. — 


N 


f 
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Segt man aber diejen Werth fatt x in die Reihe R, ſo er⸗ 
hält man 


R=A,+A,r-Qosp-+A,r?-Cos2p-+-Asr?-Cos3p+ in inf. 
+i«(A,r-Sinp-+-A,r?-Sin2p-+A;,r’-Sin3p-+- in at), 
und von dieſen beiden unendlichen Reihen iſt jede offenbar fuͤr 
ſich convergent, da jedes Glied derſelben (wegen ra, alſo 
wegen, abgefehen vom Vorzeichen, ru. Cos nꝙ — an und 
rn. Sin np & on), entweder eben ſo groß oder kleiner iſt als 
das entſprechende Glied von R. wird, im Falle man « ſtatt x 
ſetzt, waͤhrend der Werth einer jeden dieſer letztern beiden Rei⸗ 


hen offenbar noch kleiner wird, wenn nicht alle ihre Glieder 
poſitiv (abſolute Zahlen) werden ſollten. 


$. 296. Erklärung | 


Iſt der Model r einer allgemeinsnumerifchen (reellen oder 
imaginären) Zahl p4 . i, unendlich⸗groß (d. h. immer größer 
noch als jede bereits noch ſo groß gedachte beſtimmte abſolute 
Zahl), oder unendlichzklein (d. h. immer kleiner noch als jede 
bereits noch fo klein gedachte beſtimmte abſolute Zahl), ſo nen⸗ 
nen wir den Ausdruck ptg-i ſelbſt (er mag reell oder imagi⸗ 
när fein) unendlich-groß, oder unendlich-Flein. 

Anmerkung Iſt q=0, alfo der Ausdruck p-+g-i 
jelbft — p und reell, fo ift p abgefehen vom Vorzeichen, 
=r. — Daher find die früheren Begriffe des Unendlich⸗Großen 
und des Unendlich-Kleinen für reelle Zahlen, wenn vom Vor— 
zeichen derfelben abgejehen wird, als befondere, in den 
hier gegebenen allgemeineren, enthalten *). 


*) Ohne Zuziehung dieſes Begriffes ber unenblich- Heinen reellen oder 
imaginären d. h. der’ unendlich - Heinen allgemein-numerifihen Zahl, 
bleibt es ſtets ein von vorne herein mißlungenes Unternehmen ſowohl bie 
Differenzial- Rechnung bes Leibnitz, als auch die „Methode der Grenzen“ 
(die, nebenbei gefagt, im Wefentlichen ‘gar nicht und nur in der Form ber ' 
‚. Darfiellung von einander ſich unterſcheiden) irgend wie befriedigend zu ent- 


586 V. imaginären Unendlich⸗Großen Kay. XIII.g. 
Schluß-Anmerfung. Zn 
Es giebt gewiß feinen Analyften von nur einiger Bed 
tung, welder an das Vorhandenſein imaginaͤrer „Größen 
im Ernſte glaubte. Die fi darüber audzufprechen die Vera 
lafjung gefunden haben, fagen: die imaginären Ausdrüde feie 
nichts ald Symbole, mit denen man jedoch,’ wie mit Grös 
Ben rechnen koͤnne. Wir geben dies fofort zu, haben aber dann 
. al Wiffenfchaftsforfher, d. h. als Männer, welche fid 
des ganzen inneren Zufammenhanges bdiefer Erfcheinungen be 
wußt werden wollen, ſogleich einige Fragen zu ſtellen, na⸗ 
mentlih: ’ 
1) Was ift bier unter „Symbol“ zu verſtehen? 
2) Woher kommt es, daß, wenn man dieſe Symbole wie 
Größen behandelt, d. h. nad) Geſetzen und Regeln, welche vor- 
ausgejegtermaßen nur für Größen abgeleitet und erwiefen find, 


t 







. l 

wideln. Was Tann es nüben, mit einem fo großen und für das Gedeihen 
bes Unterrichts bedenklichen Aufwand von Mitteln und Kräften ſtrenge be- 
wiefen zu haben, daß die und die Funktion Px, die Grenze bes Berhält- 
niffes der zufammengehörigen unenblich-Fleinen Zumwachfe von x unb ber Funk⸗ 
tion 8, it? — fo lange man biefe Zuwachſe reell vorausfeht, — ba 
man unmittelbar darauf das gewonnene Refultat auf Fälle anwenbet, wo bie 
zu den nächſt auf einander folgenden Werihen von x gehörigen Werthe von 
f,, alſo au bie zu reellen unendlich-kleinen Zuwachſen von x gehörigen 
Aenderungen von S,, entweder ausgeſprochener Maaßen imaginär, ober 
fo allgemein gehalten fich denft, daß fie wenigftens eben fo oft imaginär ale 
reell fein werden. Dehnt man aber die Beweife auf allgemein- numerifde 
unenblich-Fleine Zuwachſe aus, fo wird man mit nicht größerer Mühe wenig- 
ſtens wirklich eine‘ Ueberzeugung von der allgemeinen Anwendbarkeit der 
Differenzial⸗Rechnung gewonnen haben, wenn wir das Verfahren ſelbſt dann 
noch immer als ein unpädagogiſches und dem wahren Wefen des Kalkuls nicht 
entſprechendes anſehen müßten. — Nichts deſto weniger find wir gewillt, "wenn 
einmal eine neue Auflage auch des dritten Theils dieſes Werkes nöthig wer- 
den follte, wenigftens in einem Anhange nachzumweifen, wie bie Beſtrebungen 
eines Ca uchy, feiner Vorgänger und feiner Nachfolger ausgeführt werben 
müßten, wenn fie nicht gerabezu ganz vergebens fein folen. 


a: 


ac 
T 
12% 
u 


rk 
Ki 


— 


* 
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Die richtigen, zweckentſprechenden Reſultate hervorgehen? — 
endlich 


3) Sind nicht vielleicht die negativen Ausdrůce auch 


bereits feine Größen mehr, ſondern nur ſolche Symbole, deren 


Natur noch zu erforſchen iſt? — und dürfte es felbft als über: 
flüffig erſcheinen, auch die gebrochene abfolute Zahl noch in 
Diefer Beziehung einer Iinterfuchung zu unterwerfen? — und die 
Null? — — 


Dieſe Fragen moͤglichſt gruͤndlich, vollſtaͤndig und abgerun⸗ 


det zu beantworten, iſt der Zweck der beiden, nun in der dritten 
Auflage vorliegenden Theile dieſes Werkes. Das Endreſultat 
iſt im Weſentlichen das nachſtehende: 


Das geſammte Gebiet der Mathematik, — mit Einſchluß 


der niebrigften Theile derſelben, z. B. der gemeinen (Ziffern). 


Rechenkunſt, wie der hoͤchſten, — beſteht aus drei Theilen, 
naͤmlich 
1) aus dem Kalkul d. h. aus der fogenannten mathe- 
matiſchen Analyſis, 


2) aus der allgemeiden Gtöfenlehre und 


3) aus ber befonderen Größenlehre (d. h. der Lehre 
der Zeit-, Raum: und Kraft-Größen) 

zur Nr. 3., die für fich fpricht, ift Hier nichts. hinzuzufügen. — 
Zur Nr. 2. fügen wir hinzu, daß biefe allgemeine Größen: 
lehre nur aus wenigen und höchft einfachen Sägen: befteht, und 
nur zu zeigen hat, wie die Nr. 1. d. h. Die mathematifche Ana⸗ 
lyſis auf die Größen im Allgemeinen angewandt werden fann 
und muß. Diele allgemeine Größenlehre it im dieſer 
dritten Auflage des erſten Theiles dieſes Werkes und zwar am 
Schluſſe deſſelben, ganz und vollſtändig vorgetragen und 


kanm nichts weiter mehr hinzugefügt werben. — Es bleibt daher 


nur noch die Nr. 1. zu beſprechen. 
Der ſogenannten mathematiſchen Analyſis (dem Kal⸗ 


kul) iſt der Begriff der ‚Größe“ d. h. deſſen, was benannte 


J 


x 


ud 


588 DB. imaginären Unendlich⸗Großen Kap. XIII. S. 296. 


Zahl iſt oder als benannte Zahl ausgedrückt werden kann, 
ganz und vollſtändig fremd. — Alle ihre Theile, — die 
niedrigſten z, B. die gemeine (Ziffern⸗) Rechenkunſt (mit Aus⸗ 
nahme des „Rechnens mit benannten Zahlen“, welches eben die 
allgemeine Groͤßenlehre bildet) wie die hoͤchſten, unter anderen 
die Lehre und die Aufloͤſungs-Methoden ver algebraiſchen und 
der tranfcendenten Gleichungen, die Differenzial- und Integral 
Rechnung, u. f. w. (der fogenannte Anſatz ter- fogenannten 
„algebraifchen Aufgaben” gehört in dad Gebiet der allgemeis 
nen, oft auch noch zugleich in das Gebiet ver befonderen 
Größenlehre) — befchäftigen fich nur mit der (fogenannten uns 
benannten ganzen) Zahl, deren Einheit fo abftraft genommen ift, 
daß fie feinerlei Eigenfchaften hat, namentlich nicht die der Theil 
barkeit und auch nicht Die des Gegenſatzes. — Bon diefer Zahl 
abftrahirt man zunächft Die drei direkten und aus viefen wieder 
die vier (eigentlich ſechs) indireften Zahlen-Verbindungen, welche 
mit einander Gegenfäge und Beziehungen bilden, die, unabhäns 
gig von jeder beftimmten Zahl hingeftellt, den eriten und allges 
meinten. Theil der Analyfis bilden. — Hier entftehen die „Syms 
bole" (wenn wir und auf einen Augenblid diefed Ausdruckes der 
oben angeführten Analyften bedienen bürfen). Die „Symbole“ 


\ b 
at+b, ab, ad, a-b, ya und logba, 


a 

p' 
in denen a und b ‘fo allgemein (fo abſtrakt) gedacht ſind, daß 
ſte gar nichts mehr vorſtellen, ſondern bloß die Träger der 
Zeichen find, durch welche wir jene ſieben (Verſtandes⸗) Opera⸗ 
tionen bezeichnen, nachdem legtere nur. in ihren Gegenfägen und 
in ihren Beziehungen zu einander, alfo am allerallgemeins 
ſten aufgefaßt worden find, — erfcheinen aber nicht als Bilder 
für „Größen“, fondern (in fo ferne a und b felbft wiederum 
jolde Symbole vorftellen förmen, deren einzelnen Theile abermals 
jolhe Zufammenfegungen fein Dürfen, u. ſ. w. f.) ald Bilder 
für eine beftimmte Aufeinanderfolge ber fieben (zunächſt 
aus der Zahl abftrahirten) Verftandes-Thätigfeiten; — 
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ſie druͤcken letztere aus, und werden deshalb mit allem Rechte 
„Ausdrücke“ genannt, nur daß fie nicht „Groͤßen“ ausdruͤcken, 
ſondern ein Denkgeſchäft. — Die „Gleichung“ lehrt keines⸗ 
wegs Uebereinſtimmung in der Quantität, ſondern ſie lehrt, daß 
zwei verſchiedene Reihen dieſer Verftandes-Thätigkeiten zut einem 
“ und bemjelben Ziele führen, daß daher beide Reihen unbedingt 
für einander gefegt werden fünnen. Das gedachte Ziel felbib iſt 
nie eine Größe, — zuweilen aber nur ausnahmsweiſe eine 
Zahl, — im Allgemeinen jedoch der Ausdruck für diefe 
Aufeinanderfolge der Verftandes-Thätigfeiten felbft — gleichfam 
ein Halteplag im Denken — ein Bodeum, zu welchem man auf 


verjchieden (aus. denfelden Elementen) zufammengefegten Treppen . 


‚gelangen Tann. — Iſt einer dieſer Wege gegeben ımd ein ars 
derer (vielleicht einfacherer) zu demfelben Halteplag (Podeum) 
gefucht, fo „rechnet“ man, um diefen Zwed zu erreichen; das 
„Rechnen“ (dad gemeinfte, wie das feinfte) ift alfo nichtd an- 
deres, ald dad Umformen eined gedachten Ausdrucks in 
einen, anderen, einem beftimmten Zwecke entiprechenden. 
Nach der Berfchiedenheit diefed Zweckes ift Daher das Nechnen 
verfchieden. 


Das Bilden (alſo auch das Sin ber obigen „Sym⸗ 


bole“ (a+b, ab, ad, a—b, ya und log® a) nennt | 


5 ’ 
‚man bezüglich dad Addiren, Multipliciren, Botenziren, 
. Subtrahiren, Dividiren, Radiciren und Logarith— 
miren. — Durch dieſe Definitionen find die letzteren fieben Be— 
griffe am allgemeinſten aufgefaßt, ſobald die Bedeutung der ge- 
dachten „Symbole“ die allgemeinſte geworden iſt. — Nach den 
für dieſe „Symbole“ in den vorliegenden beiden Theilen dieſes 
Werkes nach und nach gegebenen, zuletzt immer allgemeiner wer⸗ 
denden Definitionen, iſt ihre Form zugleich ihr Weſen, ſobald 
‚man dieſe Form als einen Inbegriff. beſtimmter Merkmale (be- 
ſtimmter Eigenſchaften) ſich denkt. — Giebt es verſchiedene, nicht 
einander erſetzende Ausdrücke, welchen gleichzeitig dieſe Eigen- 


‘ 
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fhaften zukommen, fo wird der Ausdruck (ya, logra) viel 
deutig, ja auch unendlich-vieldeutig; der ihm gleiche Ausprud, 
der ihn erfegen foll,. muß dann ebenfovieldeutig fein und 
fo, daß er den erfteren vollftändig erfegt; daher der Unterfchieb 
zwifchen vollfommenen Gleichungen und unvollfommenen 
welche Iegtere nur mit großer Vorficht und “als allgemeine For- 
meln GRechnungs⸗Geſetze) gar nicht benutzt werden duͤrfen. 

In der allgemeinen Differenz (Form) a—b ſteckt die beſon⸗ 
dere a—a oder b—b oder q—qg; fie hat merkwürdige Eigen- 
ſchaften, fie iſt die Null (O) der, mathematiſchen Analyſis (alſo 
auch des gemeinen Rechnens); dieſe Definition der 0 Gulh iſt 
wohl feſtzuhalten. j 

So lange die Buchftaben in den Ausdtuͤcken (zum Theil - 
ober alle) fo allgemein gehalten find, daß fie durchaus nichts 
anders als Träger der Dperationszeichen bleiben (und dies 
muß faft allemal der Fall fein, fo oft einer oder meh— 
rere diefer Buchftaben, noch ganz unbefannte, wenn 
auch beftimmte Ausprüde vorjtellen), fo lange find bie 
Ausdrüde felbft allgemein und es fann bei ihnen nie die Rebe 
davon fein, daß fie ganz oder gebrochen, pofitiv' oder nes 
gativ, veell oder imagindr fein, und, im Falle des Bars 
handenſeins unendlicher, noch ſolchen Buchſtaben fortlaufender 
‚Reihen, fann auch nie von der Konvergenz oder Divergenz 
diefer Reihen die Rede fein, eben weil fie allgemein find; und 
ber, Analyft hat nur nachzuweifen, wie und wie weit mit folchen 
allgemeinen Ausvrüden, alfo auch mit‘ ſolchen allgemeinen un- 
endlichen Reihen mit Sicherheit „gerechnet”" werden kann. — 
Sp wie man aber voraudfegt, daß die einzelnen Buchftaben 
wirkliche Zahlen (unbenannte, ganze) oder ſolche (fymbolifche) 
Zufammenfegungen aus- wirklichen Zahlen vorftellen, fo erhält 
man fpecielle BR Gormen, und zwar liefert der allgemeine 


Quotient — die ſpecielle Zahlform 3 B. ober z (bie ger 
brochene 3ahı), und die allgemeinen Begrife der Summe 
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und der Differenz, die fpeciellen Zahlformen 3.8. 0-5, 
0O-+3, 0-5, 0-3, die man gewöhnlich etwas kuͤrzer fchreibt 
und dann pof itive oder negative ganze oder gebrochene Zah⸗ 
len nennt. 


Die gebrochene Zahl iſt alſo kein Theil vom Ganzen, 
ſondern eine gedachte und eben deshalb eine wirkliche Divilion, 
ein „Symbol“, mit welchem nach beflimmten, in's volle Be- 
wußtfein getretenen Gefegen „gerechnet" werben, kann; bie 
positiven und negativen ganzen oder gebrochenen Zahlen 
find "ebenfalls ſolche „Symbole”, mit derfelben Berechtigung; des⸗ 
gleichen die 0. — Diefe fünf ſpeciellen Zahlformen werben unter 
dem Namen der reellen Zahlen zufammengefaßt. — Die alls 


gemeine Wurzel (Va) führt noch neue fpeciele Zahlformen ein, 
die aber fih alle (durch das Rechnen) in die Form prg-V—1 
umformen lafien, wo p und q reelle Zahlen find. Und da diefe 
legtere Borm, fo oft q=O if, in die Form einer reellen 
Zahl übergeht, fo umfaßt die Iegtere Korm p-+-q-V/—1 alle denk⸗ 
baren fpeciellen Zahlformen, die reellen, wenn q=0 ift, und. 
die neuen, imaginär genannten, werm q nicht der Null gleich - 
if. Daher haben wir diefe Form p-Fq-V—i, die gemein 
numerifche Zahl genannt. — Die he ganze Zahl 3. B 
6 und die einfache gebrochene Zahl 3. B. & oder 4 nannten wir 
noch abfolute Zahlen, und obgleich die yofitive Zahl +p, 
nämlih O4-p, nämlid (a-a)--p, nach ben Rechnungs⸗ 
(d. h. Denk⸗) Geſetzen, = (atp)—a=p d.h. der abſoluten 
Zahl p „gleich“ ift,_pbgleich alfo beide ſtets für einander unbe 
benflich gefegt werden koͤnnen, — fo find fie doͤch zwei verfchies 
dene Formen, die nöthigenfalld auch verfchieden gehalten werben. 
In der gefammten mathematifchen Analyſis kann der Begriff 
des „Größern” und „Kleinen" im etymologifhen Simme d. h. 
im Sinne einer „Größe”, nicht vorfommen. Wenn wir daher 
dieſe gebräuchlichen Redensarten des „Groͤßern“ und „Kleinen“ 
beibehalten haben, fo bezeichnen fie Doch nur analytiſche Zuftände, 
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— wir meinen, Zuftände, welche ſich bloß auf die Form der 
‚ Ausbrüde, alfo bloß auf die „Symbole" für die abftraften 
Denkgefchäfte, beziehen. Sind naͤmlich a und b beliebige reelle 
Zahlen, fo- ift die Differenz a—b entweder einer pofitiven ober 
einer negativen Zahl gleich (im Sinne unſeres Begriffes 
der „Gleichung“); daß das erftere der Fall ift, vrüden wir da 
durch aus, daß wir fagen: a ſei „größer“ ald b; — daß der 
andere Fall vorhanden fei, wird dadurch auögebrüdt, daß wir 
- fagen‘ a ſei „kleiner“ ald b. — Danach iſt jede folgende Zahl 
in der unendlich fortfchreitenden Reihe der ganzen Zahlen '„grö- 
Ber" ald jede vorhergehende, — jede pofitive Zahl größer als 
die Null, jede negative Zahl Feiner ald die Null, und jede nes 
gative Zahl defto Heiner; je größer ihr abſolutes Glied if, und 
| die Form ‚dad „Symbol") $  ift Feiner ald 2 (weil 
3 _ Ä -- _.2 ift) fo wie bie Form 3 gıdßer als 
die Form? = (obgleich jebe von beiden Formen nicht8 anderd als 
einen Gevanten, eine Berftandes-Thätigfeit beftimmter Art, aus: 
drückt) weil wir eben damit nichts weiter fagen wollen, ald daß 
die Differenz 3—3 (welche nach den Rechnungs-Gefegen = —-5 
gefunden wird) einer pofitiven und nicht einer negativen Zahl, 
gleich ift. — Abftrahiren wir endlich bei den reellen Zahlen 
vom Vorzeichen, fo daß wir nur die abfoluten Glieder derſelben 
im Auge behalten, und nur von dieſen fprechen, — fo iſt die 
0. (Nu) die allerkleinfte Zahl. — Und ganz analog mit diefem 
Verfahren konnte natuͤrlich auch ein Begriff des Groͤßern und 
Kleinern für imaginaͤre, oder beſſer, für allgemein-⸗nume— 
riſche Zahlen eingeführt werden, wie ſolches kurz vorher in dem 
legten Kapitel dieſes 2ten Theiles geſchehen iſt. 

In der allgemeinen’ Größenlehre (am Ende des erſten Thei⸗ 
les dieſes Werkes) iſt gezeigt worden, daß, weil die (ſoge⸗ 
nannte unbenannte) gebrochene Zahl 2 nichts anders aus—⸗ 
drückt ald einen Gedanken beftimmter rt, nämlich eine ge- 

Dachte. und eben deshalb wirkliche Divifion, — die gebrochene 
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N Henannte Zahl 3. B. 2 Thlr. even beshalb und nur des. 

© Halb als ein Theil des ganzen Thaler erfcheint (fo oft ein 
N solcher: Theil Nberhaupt zu den Möglichkeiten gehört, was nicht 
immer der Fall ift z. B. nicht bei 3 Augen, 3 Gedanten, 
#3 Wenſchen, $ Bunkte, — hoͤchſtens noch hei 3 Mann 

" Einguartirung, wenn man ſich unter „Manı Einquartirung“ 

N nicht den lebendigen Soldaten, fondern bie Roften-Summe denkt, 

u welche diefe Einguartirung verurfacht). Daraus folgt dann, daß _ 
de: eine abfolute Zahl z. B. zarten, welche im vorher berührien ⸗ 
1. GSinne (obgleich fie ein bloßed „Symbol“ für einen Gedanken . 

# iſt) fehr klein erfcheim, — als benannte Zahl z. B. rs 

“ 30, auch eine fehr Eleine Größe vorftellt, im Sinne der 


„Größer. — Und wenn wir 1 im Sinne der mathemati- 
.- P 


e1 Then Analyſis (alſo im Sinne der Symbolen-Lehre) für uns 
F endlich klein erflären müffen, ſobald p als eine unendlich große, 
ganze Zahl gedacht wird, d. h. als eine Zahl die nie ift, fon- 
‚„a dern die ſtets noch größer gedacht werden fol, ald jede noch fo 
zu große aber beftimmte Zahl, — fo drüdt‘die benannte Zahl 


A r Sefunde, eine Zeit aus, die in Momente ihres Beginnend 


in auch fchon wieder vergangen (verfchwunden) if. — So Tann 
u man alſo felbft die Stetigfeit der Zeit-, Raum⸗ und Kraft 
"Größen durch ſolche „Symbole” ausdrüden, welche nur Verftan- 
» des⸗Thaͤtigkeiten anzeigen und vorftellen, — fobald man fie als 
® benannte Zahlen nimmt. Dagegen ift ed nie und zu feiner 
we Zeit möglich. mit benannten Zahlen, alfo.mit Größen zu 
Ne) rechnen”; und wenn die Gefchichte der Mathematit uns zeigt, 
dag man nichts deſto weniger Died zu thun ſtets geglaubt hat 
, und zum Theil noch glaubt, ſo zeigt uns auch dieſelbe Lehrerin, 
zu welch großen Widerſpruͤchen, zu welcher Unklarheit und Ver- 
„.  worvenheit aller Begriffe dieſe Anſichten geführt haben und führen. 


N Dagegen fordern wir num, — nachdem ed und vergönnt 
r geweſen ift, in dieſer neuen Auflage der beiden erſten Theile 
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dieſes Werkes unſere Anſichten, wie wir glauben, in einer voll 
endeteren Geftalt vorzutragen, — jeden denkenden Mathematiker, 
ber fich nicht bloß für die Analyfis ald Rechenkunſt, ſondern 
auch für fie ald Rechen-Wiſſenſchaft intereffirt, — freund: 
“ HR auf, und die Stelle zu zeigen, wo. irgend eine Inconfequenz 
in den Anftchten, oder irgend ein unbeftimmter Begriff bemerk: 
bar, oder wo irgend eine im Laufe deu Befchichte der Analyfis 
bervorgetretene Erſcheinung unerklärt geblieben if. — Wir unfe 
‘s rerfeitö werben jede andere Darftellung der mathematifchen Ana⸗ 
infis, fo verfchieden auch die Grundanftcht von der unfrigen fein 
mag, mit herzlicher Freude begrüßen, fobald ſolche nur auch in 
fih vollkommen geſchloſſen, in ihren Begriffen vollkommen bes 
ſtimmt ift und feine der faktifchen Erfcheinungen unerflärt Täßt. 
— Nur überall Durchfichtigfeit, Beftimmtheit und Wahrheit. 


\ 





Drud von Gebr. Unger In Berlin. 


ß. M Th.3# Aufl. 
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